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Prefacio

El presente trabajo constituye un documento de apoyo para los estudiantes del curso de
Termodindmica impartido en la Licenciatura en Fisica de la Universidad Autbnoma de San
Luis Potosi.

Este documento se encuentra dividido en cinco capitulos que abarcan temas que, debido
a su abstraccion, suelen ser considerados los mayor dificultad del curso. Para cada tema, se
presenta un desarrollo tedrico breve, seguido de una serie de problemas resueltos de manera
detallada. El presente material fue escrito con el fin de ser auto-consistente; es decir, los
problemas expuestos y propuestos, pueden resolverse con la teoria previamente presentada.
Sin embargo, para que su lectura sea efectiva, se requiere tener conocimiento de célculo mul-
tivariable y mecdnica cldsica. También es deseable que el lector se encuentre familiarizado
con las definiciones de sistema termodindmico y sus alrededores, variables intensivas y exten-
sivas, tipos de restricciones (paredes aislantes, diatérmicas, etc.), equilibrio termodindmico y
que conozca el modelo del gas ideal. No debe olvidarse que este documento es un material
auxiliar, que contiene algunos de los temas que se abarcan en el curso de Termodindmica, y
para lograr una formacién completa y satisfactoria, el alumno debe apoyarse en otros textos,

asi como en su profesor.

José A. Martinez G.
Octubre, 2018.
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Capitulo 1
Ecuacion de Estado

Objetivos

1. Comprender el concepto de Ecuacion de Estado.

2. Identificar las ecuaciones de estado como funciones cuyas formas diferenciales son

exactas.

3. Para un sistema termodinamico dado, identificar la formas funcionales de las ecua-
ciones de estado y describir sus cambios infinitesimales en términos de pardmetros
que pueden obtenerse experimentalmente; tales como, el coeficiente de dilatacion, la
compresibilidad isotérmica, el médulo de Young, la susceptibilidad magnética, entre

otros.

4. Obtener ecuaciones de estado de diferentes sistemas termodindmicos, a partir de los pa-
rametros referidos en el punto anterior. En otras palabras, en este capitulo se estudian
ejemplos que muestran como obtener ecuaciones de estado a partir de informacién

dada por los experimentos.

5. Alfinal se espera que el estudiante pueda aplicar los conceptos y desarrollos estudiados,

a otros sistemas termodinamicos.
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1.1. Estado Termodindmico de un Sistema en Equilibrio

El estado termodindmico de un sistema en equilibrio puede representarse matemati-
camente mediante una funcion f(7T, X;, X», ..., X;) =0 donde T es la temperaturay las X;’s
son las otras variables termodindmicas independientes, necesarias para describir el sis-
tema. A f se le conoce como ecuacién de estado, y con frecuencia es preferible escribir,
X = Xi (T, X1, X2, ooy Xi—1, Xk+1, ---» Xn). Dicho estado, depende de las condiciones termodi-
namicas y no de la trayectoria (o proceso) recorrida para llegar a él; por ejemplo, si un vaso
de agua se encuentra en equilibrio termodindmico, para describir su estado necesitamos
conocer, entre otras cosas, su temperatura de equilibrio, no se requiere saber como fue que
el agua alcanz6 esa temperatura. Lo anterior implica que las ecuaciones de estado producen
formas diferenciales exactas, para las cuales, las derivadas cruzadas son iguales.

Algunos ejemplos de ecuaciones de estado son:

1. p(N,V,T) = %. Gas ideal, donde p es la presion, V es el volumeny kp la constante

de Boltzmann.

2. 7(T,L) = aT(L - Ly). Banda elastica ideal, con 7 la tension, L es la longitud, a una

constante.

3. 8(T,99) = f;fb. Sélido dieléctrico, donde & es la intensidad del campo eléctrico aplica-

do, £2 1a polarizaciény, a y b son constantes.

Las ecuaciones anteriores corresponden, en cada caso, a sistemas bien especificos; asi,
la primera de ellas sélo es vélida para un gas ideal. En general, es conveniente expresar las
formas diferenciales de las ecuaciones de estado, en términos de pardmetros que puedan

medirse experimentalmente.

1.2. Ecuacion de Estado para un Fluido

Considérese, por ejemplo, un fluido cuyo volumen, V, depende de la temperatura, 7,y

de la presion, p, es decir, V = V(T, p). En este caso, podemos escribir,

ov ov
av=(3) ar+(2) ap (L
oT/, opJr

Analicemos cada parte de esta ecuacion. En primer lugar, consideremos el término (a_v) )
p

oT
el cual, se refiere a la manera como cambia el volumen del fluido ante variaciones en la
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temperatura cuando la presién se mantiene constante; en otras palabras, esta derivada es
una medida de como se dilata el sistema ante incrementos de su temperatura. A partir de

dicho término se define el coeficiente de dilatacién volumétrica, 8, como,

B 1 (OV) 12)
~vlier), '
El segundo término, (%) o 5€ refiere a la manera como se contrae el fluido ante cambios en
la presién, durante un proceso isotérmico. Dado que el volumen disminuye al aumentar la
presion, se tiene que, (‘3—‘;) . < 0. Asi, se define la compresibilidad isotérmica, x T, como
1 (OV) (13)
Kr=——|—=—] . .
" viep),

Tanto f como x r pueden determinarse experimentalmente. Finalmente, podemos escri-
bir,

dV = pVdT —x7Vdp (1.4)

PROBLEMA 1

Para un gas ideal, § = % VKT = %. Obtener la ecuacion de estado p = p(V, T).

Solucién. De la ecuacién 1.4 se tiene,

dv dT dp T T

—=——-——>hV=In—+¢=>V=—

4 r p p p
SpV=6T

Donde c; y ¢, son constantes. Es decir, en procesos donde el volumen de un gas ideal
varia como funcién de Ty p, se cumple que pV = ¢, T; en particular, se sabe que ¢, = Nkg,
con N el nimero de particulas y kp la constante de Boltzmann, o bien, ¢; = nR, con n el
numero de moles y R la constante de los gases ideales.

PROBLEMA 2
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Para un fluido con f = cte en el intervalo [0, T'], analice la dependencia del volumen con

la temperatura en procesos a presion constante. ;Qué ocurre cuando T < 12

Solucién. En un proceso con dp =0, de la Ec. 1.4 se obtiene que:

\%4 T
f d—V:ﬁf dT = V = VyePT
v V 0

Si0< BT <1, el resultado anterior puede aproximarse como: V = V(1 + BT +---).

PROBLEMA 3

Un gas ideal es una idealizacion de un gas real, en la que se asume, entre otras cosas, que
consta de particulas puntuales i.e. sin volumen. Consideremos ahora, un gas de particulas
esféricas duras; para este gas se tiene que,

V-b V-b
ﬂ =, ‘KT = —
TV pV

Notese que, a diferencia del gas ideal, el volumen del sistema esta corregido por el término

b, el cual, corresponde al volumen que ocupan las moléculas o particulas que lo conforman.

Encuentre la ecuacién de estado para este gas de esferas duras.

Solucién. Una vez més usamos la Ec. 1.4, para obtener,

dv. dT d T T
L e AN In(V-b)=In—+c¢; = V—b:cz—
V-b T p p p
donde la constante de integracién puede obtenerse sabiendo que si b = 0, entonces

obtenemos el gas ideal. Es decir, ¢, = nR o Nkg. Finalmente,

p(V—b)=NkgT
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1.3. Ecuacion de Estado para una Cuerda Elastica

En los ejemplos anteriores, se emple6 V = V (T, p); de igual manera, es posible escribir las
formas diferenciales para T = T(p, V) y p = p(T, V), en términos de los parametros Sy x 7.
Esta manera de obtener la ecuacién de estado, también se aplica para otros sistemas. Consi-
derémos ahora, un sistema termodindmico que consiste de una banda eléstica sujeta a una
tension —cabe mencionar que el tratamiento que sigue también es valido para un alambre
o una barra sélida. Es de esperarse que bandas eldsticas hechas de materiales distintos, se
comporten de manera diferente; es decir, algunas serdn mas faciles de estirar, ademads se
dilataran de manera distinta ante un incremento de la temperatura. Para describir lo anterior,
usamos una ecuacion de estado. Primero identificamos las variables termodinamicas, en
este caso, la temperatura, T, la longitud de la banda, L, y la tensién, 7, a la que est4 sujeta.
Podemos preguntarnos acerca de la dependencia de 7 con respecto a las variables Ty L; es
decir, 7 =1(L, T). Parat = 7(L, T), podemos escribir,

0t 0t

dr = (O_L)TdL+(6_T)LdT (1.5)

Experimentalmente, las bandas elésticas se caracterizan por su médulo de Young, Y,y

por su coeficiente de expansion térmica, a. El primero esta dado por:

y=L (O_T) , (1.6)
A\dL)

donde A es la seccion transversal de la banda elastica. Como puede apreciarse, el médulo

de Young es una medida de la factibilidad para que el material se estire/comprima ante

cambios en la tensién durante un proceso isotérmico. En otras palabras, un médulo de Young

alto corresponde a materiales dificiles de estirar o comprimir.

Por otro lado, el coeficiente de expansién térmica estd dado por:

_l(a_L) 0.7
*=1l\ot),’ '

el cual es una medida de la manera c6mo el material se dilata ante cambios en la tempera-
tura durante un proceso a tension constante. Podemos asociar el primer término de la Ec. 1.5

con el médulo de Young, para el segundo término usamos la relacién ciclica!, tenemos,

57),(50) (52), =
oT ) \oL) . \ot); '

1 ix= — - ax) (0¥ (oz) —_
Recuerde que si x = x(y,2), y = y(x,2) y z = z(x, y), entonces se cumple que (5J’)z (az)x(ax)y =-1.
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de donde,

("_T) __(a_L) (0_7) —_La(ﬁ)——ma (1.9)
oT),  \oTJ),\oL); L) '

Por lo tanto, la Ec. 1.5 puede reescribirse como,

YA
dr = TdL—YAadT (1.10)
PROBLEMA 4

Experimentalmente se encuentra que para un alambre de secci6on transversal A, sujeto a

una tensién 7, el médulo de Young y el coeficiente de dilataciéon estan dados por 2:
_cLT? 2(L-Ly)
A LT

donde c es una constante y Ly es la longitud del alambre a 7 = 0. Obtener la ecuacién de

Y

’

estado.

Solucién. Sustituyendo los pardmetros dados en la Ec. 1.10, se tiene,

cLT?
dr =

=cT?dL+2c¢T(L—Ly)dT
= cd(T*(L- Ly))
S T(LT) =cT?(L—Lo)

Jar

PROBLEMA 5

Para un sélido dieléctrico la ecuacién de estado puede adquirir la forma, 22 = 22(&, T).

Encuentre la forma diferencial d2?(&, T), y muestre que es exacta en un sistema para el cual®,
b
PE,T)=|a+ T 3

Solucién. Dado que & = (&, T), se tiene,

2Garcia Colin, 2008.
3idem.
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0P 0P
dy(g,:r):(—) dT+(—) ds
0T ) g o8 | 1

: 3’® _ P» -z
Para que dZ” sea exacta, debe cumplirse que 5757 = 5z57- De la ecuacion de estado se

(57 (56),), = (37 )=+

) -0,

Las parciales cruzadas son iguales, por lo tanto, la diferencial d2? es exacta.

sigue que,

por otro lado,

1.4. Ejercicios Propuestos

1. Obtenga los coeficiente de dilatacion térmica isobdrica, 8, y de compresibilidad isotér-

mica, x 7, para un gas de Van der Waals, el cual obedece la siguiente ecuacion,

_ NkgT aN?
" V-Nb V2’

donde ay b son constantes.

2. Obtenga la ecuacion de estado de un gas de n moles, para el cual,

V+pa
pV

R
= %f(V), Ky =

Donde f(V) es una funcion que depende unicamente del volumen, R y a son cons-
tantes, la primera corresponde a la constante de los gases ideales. Use el hecho de
que las formas diferenciales de las ecuaciones de estado son exactas, para obtener

explicitamente f (V).

3. Para un sistema magnético se definen los siguientes coeficientes:

_(%) a _(%)
XT_ a% T: S — aT ]f)
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Un experimental obtiene que y7 = 7y @z = —%, donde c es una constante. Obtenga

la ecuacion de estado para este sistema.

4. Consideremos un recipiente vacio de materia, cuyas paredes se encuentran en equili-
brio a una temperatura 7. En este caso, esta cavidad alberga ondas electromagnéticas;
en otras palabras, decimos que el sistema contiene radiacién electromagnética en

equilibrio a una temperatura 7. Las ecuaciones de estado estdn dadas por,

U
U=bvTt =
Y P=3y

La primera de estas ecuaciones se conoce como la Ley de Stefan-Boltzmann , donde
b=7.56x10"16 J/m3 K*. La segunda ecuacién proporciona la presién de la radiacién

electromagnética.

Encuentre la presion de radiacion presente en el universo, suponga que ésta se encuen-

tra en equilibrioa T =2.7 K.
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Capitulo 2
Primera Ley de la Termodinamica

Objetivos

1. Comprender los conceptos de Calor, Trabajo y Energia Interna y como se relacionan

por medio de la Primera Ley de la Termodindmica.

2. Poder expresar la energia interna en su forma diferencial, para diferentes sistemas

termodinamicos.

3. Obtener el trabajo, calor y cambios de energia interna para diversos procesos quasies-

taticos reversibles.

4. Identificar los procesos involucrados en el ciclo de Carnot y obtener la eficiencia del

mismo.

5. Obtener la eficiencia para diferentes ciclos termodindmicos.

12



Martinez-Gonzalez Departamento de Fisica, UASLP

2.1. Trabajoy Calor en Termodinamica

De los cursos de Mecinca Clasica, aprendimos que si F es el vector fuerza y r es el vector

posicion, el trabajo, W, esta dado por,

W:fF-dr. (2.1)

Consideremos el caso en que una fuerza de magnitud F se aplica sobre un pistén de area
A, con el propésito de comprimir el gas contenido en un recipiente, tal y como se ilustra en

la figura 2.1. En este caso, el trabajo estd dado por,

W:dex:ngdx:—fpdV. (2.2)

Dado que para una compresion dV < 0, se coloca el signo menos para que el trabajo dado
por la ecuacién anterior sea positivo; de esta manera, se toma en cuenta que el gas aumenta
su energia cuando una fuerza externa lo comprime. En contraste, el gas realiza trabajo y

pierde energia, al expandirse y mover el piston.

%

Gas |AT<

lC—>

Ax

Figura 2.1: Esquema de una fuerza actuando sobre un 4rea para comprimir un gas.

Otra manera de incrementar (disminuir) la energia de un sistema consiste en ponerlo
en presencia de un sistema con mayor (menor) temperatura. Si las paredes que dividen a
ambos sistemas son diatérmicas, entonces, existird una transferencia de energia del sistema
de mayor temperatura hacia el de menor temperatura, hasta que las temperaturas de ambos
sistemas se igualen i.e., se alcance el equilibrio térmico. Se llama calor, Q, a la transferencia
de energia que existe entre sistemas con diferente temperatura; el calor, es la energia que se
transmite por medios no mecanicos.

A nivel microscépico, la energia interna, U, se refiere a la suma de todas las energias
de cada una de las particulas que forman al sistema. La energia interna de un sistema en

equilibrio, puede cambiarse mediante diversos procesos termodindmicos. Supongamos que
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un gas aislado se comprime cuasiestaticamente! hasta que su volumen se reduce a la mitad;
al final del proceso, el gas habré incrementado su energia interna debida al trabajo que
se realiz6 sobre €él. Supongamos, ahora, que ponemos el gas en contacto con un sistema
de mayor temperatura, para ello sustituimos las paredes aislantes por unas diatérmicas;
entonces, debido a la diferencia de temperatura existird una transferencia de calor, Q, hacia
el gas, lo cual incrementard su energia interna en Q. En el estado final de equilibrio del gas, ya
no existe mds flujo de calor, ya no hay més trabajo realizandose sobre €él, y podemos afirmar
que el cambio de energia interna, respecto de la condicién inicial, estd dado por AU = Q+ W.

Existen otras maneras de provocar cambios en la energia interna de un sistema; en el caso
del gas, por ejemplo, es posible incrementarla (disminuirla) al afiadir (extraer) moléculas al
sistema. Si suponemos que el gas estd compuesto por r componentes quimicos, el hecho de
afiadir o remover particulas o moléculas, tiene un costo energético que depende del potencial
quimico, u;, y del nimero, N;, del componente 7, con 1 < i < r. Lo anterior se conoce como
trabajo quimico, Wy, y sus cambios estdn dados por y;dN;.

Si consideramos que los cambios de energia interna de un sistema dado, dependen del

calor, el trabajo mecdnico y del trabajo quimico, entonces,

dU = 6Q+6W +6W,

r (2.3)
=0Q—-pdV + Z widN;.
i=1
Para un sistema de un solo componente,
dU=6Q+6W+6W,
(2.4)

=0Q—pdV + udN.

La ecuaciones anteriores representan la Primera Ley de la Termodindmica, la cual refleja el
principio de conservacion de la energia. Existen muchos tipos de sistemas termodindmicos,
entre los cuales encontramos a la materia en sus distintos estados de agregacion, cuyas
propiedades dependen del material en cuestion y del tipo de restricciones impuestas al
sistema (confinamiento, paredes diatérmicas, porosas, aislantes, etcétera). En cada caso, dU
debe contener cada una de las contribuciones energéticas infinitesimales que influyen sobre

el sistema.

'En termodindmica cldsica se trabaja con sistemas en equilibrio. Un proceso cuasiestatico hace referencia a
los casos puramente hipotéticos, en el que dicho proceso se realiza de manera infinitesimal, lo que permite
pensarlos como una sucesién de estados de equilibrio.
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A continuacion se presentan algunos ejemplos de la forma que adopta la primera ley,

segun el sistema que se trate.

1. Para un cable de longitud Ly seccién transversal A, sujeto a una tension 1.

dU =6Q +7dL. 2.5)

2. Solido paramagnético cuya magnetizacion es .4, y se encuentra en presencia de un

campo magnético externo, /.

dU =6Q + .72d M. (2.6)

3. Solido dieléctrico cuya polarizacion es &2, y se encuentra en presencia de un campo

eléctrico externo, &.

dU =6Q+&d2. @.7)

En este caso U = U(S, &).

4. Fluido ferroeléctrico en presencia de un campo eléctrico externo, &, y de un campo

magnético externo, /.

dU =6Q - pdV + pdN + 2dé + 76d M. (2.8)

PROBLEMA 1

Para n moles de gas ideal, p = nRT/V y U = 3/2nRT, donde R :8.314472ﬁ< es la

constante universal de los gases ideales. Encuentre,

1. El cambio de energia interna durante un proceso isotérmico. ;Cudl es la relacion entre

calor y trabajo en este tipo de procesos?

2. Eltrabajo necesario para comprimir el gas en un 10 % durante un proceso isotérmico a

T =30°C. ;Se absorbid o se emiti6 calor durante este proceso?
bA p
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Solucién. Dado que U =3/2nRT, entonces dU = 3/2nRdT, de donde se sigue que para
cualquier proceso isotérmico, el cambio en la energia interna del gas ideal es cero.
El trabajo durante un proceso isotérmico para el cual V) — 0.9V}, estd dado por,
0,9V 0,9V dV 0’

1
W=- pdV:—nRTf — =-nRTIn =nRTIn— >0.
Vo Vo \%4 Vo )9

IV

Como W > 0, entonces se realiz6 trabajo sobre el sistema. Dado que, AU=0=W +Q =

W = —-Q, entonces Q < 0. De manera que el sistema emiti6 calor hacia sus alrededores.

PROBLEMA 2

Para un gas ideal monoatémico, se tiene que para un proceso adiabético el producto

pV?®3 = ¢, donde c es una constante.

1. Suponga que 5 moles de gas ideal a una temperatura 7 = 320K, se comprimen cua-
siesntdticamente y adiabaticamente hasta que la temperatura se incrementa en 1 grado.

Encontrar el trabajo realizado durante la compresion.

2. Encuentre el trabajo necesario para que un mol de gas ideal se expanda cuasiestética-
mente y adiabédticamente hasta duplicar su volumen. ;En cuanto cambia su temperatu-

ra?

Solucién. Durante un proceso adiabatico Q = 0, de manera que, AU = W. Para un gas
ideal, AU =3/2nRAT, y como AT = 1K, entonces el trabajo realizado durante la compresién
es, W=(3/2nR)(1K).

Para la segunda parte del ejercicio, se tiene que durante una expansion adiabdtica en la

que se duplica el volimen inicial, Vj. En este caso, el trabajo estd dado por,

2V 2% ¢ y1-5/3 2Vy 3¢l 1 12% 3¢ 1 1
W=- dV:—f ——dV=-c =— |——= :—( —
o p Vo V5/3 1-5/3 Vo 2 [ V2/3 Vo 2 (2V0)2/3 V02/3
3¢ 1
T o2\ 223 1]<0.

La constante ¢ puede conocerse a partir de la condicién inicial i.e. ¢ = pg V(f/ 3.Y dado que,
AU =3/2nRAT = W, entonces,

Page 16 of 61



Martinez-Gonzalez Departamento de Fisica, UASLP

donde se usé que py = nRTy.

PROBLEMA 3

Encuentre el trabajo necesario para estirar en un 10 % una banda eléstica de longitud L,
suponga que la temperatura se mantiene constante a T = Tj. Considere que la ecuacion de
estado esta dada por,

7=cT?*(L- Ly),

donde 1 es la tensién, ¢ una constante y L es la longitud de la banda?.

Solucién. En este caso, el trabajo estd dado por,

1,1Lo 1,1Lg cT?
W= rdL:chf (L-Lo)dL = —2 [(L-L)?]; " =5x 1073 T2 L2,
Lo Ly 2 0
PROBLEMA 4

Para un medio magnético,

SO
M(FE, T):c?

Encontrar el trabajo de magnetizacion efectuado por el campo, para incrementar la mag-
netizacion del material de .4 a 2.4, durante un proceso en el cual T = aTy/v .4, donde a

es una constante positiva.

Solucién. El trabajo hecho por el campo magnético estd dado por:

2Note que a diferencia de la ecuacién de estado para la banda elastica ideal, en este caso la dependencia en
T es cuadratica.

Page 17 of 61



Martinez-Gonzalez Departamento de Fisica, UASLP

2, 1 2 aT 2
W= F0dM = - MT Al = =2 M2 du
Moy ¢ J.u, c Ju,
2al;
5¢

2.2. Aplicaciones de la Primera Ley

La primera ley de la termodindmica nos dice,

n
dU=6Q+)_ 6W;, (2.9)
i=1

donde W; representa cada uno de los trabajos posibles (mecdanico, quimico, eléctrico, etc.).
Consideremos un sistema para el cual solo un tipo de trabajo contribuye en la energia interna
(i.e. un sistema simple donde n = 1 en la ecuacién anterior); por ejemplo, 6W = —pdV.

Entonces, al derivar respecto a T manteniendo la variable x constante, tenemos,

(57).~(57),#(57) 210
ar). " \ar),. Plar),’ '

x puede ser cualquier variable de estado, en este caso V o p. La capacidad calorifica a x
constante, se define por,
0Q

Cx = (G_T)x’ (2.11)

y se refiere a la raz6n de cambio entre la cantidad de calor transferido y el cambio en la
temperatura del sistema, durante un proceso a x constante. De las ecuaciones 2.10y 2.11,

tenemos que para un proceso isocorico (V = cte),

ou

Cy= (ﬁ)v’ (2.12)

donde puede observarse que Cy = Cy (V, T). Para un proceso isobdrico (p = cte),
C —(OU) + (OV) (2.13)
»=\or), P\ar),’ '

ydado que 8 = % (a—gp, entonces,

ou

Cp= (ﬁ)p+pVﬁ, (2.14)
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donde C, = C,(p, T). Puede observarse, de igual manera, que en la Ec. 4.22 aparece U =
U(V,T), mientras que en la Ec. 4.23 tenemos U = U(p, T). Lo anterior es de gran utilidad para

obtener relaciones entre diferentes pardmetros que pueden medirse experimentalmente.

PROBLEMA 5

Demuestre que para un sistema que experimenta un proceso infinitesimal donde T —

T+dTyp— p+dp, el calor transferido/absorbido por el sistema esta dado por:
KT
6Q=CpdT - F(Cp - Cy)dp,

_1faov __1(av . .. 3 c o Lo
donde = ( aT)p yK=—7 ( op ) - son los coeficientes de expansion térmica-isobdricay la
compresibilidad isotérmica, respectivamente.

Solucién. De la primera ley tenemos que,
0Q=dU + pdV

Tomando en cuenta que la forma diferencial de Q a la que queremos llegar, tiene como
variables independientes Ty p, conviene considerar las ecuaciones de estado, U = U(T, p) y

V = V(T, p). De aqui se sigue,

ou ou ov ov
0=(22) ar+(22) ap av=(2) ar+(2Y] ap
oT/, op ) oT ), op)r
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién para 6 Q, tenemos,
ou ou ov ov
6Q:(—) dT+(—) dp+p (—) dT+(—) dp‘
oT/, op ) oT ), oplr
- |(57), o5, oG (55, o
or ), or ), op)r opl)rl

Si derivamos esta ecuacion respecto a T en un proceso isobdrico, se obtiene,
0 ou ov
(a7), == (a7), #l7),
ar/, oT/, oT/,
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sustituyendo este resultado en la ecuaciéon para 6 Q tenemos,

(OU) +p(6V)
oplr oplr
que al derivar respecto a T a V constante, resulta en,
0 ov 0
(& 5,7 (55), 1 5F),
op)r op)ri\0T )y
ap aT

dT)V =Cy=Cp+
aT)V (a_v)p (g—‘;)T = —1, obtenemos que, (a_p)v = % De manera

6Q=CpdT +

dp,

e d
al usar la relacion ciclica: ( 4

que, de la ecuacion anterior, obtenemos,

3+ (),
oplr paPT v pﬁ’

T

por lo tanto, los cambios infinitesimales de Q, estdn dados por:

5Q=C,dT +(Cy — Cp) L

dp.
'BP

PROBLEMA 6

Demuestre que para un proceso adiabatico en un gas ideal, se cumple que pV?" = cte,
donde y =C,/Cy.

Solucion. Se usa la ecuacion de estado del gas ideal para encontrar que § = % VKT =

1
-
Por otro lado, en un proceso adiabatico 6Q = 0, usando el resultado del PROBLEMA 5,
tenemos,

0=C,dT +(Cy - Cp)%dp
T
=CpdT + (Cy - Cp);dp.
Al separar variables e integrar, se obtiene?,

dr_cp-cu fdv
T G p

3Como se demostrara mas adelante, para un gas ideal Cpy Cy son constantes.
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1/
(,},*1_1) _ pV p(,yfl_l) _ Vp Y

> InT=lnp® " D4c - T
nesnp € 0p Nk Nkg

= cte.

Por lo tanto, pV" = cte.

2.3. Ciclos Termodinamicos

Un ciclo termodindmico es un proceso en el cual los estados de equilibrio final e inicial
son los mismos; por lo tanto, AU =0, o bien, W + Q = 0. Este tipo de procesos son de utilidad
para disenar y modelar el comportamiento de maquinas térmicas.

El ciclo de Carnot, es de particular interés, debido a que es el de mayor eficienciay a
que da lugar a la formulacién de la Segunda Ley de la Termodindmica. Este ciclo consiste
en efectuar, sobre un sistema dado —que puede tratarse de un fluido, una banda elastica,
un sistema magnético, en fin, cualquier sistema termodindmico— los siguientes procesos

cuasiestdticos reversibles, que para el caso de un fluido son:

1. Expansion isotérmica a una temperatura 7;. El estado del sistema pasa de (p;, V1, T1) a

(p2, V2, T1), con Vo > V1 y p1 > pa.

2. Expansion adiabdtica. El estado del sistema pasa de (p2, V2, T1) a (p3, V3, T2), con V3 >
Vg, p2>ps3y T1 > Tg.

3. Compresion isotérmica a T». El estado del sistema pasa de (p3, V3, 12) a (pa, Vi, T>), con

V3> Vyy ps> ps.

4. Compresion adiabdtica. El estado del sistema pasa de (pq4, V4, T2) a (p1, V1, T1), con

Va>V1yp1>ps.

El ciclo de Carnot puede representarse en un diagrama p vs V como se muestra en la
figura 2.2. Este ciclo, modela el caso de una maquina que opera gracias a la presencia de
dos reservas de energia, una a temperatura 7; y la otra a T», con T > T,. Para que ocurra
el primer proceso, el sistema absorbe calor, Q;, de la fuente de alta temperatura, mientras
que durante la compresion isotérmica el sistema libera calor, Q,, hacia la reserva de baja
temperatura. Dichas reservas son consideradas suficientemente grandes, de manera que su
temperatura no se ve afectada por el funcionamiento de la maquina térmica. La eficiencia se
define como la raz6n entre el trabajo realizado durante el ciclo, entre el calor absorbido por

el sistema; es decir,
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I
Q1

Cuando el ciclo de Carnot opera sobre un sistema magnético, intercambiamos p por A4’y

(2.15)

V por ./ en los procesos descritos; en este caso, el ciclo puede representarse en un diagrama
J€ vs 4 donde, en vez de expansiones, tenemos magnetizaciones. ;COmo esperarias que
se comporten las curvas adiabdticas e isotérmicas en este caso? Si el sistema incrementa su

magnetizacion durante un proceso isotérmico, el campo aumenta o disminuye?
’ T ’ PA@
@1

Q1

@ Q ©
on %

Figura 2.2: A la izquierda, una representacion esquemadtica de una méaquina de Carnot (MC), la cual
extrae Q; de la fuente de alta temperatura Tj, realiza un trabajo W, y finalmente libera energia Q; a
la reserva de baja temperatura T». A la derecha, se muestra el diagrama p vs. V del ciclo de Carnot,
indicando los pasos descritos.

2.4. Ejercicios Propuestos

1. Use el resultado del PROBLEMA 5 para demostrar que para un gasideal C,,—Cy = pV .

Recuerde que en un gas ideal, U es solo funcién de T.

2. Para una banda eléstica encuentre el resultado andlogo a 6Q del PROBLEMA 5. Es-

criba el resultado en términos del médulo de Young, Y = % (2—2) - y el coeficiente de

. .. _1(aL
dilatacién a = I (6T)T‘

3. pV7Y = cte, define las ecuaciones de las adiabétas para un gas ideal. Encuentre las
ecuaciones de las adiabatas para una banda eldstica para la cual T = ¢T?(L - Ly), donde

C es una constante.

4. Describa y dibuje en un diagrama 7 vs. L, un ciclo de Carnot operando sobre la banda

eldstica del ejercicio anterior.
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5. Demuestre que la eficiencia de un ciclo de Carnot que opera sobre un gas ideal, sobre
una banda eldstica, sobre radiacion electromagnética o sobre un s6lido paramagnético,

estd dada por:

6. Demuestre que para un ciclo de Carnot que opera sobre un gas ideal, sobre una banda
eléstica, sobre radiacion electromagnética o sobre un s6lido paramagnético, se cumple

que:
2

Qi _

L, =0

7. Encuentre el trabajo realizado y la eficiencia de una maquina hipotética que opera
sobre un gas de esferas duras a través del ciclo mostrado en la figura. Considere que

para este gas C, =3/2Nkp.
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Capitulo 3
Segunda Ley de la Termodinamica

Objetivos

1. Estudiar la diferencia entre procesos reversibles e irreversibles.

2. Estudiar el concepto de entropia y algunas de sus propiedades.

3. Identificar a la entropia como una variable de estado.

4. Abordar la Segunda Ley de la Termodindmica y estudiar algunas de sus implicaciones.

5. Ser capaz de obtener los cambios de entropia en algunos procesos reversibles e irrever-

sibles.
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3.1. Enunciados de Clausius y de Kelvin-Planck

La Primera Ley de la Termodindmica establece el principio de conservacion de la energia,
AU = Q+ W, nos indica que no pueden existir procesos 0 maquinas cuyo unico fin sea el de
crear o destruir energia. Sin embargo, la Primera Ley no da informacién acerca de la direccién
en que ocurrird un proceso.

Alo largo del texto se ha hecho énfasis en que los procesos considerados son cuasiestati-
cos y reversibles. Supongamos que el sistema, S, y sus alrededores, A, pasan de un estado
(81, A1), aotro dado por (S, A2), mediante un proceso arbitrario; si el proceso es reversible,
entonces es posible restaurar tanto al sistema como a sus alrededores a su condicion inicial,
es decir, existe al menos un proceso que vaya de (Sz, A2) a (S1, A1). Un proceso irreversible es
aquel que no es reversible. En la naturaleza, los procesos son irreversibles, pues ocurren de
manera espontdnea o escalas de tiempo tales que estos no pueden considerarse infinitesi-
males; ademas, existen pérdidas de energia durante estos procesos debido al contacto entre
superficies, a que los fluidos son viscosos, etcétera, lo que provoca disipacién adicional de
energia en forma de calor. Y aunque, en algunos casos, es posible restaurar el sistema a su
condicion inicial, esto implica actuar sobre el sistema y modificar sus alrededores.

Aunado al hecho de que en la naturaleza los procesos ocurren de manera irreversible,
estos también ocurren en una direccién especifica. Por ejemplo, siempre se observa que el
calor fluye del cuerpo de mayor temperatura al de menor temperatura jnunca vemos que en
nuestra bebida el hielo se enfrie mds para que el liquido se caliente!; en una cavidad el gas se
expande hasta ocupar el volumen del contenedor, nunca se observa que espontdneamente el
gas se contriga hasta ocupar un pequefio espacio. Los enunciados de Clausius y de Kelvin-
Planck sirvieron para entender por qué en la naturaleza los procesos ocurren en un direccion

especifica y no en otro.

Enunciado de Clausius. Es imposible realizar un proceso, o construir un mdquina, cuyo
tinico resultado sea la transferencia de calor de un cuerpo de menor temperatura a otro de
mayor temperatura.

Enunciado de Kelvin-Planck. Es imposible construir una mdquina que, operando en ci-

clos, tenga como tinico fin transformar integramente en trabajo el calor extraido de una fuente.

Los enunciados de Clausius y de Kelvin-Planck son equivalentes, y a partir de ellos es

posible demostrar los siguientes teoremas !.

11,2 demostracion de estos teoremas puede encontrarse en (Garcia-Colin, 1990), (Carmona, 2007).
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Teorema de Carnot Ninguna mdquina térmica que funcione operando entre dos fuentes
con temperaturas fijas (bafios o reservas), tiene una eficiencia mayor a la de una mdquina de
Carnot operando entre las mismas fuentes.

Teorema de Clausius Considere un sistema que opera en ciclos intercambiando calor
entre n fuentes de temperaturas Ty, 1>, ..., T,,. Sea Q; el calor intercambiado entre el sistema y

la fuente a temperatura T; en un ciclo, entonces,
= Qi
LT, =

Si la distribucion de fuentes es continua, entonces, f 6TQ < 0, cuando los ciclos son reversibles se
cumple la igualdad.

Del teorema de Carnot se desprende el siguiente resultado: todas la mdquinas reversibles
que operan entre dos fuentes de temperatura dadas tienen la misma eficiencia. En otras
palabras, todas las mdquinas de Carnot que operan entre dos fuentes a temperaturas 7;
y T», con T, > T, tienen la misma eficiencia sin importar el tipo de sustancia (gas ideal,
radiacion electromagnética, fluido de Van der Waals, etc.) con la cual opera la maquina. Dado
que la eficiencia se puede escribir comon=1- :81: , el hecho de que las eficiencias de estas

maquinas sean iguales, independientemente de la sustancia con la que operan, implica que

1Q1]
1Q21

temperatura.

es Gnicamente funcion de ; este hecho permite establecer una escala universal de la

PROBLEMA 1

Use el teorema de Clausius para demostrar que si Ay B son dos estados de equilibrio de un
sistema termodindmico arbitrario; entonces, para cualquier proceso reversible que conecte

los estados A y B, se tiene que el valor de la integral

fB 6Qrev
A T

es el mismo, es decir, esta integral no depende de la trayectoria. N6tese que se ha puesto

0 Q;.y para enfatizar que este resultado es valido sé6lo en procesos reversibles.

Solucién. Del teorema de Clausius se tiene que para un proceso reversible,

f 6Qrev ~0
T .
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Consideremos un ciclo A-B-A compuesto por dos trayectorias distintas. Es decir, mediante
el proceso reversible (I) se lleva al sistema del estado A al estado B, y mediante otro proceso

reversible (II), se lleva al sistema del estado B al estado A. De manera que:

faQrev _ fB 6Qrev + fA 6Qrev
T (D A T (D B T

— fBaQreU_ fBéQreU
o —p —un| —F

=0.

6Q

rev
T .

Por lo tanto, () fAB (SQ% =un/ f

El integrando del Problema I es una funcién que no depende de la trayectoria, en otras
palabras, es una diferencial exacta. Veamos un ejemplo, de la primera ley es claro que,

T T T

consideremos un gas ideal monoatémico, entonces,

3Qrev _ CodT  pdV

T T T
_3anT nRdV
2T 1%

3nR
:d(%ln(TVZ/?’)).

Por lo tanto, 1/T es un factor tal que al multiplicarlo por §Q,., nos da una diferencial

exacta; es decir, 1/T es un factor integrante de exactitud.

Definicion de Entropia. La entropia, S, es una variable de estado cuya diferencial exacta

esta dada por,
— 5Qrev
—

En otras palabras, si Ay B son dos estados de equilibrio de un sistema termodindmico

ds (3.1

arbitrario, entonces,

B
S(B)—S(A)Zf 6Qrev
A T

) (3.2)
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donde S(A) y S(B) denotan la entropia en el estado A y B, respectivamente. Y este valor
es independiente de la trayectoria del proceso reversible que se considere para conectar los
estados (A y B) de equilibrio. Es importante recalcar que para obtener los cambios de entropia
entre estados de equilibrio basta con encontrar un proceso, o serie de procesos que los
conecten, y no importa el proceso o procesos que se usen, todos llevardn al mismo resultado

(pues S es funcion de estado), siempre y cuando sean todos ellos procesos reversibles.

PROBLEMA 2

Un gas ideal en contacto con un bafo térmico a temperatura Ty, realiza un trabajo al ex-
pandirse cuasiestaticamente hasta duplicar su volumen. Determine el cambio en la entropia

del gas considerando que el volumen inicial es V.
Solucién. Este es un proceso reversible. La primera ley nos dice que para un gas,

AU = 6Qyep + W = 8Q,ep — pdV.

En un proceso isotérmico dU = 0, de manera que,

2Vo 2% R
5Qrep = pdV = As:f ﬁdvzf %dv

W TO Vo
.AS=nRIn2
PROBLEMA 3

Un gas ideal a temperatura Ty se expande en el vacio hasta duplicar su volumen inicial,
V. Encuentre el cambio en la entropia (considere que el sistema esté aislado).

Solucidén. La expansion libre de un gas es un proceso irreversible y como el sistema estd
aislado, 6Q =0, esto se refiere a la transferencia de calor en el proceso irreversible por lo que
no podemos usar este valor para hallar el cambio de entropia. Sin embargo, busquemos un
proceso reversible, aunque no sea el proceso realmente seguido por el sistema, que conecte
los estados de equilibrio iniciales y finales. Al tratarse de una expansion libre, sabemos que no
hay trabajo y, al ser un gas ideal, sabemos que las particulas del gas no interaccionan entre si,

de manera que durante la expansion la temperatura se mantiene constante. Por lo tanto, los
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estados de equilibrio del gas, antes y después de la expansion, pueden conectarse mediante
un proceso isotérmico, y el problema es equivalente a encontrar el cambio de entropia de

una expansion isotérmica (ver PROBLEMA anterior).

Consideremos ahora que un sistema termodindmico experimenta un ciclo irreversible
A-B-A, de tal manera que el trayecto A-B se da mediante un proceso irreversible, mientras
que el regreso, B-A, se efectiia mediante uno reversible. Del teorema de Clausius sabemos

que,

fo-[ e

:fB(S_Q_ B6Qrev
a T A T

B 5Q
=| — —(SB)=-5(4) =0.
A T

B
f 6—Q <S(B)-S(A) = AS. 3.3)
A T

La Ec. 3.3 se conoce como la “Desigualdad de Clausius", y a partir de ella se desprende
el siguiente resultado: En un sistema termodindmico aislado, cualquier proceso lleva a
un incremento de la entropia. En otras palabras, en un sistema aislado la entropia nunca
puede disminuir. En efecto, si el sistema estd aislado, entonces 6Q = 0, de manera que para
un proceso que vaya del estado de equilibrio A al estado de equilibrio B, la ecuacion 3.3
nos dice que S(B) > S(A), y por lo tanto AS = 0. Si el sistema no esté aislado, el resultado
anterior no se cumple, en este caso existe una interaccion con los alrededores. Cuando
el universo termodindmico estd compuesto por el sistema y sus alrededores, se tiene que
AS = ASsistema + ASalrededores = 0.

Como puede apreciarse, todos estos resultados se desprenden de los enunciados de
Clausius y de Kelvin-Planck, los cuales representa dos maneras de expresar la Segunda Ley
de la Termodindmica. Otra manera de enunciar esta ley es la siguiente 2: Es imposible que
existan procesos que, en un sistema aislado, resulten en una disminucion de la entropia.

El hecho de que en un sistema aislado la entropia no pueda disminuir, implica que en
los sistemas fuera de equilibrio la entropia continuard aumentando hasta que el sistema
alcance su estado de equilibrio, en ese momento la entropia alcanzard su méximo valor. Otra

consecuencia de la Segunda Ley es que, en sistemas cerrado, los procesos posibles ocurren en

2Garcia-Colin, 1990.
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la direccién en que aumenta la entropia y en este sentido hay una conexién con la direccion
en que avanza el tiempo. En el siguiente capitulo se abordaré otro enfoque, més reciente, en
el cual se postula que toda la informacién sobre la termodindmica de un sistema se encuentra
contenida en la entropia, la cual, es tratada como una funcién de las variables extensivas del

sistema.

3.2. Ejercicios Propuestos

1. Obtener los cambios de entropia de un mol de gas ideal monoatoémico, para los siguien-

tes casos:

a) Un proceso de compresion isotérmica. Durante el proceso el gas reduce su volu-

men en un 37 % manteniendo 7 =315 K.

b) Un proceso de expansién isobdrica. Durante el proceso el gas aumenta su volumen
en un 40 % manteniendo p = 150 KPa, la temperatura inicial es T = 330K. Hint:

para un gas ideal monoatémico, C, = gnR.

¢) Un proceso isocoérico en el cual su presién aumenta en un 75 %, la temperatura

inicial es T = 350 K. Hint: para un gas ideal monoatémico, Cy = %nR.

2. El cuerpo humano emite energia en forma de calor, consideremos que una persona
sentada emite calor con una potencia de 85 W. Supongamos que el aire de una recamara
(de4 m x 5m x 2 m) se comporta como un gas ideal y se encuentra en equilibrio a 300
Ky p =100 KPa. En seguida entra una persona y permanece sentada 30 min, luego sale
rapidamente de la habitacion (no sale ni entra aire con la persona), cierra la puerta'y
después de un rato el aire se equilibra a una temperatura final. Encuentre el cambio de
entropia del aire en la habitacion, considere que la habitacion es un recipiente cerrado

y aislado.

3. Suponga que 10 moles de un gas ideal monoatémico se encuentra a una temperatura
de 310 K, y ocupa un volumen de 100 cm?. El gas experimenta un proceso irreversible,
después de cual, el gas se equilibra a una temperatura de 330 Ky ocupa un volumen
de 50 m3. a) En un diagrama presién-volumen esboce un esquema del proceso, b)
obtenga el cambio de entropia del gas conectando los estados de equilibrio inicial y

final mediante los procesos reversibles que mas le convenga.
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4. Una habitacion cerrada y aislada, contiene 3000 moles de aire en equilibrio a una
presion de 100 KPa y una temperatura de 300 K. De manera espontdnea, dentro de
la habitacion se rompe un frasco que contenia 2 moles de un gas volatil realmente
apestoso, a una presion de 400 KPa y una temperatura de 330 K. El apestoso gas gra-
dualmente se diluye hasta quedar disperso en toda la habitacién y en equilibrio con el
aire, a una presion y temperatura finales. Obtenga el cambio de entropia de la mezcla.
Suponga que, tanto el aire como el gas volétil, se comportan como gases monoatémicos
ideales. Hint: ya sabe el volumen final de cada gas, obtenga la temperatura y presion
de equilibrio, después, represente los estados de equilibrio iniciales y finales del aire
en un diagrama presiéon-volumen, conecte los puntos con la trayectoria que mejor le
convenga, calcule el cambio de entropia; haga lo mismo con el apestoso gas; sume al

final cada contribucién para obtener el cambio de entropia total.
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Capitulo 4
Potenciales Termodinamicos

Objetivos

1. Identificar a la entropia, S = S(U, V, N), y a la Energia Interna, U = U(S, V, N), como

relaciones fundamentales y estudiar sus propiedades.

2. Aplicar las transformadas de Legendre a U (S, V, N), para obtener potenciales termodi-
namicos en otras representaciones; a saber: la Energia Libre de Helmholtz, la Entalpia
y la Energia Libre de Gibbs.

3. Obtener las ecuaciones de estado a partir de los potenciales termodindmicos.

4. Usar el hecho de que los potenciales termodindmicos son funciones de estado y que,
por lo tanto, sus diferenciales son exactas, para obtener relaciones entre las variables

de estado. Dichas relaciones se conocen como Relaciones de Maxwell.

5. Resolver problemas en la diferentes representaciones de la termodindmica.

32



Martinez-Gonzalez Departamento de Fisica, UASLP

4.1. Representacion de la Entropia (S(U, V, N))

Los estados macroscépicos de equilibrio de un sistema de r componentes quimicos,
estdn completamente caracterizados por la energia interna, U, el volumen, V y el numero
de particulas (o nimero de moles), N, N,---, N, de cada componente. Supongamos por
simplicidad, que el sistema en cuestion consta de un s6lo componente quimico. Entonces,
toda la informacion acerca de la termodindmica de este sistema en equilibrio estd contenida

en la funcién entropial, S=S(U,V,N);lacual, tiene las propiedades siguientes:

1. S es maxima en el estado de equilibrio. Es decir, en el equilibrio los valores que ad-
quieren U, V' y N, son tales que maximizan la entropia. Si las restricciones del sistema
cambian —por ejemplo, si aumenta el volumen del recipiente que contiene al sistema—
el sistema evoluciona a otro estado de equilibrio donde S es madxima en esas condicio-

nes.

2. S esuna funcién continuamente diferenciable y es monétona creciente como funcion

de la energia interna.

3. Sesuna funciéon homogénea de primer orden en sus variables extensivas; es decir, para
AeR, S(AU,AV,AN)) = AS(U, V, N). Lo anterior implica que S es una funcion aditiva.

4. La entropia de cualquier sistema es cero cuando (25 =0.
U )y N

S(U,V, N) se conoce como relacion fundamental o potencial termodindmico. Cuando
el estado de un sistema se determina por medio de las variables U, V' y N, decimos que
el sistema se describe en la representacion de la entropia. Aunque sea redundante, debe
resaltarse que la funcion entropia contiene toda la informacion termodindmica del sistema
en equilibrio, si y solo si, es funcién de U, V y N; cuando tenemos S(7, p), S(L, 1), etc., la
entropia aparece como una ecuacioén de estado y no como un potencial termodindmico.
Las ecuaciones de estado contienen solo una informacién parcial del sistema en equilibrio.
En el caso del gas ideal, por ejemplo, la funcién P(N,V,T) = NkgT/V, es una ecuacion
que relaciona las variables de estado P, V, T y N, y nos describe el estado de equilibrio
del gas cuando dichas variables adquieren valores bien definidos; pero, no proporciona
informacion acerca de la entropia del gas, o de su potencial quimico. No obstante, es posible
obtener la informacién completa, salvo constantes de integracion, cuando se conocen todas

la ecuaciones de estado.

1para un andlisis mas detallado del tratamiento teérico de este capitulo, ver (H. Callen, (1985)) y (De Pablo, J.,
& Schieber, J. (2014)).
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La forma diferencial de S(U, V, N), puede obtenerse a partir de la primera ley, de donde al
escribir 6Q = TdS (ver Ec. 3.1),

7

1
ds=—du+2av-Ean. @.1)
7T T

Por otro lado, dado que S = S(U, V, N), entonces,

0S 0S 0S
dS=|— dU + | — dVv-|— dN. 4.2
(aU)V,N +(0V)U,N (aN)V,U (@2

Al comparar las ecuaciones 4.1y 4.2, encontramos que 1/T, p/T y u/ T, son todas ellas

funciones de U, V y N; es decir,

Lo (2) oas
T oU Jy.n

p 08)

—(U,V,N)=|— 4.3b
UABY ( ), (4.3b)
Euv,n=- (_as ) (4.30)
T oN )y y

Las expresiones dadas en 4.3 corresponden a las ecuaciones de estado en la represen-
tacion de la entropia 2. Puede demostrarse que las ecuaciones de estados son funciones
homogéneas de orden cero en las variables extensivas; es decir, si f es una ecuaciéon de
estado en S(U, V, N), entonces, f(AU,AV,AN) = /lof(U, V,N) = f(U,V, N). También, puede
observarse que la propiedad 4 del potencial termodindmico, S, nos dice que un sistema tiene
entropia nula cuando T =0.

Al ser S(U, V, N) una funcién de estado, su diferencial es exacta; por lo tanto, las derivadas
cruzadas son iguales, esta propiedad es de gran utilidad para obtener relaciones entre las

ecuaciones de estado. En S(U, V, N), usando las ecuaciones 4.3, tenemos:

2Como se vera mas adelante, existen diferentes potenciales termodinamicos. De hecho, cada una de las
ecuaciones de estado tratadas en el Capfitulo 1, corresponden a derivadas de potenciales termodindmicos.
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0%S 0%S o (p d (1
( _{ﬁ e (4.42)
auov) \avou ou\T! |,y lovIT)lyN

2 2
( 7S &S i(ﬁ) :_[i(ﬂ) (4.4b)
aVoN| ~ \aNoV ov\T!yn~ lon\T/|,y

3%S 9%S 0 (1 )
( 9 (_) __ [_ (ﬁ) (4.40)
aNoU |~ \ousN ON\T/|vy ou\T! |,y

A las ecuaciones 4.4 se les conoce como relaciones de Maxwell en la representacion de la

entropia.

Volviendo a la propiedad de homogeneidad, AS(U, V, N) = S(AU, AV, AN), tenemos que

al derivar ambos lados de esta ecuacion respecto de A, se obtiene que,

( 3 ) (dw) ( 3 ) (d/IV) ( as ) (d/lN)

S(U,V,N) = | —— ekl N i A (= N

oAU | ayan\ dd ) oAV i an\dd )" oAN ) yyap da is

_(68) +(as +(68) (4.5)
0AU Jyvan AV Jauan OAN )yvau

la cual es vdlida para cualquier A € R; en particular, para A = 1, la ecuacién anterior se reduce

a,

oS
S(U,V,N):(—) U+(
AV,AN

ou

as
ov

0S
V+|l— N
AUAN ON Jrvau

(4.6)

1
——wuvnu+Povnmv-Euvnn,
T T T

donde las funciones %(U, V,N), %(U, V,N)y —%(U, V, N) son las ecuaciones de estado (ver

Ec. 4.3). Ala Ec. 4.6 se conoce como Relacién de Euler de la entropia.

PROBLEMA'1

Para un gas monoatémico ideal, la relacion fundamental estd dada por:

Rl

donde sy, Uy, Vp y Ny son constantes. Verifique que S es una funciéon homogénea de

S(U,V,N):NSO+N]€BID

)
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primer orden en sus variables extensivas y, de ser asi, encuentre las ecuaciones de estado.

Solucion. Sea 1 € R, entonces,

S(AU,AV,AN) =ANsy+ ANkgIn

@ G

431241572 ( 1% )3’2 ( v ) ( N )‘5’2
Uo Vo) \No

Por lo tanto, S es homogénea de primer orden. Las ecuaciones de estado son las derivadas de

:A{N50+Nk31n

=AS(U,V,N).

S respecto de cada una de sus variables; de manera que,

1(UVN)—(65) —3Nk U!
T ou)yy 20
p 68) Y
— UyVy == :Nk V
VN (aV UN B
aS U 3/2 V N -5/2 5
E(UyV)N):_(_) :_So_kBln (_) (—)(—) +_kB
T ON vy Uo Vo) \ Ny 2

Esto termina el ejercicio. De manera adicional, podemos ver que la primera de las ecuacio-
nes nos dice que, para un gas monoatémico ideal, U = %N kg T; mientras que de la segunda
ecuacion tenemos, P = NkpT/V; finalmente, combinando la primera ecuacién de estado con
(1)3/2(1) (ﬂ)—S/Z

To Vo ) \No

a partir de la relacién fundamental S = S(U, V, N), es posible encontrar las ecuaciones de

la Gltima, nosda u=—-Tsp + kBT{S/Z —In

}. Como podemos apreciar,

estado U, p y p en términos de las variables N, V,y T.

PROBLEMA 2

Un gas ideal a pg y Ty experimenta un proceso isocérico con N = cte donde la energia

interna aumenta al doble (Uy — 2Up). Hallar la presién y temperatura final.

Solucién. Para un gasideal p/T = Nkg/V, si Ny V son constantes, entonces p/T = cte.

Como,
I 3Nkpg

T 2U

’
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entonces,
1 3Nkz 1 3Nkp

T, 20, ’ T; 2U;’

de donde se sigue que Ty = 2T cuando Uy = 2Up. Entonces,

@ _ Pfinal _ Pfinal
To Tfina 270

)

por lo tanto, pfinar = 2po.

PROBLEMA 3

Para un gas hipotético, % = ‘[’]—]\‘]/2, donde a es una constante. Determinar %(U, V, N). ;Cuén-
to vale la temperatura y la presion final si este gas experimenta un proceso isocorico con
Ny = cte, donde la energia interna aumenta al doble? Considere que las condiciones iniciales
estan dadas por (Uy, Vo, Np).

Solucién. La relacién de Maxwell 4.4a nos dice que [% (%)] - [% (%)] N Resolvien-

do la derivada de la derecha, tenemos,

[0(1) _[a(aNz) 3 aN?
ov\T)lyny lov\UV ] yn UV
Por lo tanto,
[ 0 (p) 3 aN?
oul\T/|, Ny UVZ
De donde se sigue que,
aN? 2Uo gN? aN?
d(B):— dU:A(B):— AU = -2 1n2
T Uv? T Us Uv? V2
‘ Py_ aN?
. A(T)— 2 In2,
Como el proceso es con volumen y nimero de particulas constantes (V =V y N = Np), la
temperatura inicial es Ty = iol’v‘go , ¥ la final (cuando Uy = 2Up) estéd dada por,

2Up, Vo
Tf =T2Uy, Vo, Ny) = N =2Tp.

5 =
0
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De manera que,

A(B)=LL_po
T Ty Tp
_Pr_po
2Ty Ty
aN?
= ——201n2.
14

De donde la presion final, queda dada por,

2 2T aN021 2
= — ——1In
pr Po 0 V02
2Uy
=2pg— —1In2.
Po Vo
PROBLEMA 4

Las ecuaciones de estado para radiacion electromagnética en una cavidad cuyas paredes se
mantienen en equilibrio a una temperatura T, estan dadas por,

U

U=bvT! =—,
yp 3V

donde b es una constante. Encuentre la relacion fundamental S = S(U, V).

Solucién. De la ley de Stefan-Boltzmann despejamos 1/ T, entonces,

1 pllayl/4
T  yv4s’
de donde se sigue que,
p  plAyliy Ay
T Uliasy 3V1/3/4

Sustituyendo estas ecuaciones en la relacion de Euler de la entropia, tenemos,

1
S(U,V) = ?(U,V,N) U+ ?(U, V,N)V
bl/4vl/4 bl/4U3/4
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4.2. Representacion de la Energia Interna (U (S, V, N))

De acuerdo a la primera ley de la termodindmica, para un sistema simple de un sélo

componente, la energia interna estd dada por,

dU = TdS - pdV + udN. 4.7)
De esta ecuacion podemos observar que U = U(S, V, N), lo que a su vez implica que,

ou ou ou

dU=|— dS+|— dV+|— dN. 4.8
(aS)V,N +(0V)S,N +(6N)v,s @9

Al comparar las ecuaciones 4.7 y 4.8, obtenemos las ecuaciones de estado en la represen-
tacion de la energia libre (U(S, V, N)); es decir,

TS, V,N)= (O—U) (4.9a)
»y Vy - OS VN .
ou
p(S,V,N) = - (W)s,N (4.9b)
(S VN)—(O—U) (4.9¢)
S FTY v,s '

Dado que U (S, V, N) es una funcién de estado, su diferencial es exacta, de manera que la
derivadas cruzadas son iguales. Esto nos permite obtener las siguiente relaciones de Maxwell

en la representacion de la energia interna,

02U 0%U oT op

_ - 2L N (4.10a)
oVoS A0SOV oV )sn 0S )y N
02U 0%U ] 0

):( ):> (_“) :_(_p) (4.10b)
OVON ONOV oV )sn ON)ys
as) = (3w = (55, = (55

= = | — =|— (4.10¢)
ONAS 0SON ON)sy \0S)yn

Es fécil obtener U(S, V, N) a partir de S(U, V, N), basta con despejar una de la otra —como
puede observarse de las ecuaciones 4.1 y 4.7— y al igual que en el caso de la representacion
de la entropia, U(S, V, N) es una funcién continuamente diferenciable, monétona creciente

de S y homogénea de primer orden en sus variables extensivas. Las ecuaciones de estado, por
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su parte, son homogéneas de orden cero en las variables extensivas; es decir, son funciones
intensivas.

Aligual que en el caso de la Entropia, usamos la propiedad de homogeneidad, AU(S, V, N) =
U(AS, AV, AN), para obtener la Relacion de Euler de la Energia Interna. Al derivar ambos

lados de esta ecuacion respecto de A, se obtiene que,

o 0= (35 L) 3o () (550 20
T 0AS v\ dA OAV Jisan | dA OAN J s\ dA

_(oU oU oU

N.

Tomando A = 1y usando las Ecs. 4.9, obtenemos la relacién de Euler correspondiente,

UGS V,N)=T(S,V,N)S—p(S,V,N) V+pu(S,V,N) N.

PROBLEMA 5

Para un gas monoatémico ideal, la relacién fundamental en la representacion de la

R

donde sy, Uy, Vo y Ny son constantes. Obtener U(S, V, N) y sus ecuaciones de estado.

entropia estd dada por:

S(U, V,N) :NSO+N]CBII’1

)

Verifique que las ecuaciones de estado sean funciones intensivas.

Solucién. Para obtener el potencial termodindmico U(S, V, N), simplemente lo despe-
jamos del S(U, V, N), pues esto nos permite pasar de unas variables a otras sin pérdida de

informacién. Entonces, tenemos que,

U(S V)= U (V)—2/3(N)5/3e Z(S—NS())
y Vo = e e X P
A No Pl 3Nks

Las ecuaciones de estado corresponden a las derivadas del potencial termodindamico U (S, V, N)

respecto de cada una de sus variables; es decir,
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s (%) < 2 (V] g [25 N
aS)yn 3Nkg\Vp No 3Nkg
_2u
" 3Nkg’
P(S,V,N):—(a—U) 2 (VR (ﬂ)slgex [—Z(S_NSO)
oV)sn 3 |23 ) Ng 3Nkp
_ NkgT
==
oU 5Up (V7?3 N2/3 2(S— Nsp)
N(S’V’N):(ﬁ)v,s:T(vo) (Ng/g)e [ 3Nkp
_5U
=

Para verificar que las ecuaciones de estado sean funciones intensivas, basta con demostrar

que son homogéneas de orden cero. Sea A € R, entonces para 7(S, V, N), tenemos,

20U
3ANkg
2U
=20
3Nkg
=A%T(S,V,N) = T(S,V,N).

T(AS,AV,AN) =

por lo tanto, T'(S, V, N) no depende del tamafo del sistema, es decir, es una funcién intensiva.

PROBLEMA 6

El estado de equilibrio de un gas cuyas moléculas son esféricas y pueden atraerse entre si,

puede modelarse por medio de la ecuacion de Van der Waals, la cual estd dada por:

_ NkgT aN?
P=V Ny~ V2

donde a y b son constantes, la primera depende de qué tan atractivo sea el potencial de

interaccion molecular y la segunda esta asociada al voliimen de las moléculas que constituyen

el gas.
Encuentre la temperatura final de un gas de Van der Waals que se expande adiabética-

mente hasta duplicar su volumen. Suponga que Cy = %N kg y que las condiciones iniciales

Page 41 of 61



Martinez-Gonzalez Departamento de Fisica, UASLP

estan dadas por Ty, Vo, y que N se mantiene constante.

Solucién. Nos preguntan por T cuando V cambia, con la restricciéon de que Sy N se man-
tengan fijas; es decir, las variables independientes son S, V' y N. De manera que necesitamos
determinar T'(S, V, N), la cual, es una de las ecuaciones de estado en la representacion de la
energia interna (ver Ec. 4.9a). En esta representacion, la presién también es una ecuacion de
estado, p(S,V, N), misma que se relaciona con 7'(S, V, N) por medio de la ecuacién de Van
der Waals.

En la representacion de la energia interna, la relacion de Maxwell dada por Ec. 4.21a nos
dice que, los cambios de temperatura con respecto a cambios en el volumen durante un
proceso adiabdtico (a S constante), son proporcionales a los cambios de presion respecto a

cambios en la entropia durante un proceso isocorico; es decir,

(57).., (%)
oV)sy \0S)vn

[0 (NkgT —aN?
_[ﬁ(V—Nb_W)
_ NkB oT
_V—Nb(ﬁ)wv

_ NkgT

- (V=Nb)Cy’

V,N

Separando variables e integrando, tenemos que para un proceso a N y S constantes,
oo (9T _ f dv
VI~ Bl vV_Nb
CyInT =—-NkgIn(V-Nb) +f(S)
T32(V = Nb) = g(9),

donde g(S, N) = exp[f (S, N)]. N6tese que la constante de integracion es, estrictamente, una
funcién de Sy N; dicha funcién es, por supuesto, constante durante un proceso adiabético

con N fijo. Finalmente, del resultado anterior tenemos que,

Ty'? (Vo — Nb) = T (Vy — Nb),

3En un proceso adiabético S se mantiene constante, pues 5Q = TdS y si §Q = 0 entonces dS = 0.
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y como Vf = 2Vp, entonces,

4.3. Representacion delaEnergiaLibre de Helmholtz (F(T,V, N))

Dada S = S(U, V, N) podemos despejar la energia interna para obtener U = U(S, V, N),
y viceversa, de esta manera podemos pasar de una representacion a la otra sin pérdida de
informacién. Supongamos, ahora, que deseamos obtener un potencial termodindmico cuyas
variables sean mds acordes a lo que podemos medir y controlar en el laboratorio; digamos
que queremos obtener una representacion donde las variables independientes sean T, V'y
N.

A partir de U(S, V, N) podemos construir una funcién, F(T,V, N); para llegar a esta re-
presentacion se requiere cambiar S por T. La manera de hacerlo, es por medio de una
Transformacién de Legendre, la cual permite conservar toda la informacion termodindmica

del sistema. En este caso, dicha transformacién esta dada por,

F=U-TS, (4.12)
de donde se sigue que,
dF =dU -d(TS)
=TdS-pdV +udN—-TdS-SdT (4.13)

=—SdT - pdV + udN.

Como puede apreciarse, F depende de T, V' y N. Ala funcién F = F(T, V, N) se le conoce

como Energia Libre de Helmholtz. La forma funcional de F implica que,

dF:(a—F) dT+(0—F) dV+(a—F) dn. (4.14)
GT V,N OV T,N ON V,T

Al igual que en las representaciones de la entroia y la energia interna, en la representacion
de la energia libre de Helmholtz, las ecuaciones de estado estdn dadas por las derivadas de F

respecto de cada una de sus variables. Al comparar las ecuaciones 4.13 y 4.14 tenemos,
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S(T,V,N) =— (a—F) (4.15a)
GT V,N
p(T,V,N) = — (a—F) (4.15b)
GV T,N
w(T,V,N) = (O—F) (4.15¢)
GN V,T

dF es exacta, de manera que sus parciales cruzadas son iguales, lo que nos lleva a las

siguientes relaciones de Maxwell,

0°F ) ( 0%F ) (05) (ap)

_ [9%) _(° (4.16a)
ovaT) \aTov oV)rn \0T)yn

2 2

o)), e
ovoN) \onov)  \ov)ry  (oN)yr
ot~ aza) = (53, =(55)

= =>|— =—|=— (4.16¢)
ONOT) \dTON oN)rv \oT)yn

Cabe mencionar que F es también una funcién homogénea de primer orden en sus
variables extensivas, mientras que las ecuaciones de estado p(T,V,N) y u(T,V, N) son ho-
mogéneas de orden cero. Al igual que en el caso de las otras representaciones, derivamos
AF(T,V,N) = F(T,AV,AN) respecto de A para encontrar la Relacién de Euler de la Energia
Libre de Helmholtz. Entonces,

F(T, V,N):(a_F) (d_T)+("_F) (dW)Jr( OF ) (dw)
0T )y an\dA OAV ) ran\ dA OAN )\ dA
SECRAL
AV ) ran . \OAN ) vr

Tomando A =1y usando las Ecs. 4.9, obtenemos la relacion de Euler correspondiente,

(4.17)

F(T,V,N)==p(T,V,N) V+ u(T,V,N) N.

Que coincide con, F=U—-TS =(TS—-PV + uN) - TS, si usamos la relacion de Euler de la

energia interna.

PROBLEMA 7
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Para un gas ideal, el potencial termodindmico de la energia interna, estd dada por:

U(S VN) U (V)—Z/s(N)S/?)e Z(S_NS())
»y Vy = e ~ X a1 |-
v No 3Nkg

Encontrar la energia libre de Helmholtz y verificar que sea homogénea de primer orden

en sus variables extensivas.

Solucién. Del PROBLEMA 4 tenemos que T'(S,V,N) = %, lo que permite escribir,

U(T,V,N) = %NkB T, asi como, Uy = U(Ty, Vy, Ng) = %NOkB To . Con esta forma de T, la entro-
pia del gas ideal dada en el PROBLEMA 4, pasa a ser,

()
To VWI\NJ|’
De manera que F(T,V,N) =U(T,V,N) - TS(T,V, N); es decir,

o) () (28] -

&) ()R]

S(T,V,N) = Nsy+ Nkgln

3
F(T,V,N) = ENkBT—NkBln

Para 1 € R, se tiene que,

3
F(T,AV,AN) = E/lNkBT— ANkgIn

= AF(T,V,N).

Por lo tanto, F es una funcién homogénea de primer orden en sus variables extensivas.

PROBLEMA 8
Muestre que,
(OU) _Tp
OV T,N B KT p

;Cudnto vale esta derivada para un gas ideal y para un gas de Van der Waals?

Solucién. Partimos de la primera ley de la termodindmica,

dU =TdS - pdV + udN.
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Derivando respecto de V en un proceso a T, y N constantes, tenemos,

I T I R g
oV)rn oV)rn oV)rn ovV)rn
:T(ﬁ) - p.
oV)rn

Las variables independientes que aparecen en las derivadas son N, V'y T, es decir, son
aquellas de la representacion de la energia libre de Helmholtz, de donde podemos usar la
as

relacion de Maxwell 4.16a para obtener (a_v) , tenemos,
TN

é \ 1 ,IV E 1 [/,N .

(57, l57). L (5p), =
0T )Jyn\OV )y, Nn\Op )1 N ,

asi como las definiciones del coeficiente de expansion volumétrica, 3, y de la compresibilidad

isotérmica, x 7, dadas por,

podemos reescribir,
(G_P) _b

OT V,N_ KT'

Por lo tanto,
(OU) B Tp B
OV T,N_ KT p

Para un gas ideal, p = NkgT/V, de donde se obtiene, f = 1/T y x = 1/p. Finalmente,

(g—g) NP P= 0; por lo tanto, U no depende del volumen. Se deja al lector, el caso del gas

de Van der Waals.

4.4. Representacion de la Entalpia (H(S, p, N))

La entalpia, H, es el potencial termodindmico que se obtiene a partir de la tranformacién

de Legendre dada por,
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H=U+pV. (4.18)

De esta relacion se obtiene que,

dH=dU+d(pV)
=TdS—-pdV +pudN + pdV + Vdp (4.19)
=TdS-Vdp+ udN,

donde puede apreciarse que H = H(S, p, N). Las derivadas de la entalpia proporcionan las
ecuaciones de estado en la representacion donde las variables independientes son S, py N,

las cuales son,

0H

TS, p,N)=|— (4.20a)
0S )y N
0H

VS, p,N)=|— (4.20b)
opJsn
0H

uS,p,N) =z (4.20c)
ON

p.S

dH es exacta, de manera que sus parciales cruzadas son iguales, lo que nos lleva a las

siguientes relaciones de Maxwell,

o) -(de) = 30), -
opds) \aSap oplsn \0S),n '
)~ o) = (55),. = (5%)

= >|=| =|=— (4.21b)
0pON ONOp oplsn \ON/,s
s~ lason) = (5, (55

= =>—| =[= (4.21¢)
oONoS| \0SoN ONJs, \0S),n

H es una funcién homogénea de primer orden en sus variables extensivas, sus ecuaciones
de estado T y u, son funciones intensivas — que equivale a decir que son homogéneas de
orden cero en las variables extensivas.

Consideremos un fluido contenido en un recipiente (IN = cte). Si a este sistema le aplica-
mos un proceso isocérico, de la primera ley obtenemos que dU = § Q; entonces, el cambio en

la energia interna durante un proceso isocdrico es igual al calor absorbido o emitido por el
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sistema durante dicho proceso. De manera que,

("_U) :(5_‘3) —Cy. (4.22)
oT V,N dT V,N

Por otra parte, si efectuamos un proceso isobdrico, entonces, de la forma diferencial de la
entalpia, Ec. 4.19, tenemos d H = § Q; entonces, el cambio en la entalpia durante un proceso
isobdrico es igual al calor absorbido o emitido por el sistema durante dicho proceso. En este

Ccaso,

(3,39,
oT p,N_ dT ,,,N_ a '

PROBLEMA 9

Para un gas ideal, el potencial termodindmico de la energia interna, estd dada por:

U(S VN) U (V)—Z/?)(N)S/?)e [Z(S—NSO)
V,N)=Uo|— —| exp|—Q—
A No 3Nkg

Encontrar la entalpia y verificar que sea homogénea de primer orden en sus variables

extensivas.

Solucién. Del PROBLEMA 5, tenemos que p = N ’ifT yT= %, esto permite escribir

V= %—g. De manera que,

U -2/3 N 5/3 2(S— N
o[22 () e 2528
pU() Ny 3NkB

Po

-2/5 _
= U(S,p,N):Uo(;) ) plw.

— | ex
No 5Nkg

Y como pV =2U/3, entonces,

2 5
H(S,P,]V) =U+ pV: U(S)pyN) + gU(S)pyN) = gU(S;p;IV);
por lo tanto,

H(S,p,N)==-Uy|—
(S,p,N) 3 O(Po)

La cual cumple con la propiedad de homogeneidad de primer orden en las variables

ﬂ)ex [2(5—1\730)
No) P | 5Nkg

extensivas; es decir, para A € R, tenemos que, H(AS, p, AN) = AH(S, p, N).
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PROBLEMA 10

Demuestre que,

(27 =<(-)

W TN K

;Cudnto vale esta derivada para un gas ideal y para un gas de Van der Waals?
Solucién. Partimos de la forma diferencial de la entalpia,

dH=TdS+ Vdp+ udN.

Derivando respecto de V en un proceso a T, y N constantes, tenemos,

(5] av) v G, ()
oV )en \aV)en \av)en Flav) ey
0
:T(_P) 1
oT V,N KT
1
=—|\Tf-1).
—(1p-1)
Para un gasideal § = 1/T, de manera que en este caso (%I)TN:O. El caso de un fluido

de Van der Waals se deja al lector.

PROBLEMA 11

Considere un gas ideal, muestre que para un proceso isobdrico con N constante,

5 5
H= ENkBT y, porlotanto, Cj, = ENkB
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Solucién. Dado que C), = (%{) N al considerar H(S, p, N) del PROBLEMA 9, tenemos,
p,

2/5 _Ns
2 (55, (2)"7 () 5
0T \3 Po N() pN
2/5 N
o) (5) 7 v (57)
po N() 5NkB 6T p.N
2/5 _Ns
] () 5 ) ()
Po N() 5NkB T

( 2Cy )
- H i
5NkgT

de donde se sigue que
2H

l=——,
5NkpT

por lo tanto,

5 5
H= szBT =4 CPZENkB'

4.5. Ejercicios Propuestos

1. Compruebe que las ecuaciones de estado T = T'(S, p, N), u = (S, V, N) son intensivas,

mientras que V = V (S, p, N) es extensiva.
2. Demuestre que,

(OF

— =pVKr
OP)ﬂN

3. La energia libre de Gibbs, G, es un potencial termodindmico en la representacion
donde las variables independientes son T, p y N. Encuentre la transformacion de
Legendre que debe hacerse a la energia interna para obtener G = G(T, p, N), obtenga

las ecuaciones de estado correspondientes.

4. Demuestre que,
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(OG) o
oV)rn K1

5. Considere una barra para la cual la primera ley es de la forma,

dU =dS+7dL,

donde 7 es la tension y L es la longitud de la barra. Encuentre las ecuaciones de estado

en la representacion de la energia libre de Helmholtz, F(T, L).

6. Para un sé6lido magnético se tiene que,

dU =TdS+#d.4,

Encuentre la entalpia, H(S, /) y sus ecuaciones de estado.

7. Suponga que un sistema magnético satisface la ecuacién de Curie 4 = c#/ T, donde

A esla magnetizacion, A es la intensidad del campo magnético y ¢ es una constante.

(OH) 1l
oM T_ C

Muestre que para la entalpia,

8. Para un medio dieléctrico se tiene que,

dU=TdS+&d2,

donde £ es la polarizacion y & es la intensidad del campo eléctrico externo. Encuentre

la energia libre de Gibbs y sus ecuaciones de estado.

9. Para un medio dieléctrico se tiene que,

=% e,
T

donde £ es la polarizacion, & es la intensidad del campo eléctrico externo y a, b son
constantes que dependen del material. Encuentre el calor absorbido por el sistema

durante un proceso a & constante, en el cual la temperatura aumenta al doble.
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10. Para un sistema de N osciladores armonicos clésicos e indistinguibles, la energia libre

de Helmholtz esta dada por,
F=Nk Tln( o )
- B kB T )
donde w es la frecuencia de los osciladores y £ es la constante de Plank. Encuentre las

ecuaciones de estado, y muestre que U = NkpT.
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Capitulo 5
Cambios de Entropia

Objetivos

1. Expresar los cambios infinitesimales de la entropia en funcion de las variables inde-

pendientes.

2. Usar las formas diferenciales apropiadas de la entropia para obtener relaciones entre

los parametros §, k7, Cy y Cp,.

3. Obtener resultados andlogos a los referidos en el punto anterior, para otro tipo de

sistemas, como sistemas magnéticos, cuerdas elédsticas y medios dieléctricos.

4. Obtener cambios de entropia en diferentes procesos quasiestaticos reversibles.
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5.1. Cambio de Entropia para S(V,T), S(p, T) y S(V, p)

En termodindmica cldsica lo que se determina son cambios en la entropia y no la entropia
por si sola. Como vimos en el Capitulo 3, el cambio de entropia, AS, en un proceso reversible

estd dado por,

_ Qrev
AS—[ T (5.1)

donde Qey es el calor transferido/cedido durante el proceso. En la practica los procesos
son irreversibles, afortunadamente la entropia es una funcién de estado; es decir, el valor de
AS depende tinicamente de los estados de equilibrio iniciales y finales, y no de la trayectoria
que los une. Por lo tanto, para determinar el cambio de entropia de un proceso irreversible,
basta con tener los estados inicial y final, encontrar un proceso reversible que los conecte
y usar la ecuacion 5.1, de ahi la importancia de estudiar diversas maneras de encontrar
cambios de entropia de procesos reversibles.

En procesos infinitesimales y reversibles, la forma funcional de la entropia, vista como
una ecuacion de estado es de gran utilidad. Supongamos que las variables independientes

son V'y T, porlo tanto, S = S(V, T), entonces’,

0S 0S
ds= (—) dT + (—) dv. (5.2)
oT |y ov)r
De las relaciones de Maxwell en la representacion (N, V, T) (energia libre de Helmholtz),

se sabe que (g—g) ;= (g_?)v' Por otro lado, de la ecuacién 5.1 se tiene que 6Q = T'dS, y dado

que la capacidad caolrifica en un proceso a V constante estd dada por, Cy = (g—?) ,= T (g—?) v

entonces, la ecuacién anterior toma la forma?,

Cy (ap) Cv i
T/,

dS=—dT+ dV=—dT+—dV. (5.3)
T T KT

Lo cual proporciona una manera de determinar los cambios de entropia en términos de
parametros que dependen de las propiedades del sistema, mismos que pueden determinarse
experimentalmente, tales como, Cy, By k7. Lo anterior, nos recuerda el caso en que escribia-
mos las formas diferenciales de las ecuaciones de estado en términos de susceptibilidades,

calores especificos, m6dulos de elasticidad, etc.

!Para los propésitos de este documento, se trabaja con sistemas simples, homogéneos y, en la mayoria de los

casos, se consideran dos o tres variables independientes para facilitar los calculos.

. . RO a
2Se usan las definiciones 8 = % (%)p VKT =— % (g—‘;) > asicomo larelacién ciclica para obtener (ﬁ) v
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PROBLEMA' 1

Use la ecuacion 5.3 para determinar el cambio de entropia del PROBLEMA 2 del Capitulo

Solucién. Como la temperatura es constante, la ecuacion 5.3 se reduce a,

dSzﬁdV
KT

Para el gasideal, f =1/T y x = 1/ p,estos se obtienen a partir de la ecuaciéon PV = nRT. Por
lo tanto,

2V0 2V() R
AS:f EdV:f R4V = nRIn2.
v V

Supongamos, ahora, S = S(T, P). Entonces,

ds = (O_S) dT +
oT /),

0S
—) dp. (5.4)
oplr

La primera derivada puede identificarse como C,/T, y para el otro término usamos la

relacion de Maxwell correspondiente, en este caso, obtenida a partir de la representacionéon
(N, p, T) (de la energia libre de Gibbs); es decir, (g—i) o (g—‘;) = —[V. De manera que,
p
Cp
ds = TdT—ﬁVdp. (5.5)

En cuanto a S = S(p, V), procediendo de la misma manera, se tiene,

0S 0S

ds = (a—v)pdv+($)vdp. (5.6)

En este caso, no contamos con potenciales termodindmicos que sean funciénde py V,
las cuales son variables canénicas conjugadas; por lo tanto, no hay relaciones de Maxwell
para las derivadas parciales en Ec. 5.6. Usar relaciones ciclicas tampoco es conveniente. Sin

embargo, podemos usar las siguientes propiedades:
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av), ~(or), v, = 7 v
av), \er),\av), T pv’

5.7
(08) _(68) (OT) _Cyxr 6.7
op)y \oT)y\dp), T B’
Con base en lo anterior, la Ec. 5.6 puede escribirse como,
C C
ds=—2_av + YT 4p. (5.8)
TRV TS

Las ecuaciones 5.3, 5.5 y 5.8, son de gran utilidad para encontrar los cambios de entropia
en procesos cuasiestdticos (infinitesimales) y reversibles entre dos estados de equilibrio;
en cada caso, se consideraron fluidos donde las variables independientes fueron V y T,
py T, obien, py V. Siconsideramos, ahora, otros sistemas termodindmicos, podemos
proceder de manera similar para obtener los cambios de entropia; procurando, en cada
caso, escribir las formas diferenciales en términos de variables de estado y pardmetros que
pueden determinarse experimentalmente. Cabe mencionar, que las formas diferenciales de
la entropia resultan de gran utilidad para estudiar procesos adiabéticos, pues en esos casos

6Q = TdS = 0; asi como para obtener varias identidades de gran utilidad.

PROBLEMA 2

Obtener el cambio de entropia de un gas de esferas duras cuya presion aumenta al doble

NkgT
V-b

durante un proceso isocorico. La ecuacion de estado para este gas es p = ,donde b es

una constante. ;Cudnto vale la temperatura final?

Solucién. El problema sugiere que considerémos a p y V como variables independientes,
de manera que los cambios de entropia pueden obtenerse a partir de la Ec. 5.8. Dado que, a

partir de la ecuacion de estado para este gas se obtiene,

V-b V-b
ﬂ: TV y KT = y
pV
la Ec. 5.8 toma la siguiente forma,
C C
dS=—2—dv + —Zdp.
V-b p
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Para un proceso isocérico dV = 0; por lo tanto,

2P0 C
AS = —Vdp.
po P

Al igual que para un gas ideal, tenemos que Cy =cte. Por lo tanto,
AS = CV In2

Finalmente, de la ecuacion de estado del gas de esferas duras, vemos que si la presion au-

menta al doble, manteniendo el volumen constante, entonces la temperatura final también
2po(V-D)

serd el doble de la inicial, i.e., T = T
B

PROBLEMA 3

Para un sistema magnético, obtener las formas diferenciales para S(A, T), S(4,T) y
S(A, #). Donde # es la intensidad del campo magnético externo, .#, es la magnetizacién
y T la temperatura. En cada caso, exprese los resultados en términos de los pardmetros

siguientes:

(55, o= (57) e 1(57), cx=1(57)
XT = P2 Tr S — oT Jf) M — M’ SO — oT (]LO.

Solucion. Sea S = S(/2, T), entonces,

d d o
dS:(—S) dT+(—S) d%:c—”dﬂ(—) a7 = 4T + apd e

Donde se us6 la relacion de Maxwell, (53755) ;= (a—“?)ﬂ), la cual se obtiene en la represen-

tacion de la energia libre de Gibbs (G = G(T, A)).

Sea S=S(4, T), entonces,

Cu —(aif) dt =S4+ .
oT M T XT
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Donde se us6 la relacion de Maxwell, (aa_jz) =— (%—"—f) , 1a cual se obtiene en la represen-
T M

tacion de la energia libre de Helmholtz (F = F(T,.#4)); también, se us6 la relacion ciclica

(5F) . 32) . (3%), = 2

Sea S = S(, A), entonces,

F) F) 0 oT 0 oT

dS:(—S) Mm(—s) (w:(—s) (—) Mz+(—s) (—) 4
0.4 ) 4 0.7 , oT ) o \ot ) oT) 4\o7) ,

= S gy AT
Ta g Taz

PROBLEMA 4

Considere un gas ideal. Demuestre que para un proceso adiabdtico reversible PV = cte,
donde y = Cp/Cy.

Solucidn. La ecuacién PVY = cte, junto con el hecho de que en un proceso adiabatico

dS =0, sugiere que consideremos la ecuacion 5.8, a partir de la cual se obtiene,

C C
Tds=—-Lav+ L4, =,
pv p
de donde,
Cp 1dV— x7d
CoV =-—-Krdp.

Para un gas ideal, k7 = 1/ p, entonces, de la ecuacion anterior tenemos,
L dv L dp = InV?Y Inp+
—dV =—— nV’=-In c1,
Y v D p p+ta
donde c; es una constante de integracién. Finalmente, lo anterior implica que,

1
InVv” :ln; +c .. pVl=co.

Claramente, ¢, = exp(c;) = cte.
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PROBLEMA 5

Un material magnético obedece la ecuacion de Curie 4 = ¢/ T, donde c es una cons-

tante que depende del material. Muestre que para un proceso adiabatico se tiene,

T
dr = <

= d”2
CnpT

Solucion. De esta ecuacion, identificamos a T'y # como variables independientes. Para
un proceso adiabdtico tenemos TdS = 0, en este caso, con S(A#, T). De la primera parte del
PROBLEMA 3, tenemos,

TdS=CydT + Ta zdA =0.

Para un sélido que obedece la ecuacién de Curie,

d2.

(L%) cH cAH
—_— =——— . dT
oT

> T? CrnT

5.2. Ejercicios Propuestos

1. Obtenga los cambios infinitesimales de la entropia, para una barra cuyas variables son
la tension, 7, lalongitud, Ly la temperatura 7. Considere los casos donde S(z, L), S(z, T)
y S(L, T). Escriba sus resultados en términos de las variables de estado, las capacidades

calorificas Cy y Cy, el coeficiente de dilatacion lineal, a = % (%) , y el mddulo de Young,
T

_L(a
V=% (ﬁ) T
2. En el espacio 7 vs. L, dibuje y describa un ciclo de Carnot operando en una banda
elastica ideal, donde U = U(T) y la ecuacion de estado estd dada por 7 = kT (L — Ly).

Necesitara dibujar isotermas y adiabdtas, ya cuenta con la ecuacion para dibujar unas,

encuentre la ecuacién para dibujar las otras.

3. Para un medio dieléctrico se tiene una ecuacién de estado dada por®:

b
P = (a+—)é?,
T

3Garcia Colin, 2008.
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donde £ es la polrizacion, & es la intensidad del campo eléctrico, a y b son constantes.
Obtenga: (a) El calor transferido por el sistema cuando el campo cambia de & a &>,
durante un proceso reversible e isotérmico; (b) El cambio en la temperatura si, en vez

del proceso isotérmico, se tiene uno adiabatico.

4. Demuestre que para un fluido:

Cpkr—x5)=TVp* «r(Cp—Cy)=TVp
5. Demuestre que para un sistema magnético:

Cra(Xr—xs)= Tazjf, X1 (Cr—Cy) = Tazjf
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