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INTRODUCCION

El presente material didactico pretende ser una ayuda para los alumnos en el estudio
de algunos contenidos que se abordan en el curso de Célculo Diferencial que se imparte en
la Licenciatura en Matematica Educativa (LME). EI material se apoya en dos técnicas de
representacion del conocimiento, la técnica del Mapa Conceptual (MC), que permite
representar de manera jerarquica y ordenada los conceptos matematicos, y la técnica del
Mapa Conceptual Hibrido (MCH), que permite representar la organizacion de los distintos
objetos matematicos (lenguaje, conceptos, propiedades, procedimiento y argumentos) que
participan en la resolucion de un problema matematico.

El empleo de las técnicas del MC y del MCH tiene como objetivo proporcionar un
recurso distinto a los que se manejan de manera tradicional en los cursos de Calculo.
Mediante las técnicas también se pretende familiarizar a los estudiantes de la LME en la
interpretacion y el manejo del MC y del MCH con objeto de que los puedan aplicar en su
practica docente en la ensefianza de las matematicas en el nivel medio superior y superior.

Algunos problemas que se presentan en este material han sido estudiados por algunos
profesores que han impartido la asignatura de Calculo en la LME, los cuales han sido
recuperados a partir de las notas de clase de algunos alumnos. Otros problemas que se
consideran en el material han sido seleccionados de algunos libros de texto y han sido
considerados generales o representativos de cierto conjunto de problemas, de tal manera que
sus resoluciones representadas mediante el MCH pudiesen funcionar como guias para
aquellos alumnos que deseen ejercitarse a través de la resolucién de otros problemas
similares. En algunas secciones se incluyen ejercicios para poner en practica los
conocimientos adquiridos.

Cada MCH que se presenta brinda las herramientas necesarias para comprender cOmo
se organizan los conceptos, las propiedades, el procedimiento y los argumentos empleados
en la resolucion de cada problema. Cabe destacar que el MCH también muestra los
conocimientos previos que se requieren utilizar para la resolucién de los problemas.

El material se divide en cuatro capitulos, los cuales buscan coadyuvar a la realizacion
de los objetivos del curso, es decir, lograr que el alumno sea capaz de utilizar los conceptos

basicos del Calculo Diferencial en el planteamiento, razonamiento y solucién de problemas



de matematicas, fisica e ingenieria. En el capitulo 1 se describen las técnicas del MC y del
MCH. Se describe la interpretacion del MCH desde una teoria de la Matematica Educativa,
el Enfoque Ontosemidtico (Godino, Batanero y Font, 2007) y también se explica cdmo
elaborar dichos esquemas.

En el capitulo 2 se aborda el tema de las funciones, la gréfica, el dominio, el rango,
las desigualdades y operaciones con las funciones. En el capitulo 3 se estudia el tema de la
derivada, las reglas de derivacion, la diferenciacion implicita, asi como las derivadas de las
funciones trigonomeétricas, logaritmicas y de sus inversas.

En el capitulo 4 se presentan algunas aplicaciones de la derivada a través de la
resolucion de problemas que involucran situaciones fisicas, geométricas y de optimizacion,

y también se abordan las derivadas que implican el uso de las reglas de L hopital.



Capitulo 1
DOS TECNICAS DE REPRESENTACION

Obijetivo: Conocer las técnicas del Mapa Conceptual y del Mapa Conceptual Hibrido para describir la
resolucidn de problemas matematicos.

1.1 Introduccion

1.2 El Mapa Conceptual

1.3 El Mapa Conceptual Hibrido

1.4 Interpretacion del Mapa Conceptual Hibrido desde el Enfoque Ontosemi6tico de la Matemaética
Educativa

1.5 Elaboracién de un Mapa Conceptual Hibrido

1.1 INTRODUCCION

En este capitulo se describen las técnicas del Mapa Conceptual (MC) y el Mapa
Conceptual Hibrido (MCH) que permiten representar la organizacion conceptual del
contenido de Célculo, para el caso del MC, y los procesos de resolucion de los problemas,
para el caso del MCH. Se presenta la interpretacion del MCH desde una teoria de la
Matematica Educativa, el Enfoque Ontosemiotico (EOS) y también se explica la manera en
que el MCH puede ser elaborado. Mediante este capitulo se pretende familiarizar al lector
con la técnica del MCH y con la elaboracion de estos esquemas para el aprendizaje o la
ensefianza de contenidos matematicos, en particular de Calculo diferencial.

1.2 EL MAPA CONCEPTUAL

El MC es una técnica de representacion util para ayudar al aprendizaje de teoria
cientificas, para la comunicacion de conocimiento cientifico, como técnica de ensefianza,
para organizar la informacion, entre otras aplicaciones.

En su aspecto visual, el MC se parece a otras formas de representacion grafica tales
como las redes semanticas, los mapas mentales, los cuadros sindpticos, los diagramas de
flujo, entre otras, sin embargo, existen importantes diferencias entre el MC y dichas técnicas,
una de ellas es la teoria cognitiva y educativa que la sustenta al MC (Aguilar, 2006), a saber,
la Teoria del Aprendizaje Significativo.

La tesis principal de la Teoria del Aprendizaje Significativo sefiala que el
conocimiento nuevo debe relacionarse de una manera no arbitraria o significativa con lo que
el estudiante ya sabe y, en el caso de que la relacion sea arbitraria, el alumno solo memorizara
o archivara en su memoria el conocimiento nuevo sin dotarlo de significado. La relacion

significativa entre el conocimiento nuevo y el conocimiento que ya posee el estudiante se



manifiesta a través de las conexiones jerarquicas de los conceptos. Sin embargo, es posible
elaborar un MC con un total desconocimiento de la teoria de aprendizaje que lo sustenta,
pues el proceso de elaboracion es muy intuitivo.

El MC presenta una red de conceptos ordenados de manera jerarquica en donde los
conceptos mas generales ocupan los lugares superiores y al descender por la red se
encuentran conceptos cada vez menos generales 0 méas especificos. EI MC puede ser
elaborado a partir de un texto, a partir de las notas de clase, es empleado para representar los
conocimientos de las personas respecto a cierto tema y también para representar
conocimientos y teorias (Aguilar 2006).

Una manera de entender qué es un MC, los elementos que lo conforman y la manera
en que se realiza su lectura es a través de un ejemplo, en la figura 1 se presenta un MC de los
numeros reales. Los conceptos se presentan en recuadros y numerados para facilitar su
descripcion, ademas, los conceptos se encuentran unidos mediante palabras enlace, por
ejemplo, entre (11) y (12) se encuentra la palabra enlace “ejemplos”.

En la figura 1, el MC inicia en (1) el cual es el tema o foco que se describe a través
de la red de conceptos. Los conceptos (2) y (11) en la parte superior son mas generales que
los conceptos (6), (8) y (9) en la parte inferior y, también, (7) menos general que (6) pues son

ejemplos concretos.

(1)|Los NUMEROS REALESI
|

constituidos
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Figura 1. MC que describe los nimeros reales

La lectura del MC parte del concepto de mayor jerarquia y continda hacia abajo en la

direcciéon en la que indiquen las flechas. La lectura del MC produce proposiciones 0



enunciados. De esta manera, la ruta de lectura indicada por (2)-(3) se lee “los nimeros
racionales pueden ser nimeros no enteros”. Otra ruta de lectura puede ser (5)-(6)-(7) que se
lee “niimeros enteros pueden ser enteros negativos, por ejemplo -9,-2,-1”. En general, existen
multiples rutas de lectura en un MC.

En la clase de célculo, el MC puede presentarse en plenaria como organizador de
conceptos, por ejemplo, en la figura 2 se presenta un MC que describe los tipos de funciones

el cual podria ayudar a los alumnos a lograr una mejor comprension de dicho contenido.

funciones

pueden ser

de tipo ‘/de tipo\‘
ey : ]
Wg [m [radical] [a trozos] exponencial [Iogaritmica J[trigonométicas)
expcr{r;ién expiisrada exp};;ada eje?r:::ﬂo EXp;iiada expcir;ién e ej‘emplo

general
f(x)=ax | | f(x)=log (x) f(x)=cos(x)

o h(x)=tan(x)
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f(x)=a,+a,x+
+a,X%+...+a,x"

X Si-oo<x<1

donde

f(x)=12 sil=<x<4 ‘*
0] a=*1
son

Figura 2. MC sobre tipos de funciones

Para un tema o foco especifico no existe un MC unico, pues se pueden obtener
diferentes MC segln lo que se desee mostrar, es decir, los conceptos que se integren al MC
tienen que ver con lo que el profesor desee presentar o estudiar con sus alumnos en clase. Por
ejemplo, en el MC de la figura 2, se prescindié del concepto de funcién inversa, de los
conceptos de dominio y rango de las funciones, también no se considerd si las funciones son
implicitas o explicitas, entre otros aspectos.

La elaboracién del MC, por un lado, le sirve de guia al profesor en la ensefianza de
las matematicas al iniciar el estudio de algin contenido matematico, ya que las
representaciones graficas e imagenes permiten a los alumnos tener acceso a los elementos
conceptuales del conocimiento matematico, lo cual genera una atmdsfera que propicia las

actividades mentales (Pérez, 2006). En Cafias y Novak (2009) se describe el procedimiento



para la elaboracion del MC, asi como algunas actividades para su elaboracion en distintos

niveles educativos.

Ejercicio. Elaborar un MC similar al de la figura 2 pero que describa a las distintas funciones

trigonométricas, incluyendo el periodo, dominio y rango de cada una.

1.3 EL MAPA CONCEPTUAL HIiBRIDO

El MCH es una técnica de representacion que resulta al combinar dos técnicas, el MC
y la técnica del Diagrama de Flujo. La combinacion de ambas técnicas permite tomar en
cuenta los aspectos conceptuales y procedimentales que participan en la resolucién de los
problemas matematicos.

En la figura 3 se presenta un ejemplo de un diagrama de flujo el cual describe el

proceso general de resolucion de una ecuacion cuadratica “ax? + bx + ¢ = 0”.

Inicio

1)

“@

Raices
imaginarias

X=Xy = =

Figura 3. Diagrama de flujo que representa el proceso de resolucion de una ecuacion cuadratica.

El proceso de la figura 3 admite la entrada de los valores o coeficientes “a”, “b” y
“c” en (1), los cuales pasan por un primer proceso en (2) que permite obtener el resultado

“D”. Este valor se somete a una toma de decisién en (3) para la realizacién de un segundo
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proceso, el cual sigue la ruta (4) en el caso de obtener “D = 0” y finalmente terminar el
proceso de resolucion de la ecuacion mediante (5)-(6), o bien, la ruta hacia (7) en el caso
contrario donde “D” puede ser positivo o negativo, lo cual lleva hacia (8) y luego a (5)-(6) o
hacia (9) y luego (6) respectivamente.

Como se observa en la figura 3, el diagrama de flujo emplea diversos simbolos que
denotan las etapas del proceso (datos de entrada, decision, procesamiento, finalizacion, entre
otros), sin embargo, a diferencia del MC, el Diagrama de Flujo prescinde de los aspectos
conceptuales o argumentativos asociados.

En la actividad matemaética no solo interesa el procesamiento o el tratamiento
matematico, sino que también interesa el manejo de conceptos, las propiedades y la
argumentacion, de tal manera que el Diagrama de Flujo describe parcialmente la actividad
matematica, de hecho, solo la componente algoritmica de la actividad matematica.

Por otro lado, como se ha visto en la seccion 1.2 el MC describe la organizacion
conceptual y, a través de las diferentes rutas de lectura, también permite mostrar
proposiciones que pueden ser tanto argumentos o propiedades de los conceptos, sin embargo,
el MC no permite describir el tratamiento matematico. En este sentido, se puede decir que
las técnicas del MC y del Diagrama de Flujo son incapaces de describir graficamente la
actividad matematica por si solas, sin embargo, su combinacion a través del MCH permite
integrar ambos dominios, el conceptual y el procedimental.

En la figura 4 se presenta el MCH que describe el sistema de practicas implicado en
la resolucidn del problema de calcular la derivada de una funcién cociente mediante la regla
general. Como puede observarse en la figura, el MCH no solo presenta el procedimiento
matematico, también muestra los conceptos, las propiedades y los argumentos que justifican
el procedimiento empleado.

ElI MCH de la figura 4 presenta en (1) el problema, en (A), (B), (C) y (D) las précticas,
entendidas como todo lo que se tiene que hacer para resolver el problema. En la practica A,
las rutas (A)-(1)-(2)-(3) y (4)-(5)-(6)-(8) representan los argumentos “sustituir incrementos

en la forma Ay en la funcion y” y “obtener nuevos valores de las funciones, es decir u + Au

que permite escribir y + Ay = %” respectivamente. Por otro lado, las rutas (9)-(10)-(11)-

(12) en la practica B y (13)-(14)-(15)-(16) en la préactica C representan los procedimientos



realizados. En relacion con este ultimo procedimiento, el argumento (15)-(16)-(17)-(18)

permite justificar la eliminacion del término “vAv” en (14).
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1
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1
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e CHEEL
‘_“  que permite
obtener el término
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B (an)(17)
considerando
Nehemias Moreno Martinez
(o) 18)

Figura 4. MCH horizontal que describe la derivada de una funcién compuesta.

El MCH se puede elaborar se manera horizontal o vertical, por ejemplo, el MCH de
la figura 4 es horizontal, ya que despliega las practicas horizontalmente de izquierda a
derecha.

Por otro lado, la figura 5 ilustra un MCH de tipo vertical, el cual describe el sistema
de practicas implicado en la resolucion del problema que consiste en encontrar la derivada
de una funcidn cuadratica mediante la regla general de cuatro pasos. Las practicas se
despliegan verticalmente, mientras que los conceptos, argumentos, propiedades y
procedimiento correspondientes a cada practica se despliegan hacia la derecha
horizontalmente. Ambos tipos de MCH, horizontal y vertical, son equivalentes y permiten
representar tanto aspectos conceptuales como procedimentales.

Por otra parte, en relacion con los aspectos técnicos de construccion del MCH, una
manera de elaborar el MCH puede ser a través del empleo del software CmapTools

(https://cmaptools.uptodown.com/windows). Sin embargo, conviene sefialar que debido a que

el software fue desarrollado para la elaboracién del MC es posible que el usuario se enfrente
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a ciertas dificultades al tratar de elaborar un MCH debido al empleo de formulas matematicas.
Por ejemplo, una de las dificultades es que en una misma “caja” no es posible presentar el
nombre de un concepto y una formula matemaética correspondiente, pues el programa
descompone la estructura de los elementos de la caja. Sin embargo, es posible superar esta
dificultad mediante un sencillo truco que consiste en superponer dos cajas transparentes, una

caja con el nombre del concepto y la otra caja, sin borde, exclusivamente con la formula

L.
matematica.
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// luego oy
Regla 2 se ha porM
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v

x+Ax y calcular el nuevo [Y'A)’:3(X: F2xAX+AX? ) 5}d(’"dc"[(wz\x)Z —x3+2xAx+(Ax):] !
I
valor de la funcién y+Ay

sustituir en la funcion x por

T
y finalmente

v

1
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~ . sustiyue en
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restar la funcién "y" al rd s S
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E S Jx2
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P\ reescribe AX se Ax
cf“O Ay | o —pl 6xAx+3(Ax)° para obtener
es Ax | bien — %
paso X donde se
4 y por tomé P Ax/Ax=1

se”

sustituye en
obtener
es . Ay | quese A que es la expresada
. i +
decir A‘{"',, Ax | escribe ,{i’lnn(ﬁx 34%) como .

dx

calcular limite del
cociente tomando Ax—0

Figura 5. MCH que describe la derivada de una funcion cociente

Al igual gue con el MC, en el MCH es posible separar la técnica de la teoria que lo
sustenta, es decir, es posible elaborar un MCH con el total desconocimiento de la teoria que
permite la interpretacion del mapa, pues la elaboracion del MCH también es muy intuitivo.
En la siguiente seccion se describira la interpretacion del MCH desde una teoria de

Matematica Educativa, el Enfoque Ontosemidtico.



1.4 INTERPRETACION DEL MAPA CONCEPTUAL HIiBRIDO DESDE EL ENFOQUE
ONTOSEMIOTICO DE LA MATEMATICA EDUCATIVA

La técnica del MCH tiene sustento en algunos elementos de la teoria del Enfoque
Ontosemidtico, EOS (Godino, Batanero y Font, 2019), de la Matematica Educativa. Estos
elementos son: objetos matematicos primarios, practicas, sistema de practicas, funcion

semiotica y la perspectiva dual cognitiva/epistémica, los cuales se describen a continuacion.

Desde la perspectiva del EOS, cuando un sujeto, docente (experto) o estudiante
(inexperto), resuelve una situacion-problema “P”, éste lo descompone en problemas
parciales o problemas menores “P;, P,, P;,...”. En la resolucion de cada uno de estos
problemas, el sujeto lleva a cabo una practica matematica, entendida como tolo lo que hace
para resolver el problema, en la que organiza un conjunto de objetos matematicos primarios.
Las précticas, que resuelven cada problema parcial, se organizan y se conectan entre si para

formar el Ilamado sistema de practicas que permite resolver el problema inicial o mayor “P”.
Los objetos matematicos primarios son:

(i) Lenguaje. Se refiere a los simbolos, las expresiones algebraicas, las graficas y otras

representaciones, que el sujeto emplea en la resolucion del problema.

(if) Conceptos. Son introducidos mediante definiciones o descripciones, por ejemplo,

conceptos tales como el de nimero, recta, funcién, dominio, etc.

(iii) Propiedades. Se trata de enunciados que sefialan atributos sobre los conceptos, por

ejemplo, el teorema de Pitagoras o el teorema del valor medio para integrales.
(iv) Procedimiento. Considera el tratamiento matematico, operaciones o técnicas de célculo.
(v) Argumentos. Enunciados empleados para justificar o validar el procedimiento empleado.

Segun el EOS entre los objetos matematicos primarios es posible establecer
relaciones de significacion, y dicha significacién puede ser descrita mediante el constructo
de funcién semioética. En analogia con la nocién de funcion en matematicas, la cual relaciona

un conjunto dominio con otro conjunto contradominio (rango) a través de cierta regla, la
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funcidn semidtica establece una significacion al relacionar un objeto matematico primario (
dominio o significado) con otro objeto matematico primario (contradominio o significante).
Por ejemplo, el simbolo “m” (lenguaje) es el significante que tiene como significado el
concepto “pendiente”, asi mismo, el concepto “linealidad” puede ser un significante y tener
como significado el objeto primario propiedad a través de “T(a+b) =T(a) +T(b) y
T(aa) = aT(a)”.

Por otro lado, la perspectiva dual cognitiva/epistémica permite considerar por un lado
la produccién que realiza un sujeto al resolver un problema matemaético. Por produccion se
hace referencia a todos los objetos matematicos primarios, significados, précticas y sistemas
de practicas implicados en la resolucion del problema. De manera que cuando la produccién
la realiza un sujeto inexperto (estudiante) se dice que ésta es de tipo cognitiva, mientras que
si la realiza un experto (docente o investigador) se llama epistemica. En este sentido, el MCH
va a ser de tipo cognitivo o epistémico segun si éste fue elaborado a partir de la produccion

de un estudiante o profesor respectivamente.

Desde la perspectiva del EQOS, el sistema de practicas puede ser representado
esquematicamente o graficamente mediante el MCH (Moreno, 2017). Para ejemplificar como
el MCH permite representar esquematicamente el sistema de practicas implicado en la
resolucion de un problema matematico, a continuacion, se presenta un ejemplo de aritmética

en el que se aborda una situacion-problema de suma de fracciones.

2

Ejemplo 1. Simplificar la siguiente suma de fracciones % + % -

La figura 6 muestra el MCH de tipo epistémico (solucién experta) en el que se ha
numerado del (1) al (21) los distintos objetos matematicos primarios implicados en la
resolucion del problema. Dicha numeracidn es empleada como etiqueta para poder referirse
a los objetos, de hecho, también se pueden emplear simbolos romanos o letras mayusculas

combinadas con nimeros para etiquetar a los objetos.

ElI MCH se expresa a través del objeto primario lenguaje mediante simbolos, palabras,
expresiones algebraicas que aluden a conceptos, propiedades, procedimiento y argumentos.

Por ejemplo, en la practica interpretativa (3) se emplean los conceptos (4) “suma y resta de
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fracciones”, (5) “resultado”, (6) “minima expresion” u (8) “factores primos”; en la tercera

practica (15) se emplea el concepto “minima expresion” en (21).

En la segunda préctica (9), de tipo operativa, se emplea la propiedad (11)

. . d+bc,, -
representada mediante la expresion “% +§ = % y en la tercera practica (15) se emplea
a c

la propiedad (17) mediante la expresion o= %”. Asi mismo, la practica (9) se lleva
a cabo el procedimiento representado mediante la ruta (10)-(12)-(13)-(14) y en la préctica
(15) se realiza el procedimiento (16)-(18)-(19)-(20), figura 6.

amine)

sumar las dos
fracciones
_________

considerando 7

Suma y resta de = =decir™
fracciones

mediante
en la que
|

T iderando
i)

2 _ (17*5)-(6*2)

4
o

—H 0
o
a
g
o
a

debe encontrarse
en su v

Minima \\
expresion ~

si ho ~ 7 que

~
g A 7 seencuentra en
e -
Descomponer numerador 0 e gl
y denominador ~es - e
Minima

expresion

n

? ’
Factores primos

Figura 6. MCH epistémico que representa la resolucién de un problema de suma de fracciones.

En el MCH la conexion entre los conceptos conforma argumentos que ayudan a
justificar la resolucion del problema. Un ejemplo de conexion que da lugar a un argumento
se observa en la primera préctica (3) mediante la ruta (4)-(5)-(6) que se lee “suma y resta de

fracciones en la que el resultado debe encontrarse en su minima expresion”, figura 6.

En general, el MCH se puede leer mediante las distintas rutas de lectura que lo

conforman. A continuacion, se describen algunas:
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> Se inicia con la identificacion de lo que pide el problema, lo que incluye, la
instruccion y los datos, (1)-(2).

> El problema se descompone en tres practicas (3), (9) y (15).

> En la préctica (3) se identifican los conceptos a utilizar mediante (4)-(5)-(6)-(7)-(8).

» En la practica (9), se realiza la suma de fracciones al realizar el tratamiento
matematico de los datos iniciales mediante (10)-(12)-(13) considerando la propiedad

(11) y, finalmente, se obtiene el resultado (14).

> El resultado (14) de la primera practica se conecta con la tercera practica. Se realiza
tratamiento matematico mediante (16)-(18)-(19) considerando la propiedad (17), lo

cual permite obtener el resultado (20).

La solucion de problemas mediante el uso del MCH permite organizar los
procedimientos de tal forma que se puedan visualizar los conceptos y las propiedades
matematicas que requiere la resolucion del problema.

Cabe agregar que el MCH correspondiente a la produccion de un novato o experto,
ante la tarea de resolver un problema matematico, no es unico. Por ejemplo, para el MCH de

la figura 6, otro experto pudo haber empleado en primer lugar la propiedad asociativa y restar

GGE” a
5 2

[3 Ci”

3

‘CE”

y el resultado sumarlo con la fraccion

1.5 ELABORACION DE UN MAPA CONCEPTUAL HIBRIDO

La elaboracion del MCH de tipo epistémico, a ser empleado en la ensefianza de algun
contenido de Calculo diferencial, se apoya en la técnica de reconstruccion del sistema de
practicas implicado en la resolucion de un problema matematico, el cual esta reportado en el
articulo de Moreno, Angulo y Reducindo (2018).

La descripcion de la técnica queda fuera del alcance de este trabajo, sin embargo, ésta
puede consultarse en Moreno et al (2018). A grandes rasgos, la técnica permite representar
aquel conjunto de objetos (practicas, sistema de practicas, conceptos, propiedades y
argumentos) que fue necesario considerar en la resolucion del problema, los cuales solo
fueron pensados por el sujeto experto (por ejemplo, el autor de un libro de texto de
matematicas) mas no representados sobre el papel. Con el propdsito de apoyar el aprendizaje,

dichos objetos que no fueron sefialados explicitamente son plasmados en el MCH a manera
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de mostrarle al sujeto que aprende la “historia” completa del proceso de resolucion. A
continuacion, se muestra un ejemplo que ilustra la aplicacion de dicha técnica.

Se parte de la produccion escrita de un experto, el cual puede ser el apunte que toma
un estudiante en la clase o un ejemplo que se presenta en algin libro de texto donde se
describa la resolucion de un problema matematico. Por ejemplo, en la Figura 2 se ilustra un
ejemplo que describe la resolucién de un problema que se presenta en un libro de Célculo

(Leithold, 1998, p. 166) que implica el uso de la regla de la cadena para derivar una funcién
cociente.

» EJEMPLO 1 Determine f’(x) mediante la regla de la cadena si

|

x) =
f 4x3 +5x2 - 7x+8

Solucion Se escribe f(x) = (4x3 + 5x2 — 7x + 8)"! y se aplica la
regla de la cadena para obtener

fix) = =1(4x3 + 5x2 - 7x + 8) 2. D(4x3 + 5x2 - 7x + 8)
= —1(4x3 + 5x2 = 7x + 8)72(12x2 + 10x = 7)

_ -12x? — 10x +7 <
(4x3 4+ 5x2 - 7x + 8)2

Figura 7. Problema resuelto sobre la aplicacion de la regla de la cadena de derivacion (Leithold,
1998, p. 166).

La produccion del experto o del autor del libro en la figura 7 no presenta de manera
explicita la argumentacion, los conceptos y las propiedades empleadas en la resolucion del
problema. Sin embargo, mediante el MCH es posible intuir y representar esquematicamente

el sistema de précticas realizado por el autor, ver figura 8.
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Determinar f'(x) mediante la regla
de la cadena cuando

f(x)=

(1)

1
4x3I+5x2-7x+8

requiere

Interpretar aplicar la (6)
el propb|ema luego "l regla de la cadena

(2)

considerando ala mediante

funcién (7)
.1 (8)
f(x)=[4x>+5x2-7x+8] D. [f(u)]=f'(u)Dyu

donde Se puede all

que
permlte derivar
<9> 3 o
reescrlblr U(X) 4X’+5X -7x+8
es demr i qué se

es decir
expresa como

funcién cociente

0=y

como que se

= 2 -
__ — considera al f(u)= 1[U(X)] Dxu=12x?+10x-7 (12)

-——

(3) [ fue))=[ue)1™

equivalentemente

es decir (11)
ara
(4)[f() R 8]"] [f'(u)=-[4x1+5x>»7x+8]'2}~ogtener—{f'(x)z-[4x3+5x>-7x+s]‘2(12x2+10x-7)]
X)=[4x7+5x?-7x+
es dﬁir
fi(x)=-_12X2+10x-7 (13)
[4x3+5x2-7x+8]2

Figura 8. MCH correspondiente a la produccion que presenta Leithold (1998).

En el MCH se observa el planteamiento del problema en (1), el cual se resuelve
mediante la realizacion de dos précticas, (2) y (6). Mediante la préactica (2) se interpreta el
problema al reconocer que se trata de una funcion cociente, posteriormente, se realiza un
cambio de variable (5) para luego expresar la funcion a ser derivada mediante (4).

Mediante la practica (6) se aplica la regla de la cadena (7) y se calculan por separado
los elementos que componen la regla (9) y (10) para obtener (11) y (12) respectivamente. Por
altimo, se obtiene gque la derivada esta expresada mediante (13).

La reconstruccion del sistema de practicas implico la consideracion de la préactica (2)
y las conexiones con la practica (6), a traves de lineas segmentadas. Lo anterior, permite
entender cuales fueron los conceptos, propiedades y argumentos que Se pusieron en juego en
la resolucién del problema.

En los problemas resueltos que se describen en los siguientes capitulos se ha
empleado la misma técnica de reconstruccion para elaborar los MCH epistémicos
correspondientes. Los problemas provienen de los apuntes que fueron tomados por algunos
estudiantes de la LME en cursos pasados de Calculo diferencial y otros problemas provienen

de ejemplos resueltos de algunos libros de texto.
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Capitulo 2
LAS FUNCIONES

Objetivo: Conocer el concepto de funcion, su representacion grafica, sus propiedades y operaciones.

2.1 Graficas de ecuaciones y funciones
2.2 Dominio y rango de funciones

2.3 Clasificacion de funciones

2.4 Desigualdades

2.5 Valor absoluto

2.6 Operaciones de funciones

2.1 GRAFICAS DE ECUACIONES Y FUNCIONES

En los libros de célculo diferencial se presentan diversas definiciones acerca de lo que
son las gréficas de las funciones, sin embargo, presentan elementos comunes. Por ejemplo,
en el libro Apostol (1999) se sefiala que en las funciones de variable real o funciones reales
se representa el dominio X en el eje “x”, y a partir de cada punto “x” de X se representa el
punto (x,y) donde y = f(x), y a la totalidad de puntos (x,y) se denomina la gréafica de la
funcion.

También es posible encontrar definiciones que lucen méas formales como por ejemplo
“Si f es una funcion, entonces la gréafica de f es el conjunto de todos los puntos (x,y) del plano
R? para los cuales (x,y) es un par ordenado de . De esta definicion, se puede deducir que
la grafica de una funcion f es la misma que la gréafica de la ecuacion y=f(x).

En la figura 9 se presenta un MC que describe la grafica de una funcion y también
presenta ejemplos de las graficas de algunas funciones. En el libro de Granville (2009) se
sefiala que la funcioén cuadratica “y = x2”, ver (1) en la figura 9, da un valor de “y” para
cada valor de “x”, o bien, se dice que define univocamente a “y” para todos los valores de
la variable independiente “x”. El lugar geométrico definido por dicha funcién es una parabola

€CL

y se llama gréfica de la funcion “f(x) = x2”, asi mismo, de manera intuitiva, si “x” varia

(Y4l

continuamente entonces “y” variara continuamente, en este caso se dice que la funcidn es
continua para todos los valores “x”.

Esta misma propiedad ocurre también en el caso de la funcion identidad f(x) = x y
la funcion valor absoluto f(x) = |x|, ver la figura 9. Respecto a esta Gltima, la funcién es

continua pero no es diferenciable no tiene derivada en x = 0.
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Grifica de una funcién
y=f(x)

por ejemplo

es un

funcion valor funcioén cociente

- funcion identidad funcion
f(x)=x cuadratica absoluto f(x)=[x| f)=1/x
de conformado conformado conformado conformado
por por por por
puntos
(xy) puntos puntos puntos
. (x, Ix]) (x.1/%)
en -
donde amada
esentad. ama t
representado rcprc;::l do  llamado representado cxcc?]p © representado
> or -
POk P BOx hiperbola

equilatera

. '
arabola
0 | | = g

A A

Figura 9. MC sobre la gréfica de una funcion

Por otra parte, Granville (2009) también analiza el caso de la funcién f(x) = 1/x,
ver (2) en la figura 9, y sefala que ésta da un valor de “y” para cada valor de “x” con
excepcion de “x = 0” y advierte que para x = 0 la funcion no esta definida. En este caso se
dice que la funcion es continua para todos los valores de “x” con excepcion de x = 0, pues
no existe en la gréafica un punto correspondiente a x = 0.

A partir de una gréafica es posible conocer si ésta corresponde o no a una funcion, para
esto hay que tomar en cuenta que en una funcion existe un solo valor de la variable
dependiente para cada valor de la variable independiente en el dominio de la funcion. Como
un criterio geomeétrico esto significa que una recta vertical intersecta la grafica de una
funcion a lo mas en un punto.

En la figura 10 se presenta la aplicacion del criterio de la linea vertical, el cual permite
identificar si una grafica corresponde o no a la gréafica de una funcién. En la figura 10(a) se
observa que la recta vertical L1 corta a la curva en dos puntos, de manera que existen dos
valores en “y” que se corresponden con un valor de “x”, por lo que la grafica no corresponde
a una funcion.

Por otro lado, en la grafica en la figura 10(b) cualquier recta vertical corta la curva en
un solo punto, por ejemplo, las rectas L1 y L2, de manera que la gréafica si corresponde a una

funcién. En la grafica de la figura 10(c) las rectas L1, L2 y L3 cortan en un solo punto, sin
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embargo, podria parecer que L2 corta en dos puntos, pero se tiene que cuando x = 2 la
funcién toma el valor “1”, lo cual esta representado con un punto mas remarcado o grueso al

final de la recta horizontal.

L1 L2 i L2

I

L1 [

|

|

|

I

04 § A0 '

03 '

= 1

N 1
. 2

S !

J - . . [

- “3 2 ’ 2 1

o 1

L3

(a) (b) 2 |10 l(C): 3 4

Figura 10. Criterio de la recta vertical para conocer si una grafica corresponde a una funcion.

Ejercicio. En la figura 11 se presenta un conjunto de seis graficas, mediante el criterio de la
recta vertical indica cuéles corresponden a graficas de funciones y justifica tu respuesta

(a) (c) y

(d) (f)

Figura 11

2.2 DOMINIO Y RANGO DE FUNCIONES

De acuerdo con el libro de Apostol (1999), la palabra funcion fue introducida en las

matematicas por Leibniz, sin embargo, segin lo menciona el libro, la manera en que Leibniz
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interpretaba dicho concepto tenia un alcance muy reducido. Sin embargo, dicho concepto se
ha venido generalizando progresivamente de tal manera que en la actualidad se suele definir
el concepto de funcion de la siguiente manera: Dados dos conjuntos de objetos, el conjunto
X y el conjunto Y, una funcion es una ley que asocia a cada objeto de X uno y solo un objeto
en Y. El conjunto X se denomina el dominio de la funcion y los objetos Y, asociados con los
objetos X forman otro conjunto denominado el recorrido de la funcién, el cual puede ser
todo el conjunto Y pero no necesariamente (Apostol, 1999, p. 62).

Otra definicion equivalente del concepto de funcién es la siguiente: Una funcion es
un conjunto de pares ordenados de nimeros (x, y) en los que no existen dos pares ordenados
diferentes con el mismo primer nimero. El conjunto de todos los valores admisibles de “x”
se denomina dominio de la funcidn, y el conjunto de todos los valores resultantes de “y”
recibe el nombre de rango, recorrido o contradominio de la funcion.

La definicion de funcion puede ser particularizada y empleada para determinar el
dominioy el rango de funciones concretas. Por ejemplo, en el MCH de la figura 13 se muestra
un ejemplo donde se determina el dominio y el rango de una funcion mediante la aplicacion

de la definicion.

Encontrar el dominio y el
rango de la funcién

f(x)=Vx2-9

requiere

A

comprender el problema

(2

) uno y Y
considerando = asocia nimero nimero
que la a cada 5°'° un real y=f(x)

es una que es

evaluado mediante 4
/ obtenido
: (5) a partir de
(4) 'y expresada

tal que

posteriormente

(6)

rtiend 3

que se
descompone
en

resolver desigualdad

para encontrar el dominio

x2v9 x2y9
considerando
es 8 (9)

decir
decir azb

ol

esto es

(10)
ue
o 85— ()
considerando > /V
rango que para ——p| NUMEro [ _que cumple se
todo tiene Vx2-9 =0 |(M

por lo que

@D 5+m=)

Figura 13. MCH que describe la resolucién de un problema de dominio y rango de una funcion.
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Segun el MCH de la figura 13, para calcular el dominio y el rango de la funcién

vx2 — 9 primero se requiere realizar la préactica A que consiste en comprender el problema,
es decir, apoyado en la definicion de funcién en (1)-(2)-(3)-(4) se lleva a cabo una
interpretacion de (5). Posteriormente, se realiza la practica B en la que se resuelve la
desigualdad (6) que tiene como solucion (7) y (8), es decir, se tiene a (10) como dominio.
Por ultimo, mediante la préctica C se identifican los valores de la funcién que corresponden

a los valores del dominio que cumplen con (11) y finalmente se obtiene como rango (12).

Ejercicio. Tomando como guia el MCH de la figura 13, encontrar el dominio y el rango de

las funciones (i) f(x) = vx + 3, (ii) g(x) = Vx3 —8

2.3 CLASIFICACION DE FUNCIONES
En esta seccion se describen los tipos de funciones y sus caracteristicas principales y

se resolveran algunos ejemplos de éstos mediante el uso de MCH.

En este material se considera la clasificacion de las funciones en dos clases, las
funciones algebraicas y las funciones trascendentes. En las primeras se encuentran las
funciones polinomiales, racionales, con radical y a trozos, las cuales surgen de la
composicion de dos 0 mas funciones, mientras que en la segunda clase se encuentran las
funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas. EI MC de la figura 14 muestra esta

clasificacion y también presenta algunos ejemplos concretos

pueden ser

de tipo de tipo

W (m] [exponenciai][Iogaritmica ][trigonome’ticas]
T T [

con expresada expresada ol expresada - Crer;ién por ejemplo
expresion por por ejemplo por P
general l f(x)=cos(x)

— f(x)=ax| | f(x)=log_ (x) h(x)=tan(x)
9(X)=W h(x)="Yf(x) g(x)=cot(4x)

donde

X Si-oo<x<1 /
=12 Si 1<x<4
=12

f(x)=a,+ax+
Fa XAk Eagx"
donde

son

Figura 14. Una clasificacion de las funciones de variable real.

5-X si 4<x<o
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Como se muestra en el MC, la expresion general de una funcién polinomial es P(x) =
A X™ + Ay x4 Hax? + ax + ag = X, aix®, donde “n” es un ndmero entero no
negativo, y a,,a,_i,...,a Son constantes, llamadas coeficientes del polinomio. Si el
coeficiente principal a,, # 0, entonces el grado del polinomio es “n”. El dominio de una
funcion polindémica es todo el conjunto de los nimeros reales ya que se puede sustituir
cualquier valor del dominio en la expresion polindmica y se puede calcular sin ningln
problema un elemento correspondiente en la imagen o contradominio. Por otra parte, el rango
va a depender del grado de polinomio que se esté tratando.

Cuando n = 1 el polinomio es de grado 1y tiene la forma P(x) = a;x + a,, 0 de
manera mas comun f(x) = mx + b, por lo que es una funcién lineal. El dominio y el rango
de esta funcion es el conjunto de los reales.

De la misma manera, un polinomio de grado 2 tiene la forma g(x) = ax? + bx+c,y
se llama funcién cuadrética; su grafica siempre es una parabola, en la figura 15 se ilustran
ejemplos concretos de las graficas de dos funciones cuadraticas, notese que si el primer
coeficiente de la funcion es a > 0 la grafica es concava y si el coeficiente es a < 0 la grafica
es convexa. El dominio de las funciones cuadraticas es el conjunto de los nimeros reales, sin

embargo, el rango va a depender de su concavidad, por ejemplo, en rango de la pardbola en

la figura 15(a) es % < y 0 bien [%, ), pues tiene vértice en el punto (—%E), y la parédbola
de la figura 15(b) tiene contradominio x < % 0 bien (—oo, %], pues tiene vertice en (%,18—7).

\ g of / \

\\ - } V4

a)y=x+x+1 b) y=—2x%+3x+1

Figura 15. El signo del primer coeficiente de la funcion cuadratica determina si la gréfica es
coéncava 0 convexa.

Una funcién polinomial de grado 3 es de la forma P(x) = ax3® + bx? + cx + d y se
Ilama funcién cubica. EI dominio y el rango de esta funcion es el conjunto de los numeros

reales. En la figura 16 se ilustra la grafica de un funcion cubica particular.
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/ 0 1 x

a) y=x>—x+1

Figura 16. Grafica de una funcion cubica.

Dentro de la clase de funciones algebraicas también se tiene a las funciones racionales

las cuales pueden definirse a partir del cociente de dos funciones polinomiales: f(x) = %

donde P y Q son polinomios. EI dominio y el rango de estas funciones depende de la
existencia de asintotas horizontales y verticales. Por ejemplo, en la figura 17 se presenta la

4x?
2x2

gréfica de la funcion f(x) = :: la cual tiene como dominio al conjunto de los nimeros
reales excepto x = —2 y x = 2 que son los valores donde el denominador se anula 2x2 —
8 = 0 causando que la funcion no esté definida en esos valores y que se tengan asintotas
verticales, ver rectas L1 y L2 en la figura 17. La funcion también presenta una asintota
horizontal en y = 2, ver L3 en la figura 17, por lo que el rango de la funcion es todo el

conjunto de los numeros reales excepto dicho valor.

Figura 17. Gréfica de una funcion cociente.

La funcién radical o funcidn irracional se tiene cuando la variable independiente se

encuentra bajo el signo del radical. En la figura 18 se ilustran las gréaficas de cuatro funciones
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con radical, por ejemplo, la figura 18(a) corresponde a la funcion vx + 2 la cual tiene
dominio —2 < x, 0 bien [—-2, o), el cual puede deducirse de la condicion x + 2 = 0 que
cumple el radicando, asi mismo, el rango de dicha funcion es 0 < y o bien [0, ).

Por otra parte, la figura 18(b) corresponde a la funcion 2 + +/x + 2 la cual, a partir de
la inspeccidn de la gréfica, se puede concluir que tiene dominio [—2, c0) y rango [2, o). Otra
manera de calcular el dominio de la funcidn es a través de la condicion x + 2 = 0 que debe

cumplir el radicando.

(a) . (b) .

y 44 ¥ 4_/

(c) . (d)

Figura 18. Gréficas de dos funciones con radical.

La gréfica de la figura 18(c) corresponde a la funcién vx2 — 4 , el dominio y el rango
de dicha funcion puede obtenerse al inspeccionar la grafica o bien a partir de la condicion del
radicando x% — 4 > 0 que tiene como solucién (—o, —2] U [2 < =) y que se corresponde
con el rango [0, ).

Por Gltimo, la gréfica de la figura 18(d) se corresponde con la funcién ¥x2 + 2, la
cual tiene como dominio el conjunto de los reales, pues al sustituir cualquier nimero éste

devuelve siempre valores positivos. Por otro lado, como la grafica es simétrica respecto al
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eje vertical y el valor minimo de la funcion lo adquiere cuando x = 0, por lo que el extremo

inferior del rango puede obtenerse al resolver 3/ (0)2 + 2 = /2 y el rango es [1/2, ©).
Las funciones exponenciales son funciones de la forma f(x) = a*, donde la base a
es una constante positiva. En la figura 19 se ilustra un MC con algunas propiedades de dicha

funcion.

funcién exponencial
f(x) ax

tlene

es
domlnlo -
creciente decreciente
si \Si
(—ﬁ (—‘T a<1
exponente recorrido - -
numero .

por ejemplo por ejemplo

Hi

f(x)=2" =[L]‘
3
con giraf ca con gréfica
Y

Figura 19. Algunas caracteristicas de la funcién exponencial.

La funcion f(x) = 2* cuya variable x es el exponente, no debe confundirse con una
funcion potencia, por ejemplo, g(x) = x?2 en la que la variable est4 en la base. La forma mas
comun en Calculo para denotar la funcidn exponencial es el valor de a=e, cuyo valor fue
denotado por Euler y tiene una aproximacion de e = 2.71828. El nimero “e”, al igual que
“m” es un nUmero trascendente pues no puede expresarse como la raiz de cualquier polinomio
con coeficientes enteros. A la funcion f(x) = e* se le conoce como funcion exponencial
natural.

Por otra parte, las funciones logaritmicas son de la forma f(x) = log,(x) Yy tienen
como base la constante positiva a, siendo a un real positivo, a>0 y a#1, éstas son las
funciones inversas de las funciones exponenciales. Se Ilama funcion logaritmo natural al

logaritmo que tiene de base el nimero e, ya mencionado anteriormente, dicha funcion se
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escribe como f(x) = In(x). En la figura 20 se ilustra un MC con algunas propiedades de

dicha funcion.

funcién logaritmo

f(x)=log,x
en \es tiene
/ ? b /
b?s;e funcién creciente dominio
cuando
cuando Y
IIRII
por ejemplo . |
ok por ejemplo
f(x)=log_x =
Ila“
representado representado
por por

/

S _ J

Figura 20. Algunas caracteristicas de la funcién logaritmo.

Por tltimo, las funciones trigonométricas asignan a cada nimero real “x” el valor de
la razon trigonométrica del angulo que tiene como medida en radianes el valor “x”. A
diferencia de las funciones descritas anteriormente, las funciones trigonométricas son
funciones periddicas, ya que repiten el valor de imagen cada 2w radianes (360°). La
periodicidad de estas funciones permite emplearlas en diversos campos fuera de las
matematicas tales como la fisica, astronomia, telecomunicaciones, entre otras, con las cuales
es posible modelar fendmenos periodicos.

En el MC de la figura 21 se presenta algunas propiedades de las funciones

trigonométricas seno, coseno y tangente, asi como también sus graficas correspondientes.
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Algunas funciones
trigonométricas
tales como

7 / - v funcién tangente
funcién seno funcién coseno
f(x)=sen(x)

h(x)=
g(x)=cos(x) (x)=tan(x)

que tiene representada ‘es

L por

representada
Que€ representada es que tiene por l

tiene
por [funcio’nJ { dominio }[periodo}

Gominio | pediods par ||R-{(2k+1)n/2,keZ} =
R 2n 2x J
ya que y
y Y recorrido
ya que
rec_olrrlxdo eeoiids cos(-x)=cos(x)
[-1,1] sen(-x)=-sen(x) || ' [1,1]

funcién

Figura 21. MC de las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente.

Ejercicio. Realiza un MC (como el de la figura 21) de las funciones trigonométricas
cosecante, secante y cotangente.

2.4 DESIGUALDADES
Las desigualdades son comparaciones entre dos cantidades que no son iguales.

Existen cuatro tipos de desigualdad que se simbolizan de la siguiente manera (i) >, que
significa mayor que; (ii) <, que significa menor que; (iii) =, que significa mayor o igual que,
y (iv) <, que significa menor o igual que.

En Calculo las desigualdades se pueden utilizar para representar intervalos en la recta
numérica. Por ejemplo, a < b, el intervalo abierto de “a” a “b” estd formado por todos los
numeros entre ellos y se denota como (a, b), que en notacion de conjuntos se escribe:

(a,b) ={x|a<x<b}

En los intervalos abiertos, los puntos finales “a” y “b” estan excluidos, lo cual se

indica con el uso de paréntesis “( ...)”.

Por otro lado, el intervalo cerrado, denotado mediante [a, b], es el conjunto
la,b] ={x|a < x < b}

En los intervalos cerrados, los puntos finales “a” y “b” estan incluidos, lo cual se

indica con el uso de corchetes “[...]".
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También es necesario considerar intervalos como (a, ©) = {x | x > a}

(a,») abierto x>a ( X

C

a
Figura 22. Representacion gréfica del intervalo (a, ).

Esta notacion (a, o) representa el conjunto de todos los nimeros que sean mayores
que “a”, de modo que el simbolo “c0” indica que el intervalo se extiende infinitamente en la
direccion positiva, como se puede ver en la figura 22. En caso de que el intervalo se extienda
hasta —oo, la notacion es (—oo, b) la cual representa el conjunto de todos los nimeros que
sean menores que b, (—o,b) = {x | x < b}. También existe el caso donde el extremo de la
constante sea cerrado por lo que s6lo cambiaria la notacién, como se puede ver en la figura
23.

(-e0,b] x<b

(-o0,b) abierto x<b

Figura 23. Representacion grafica del intervalo (-oo, b], en la parte superior, en donde el valor
de b esté incluido en el intervalo. En la parte de abajo se muestra el intervalo (-o0, b), donde
el valor de b queda excluido del intervalo.

Las soluciones de desigualdades pueden ser graficadas en una recta numérica que es
representada mediante una raya, cuando graficamos una desigualdad con los simbolos “<”y
“>”_usamos puntos abiertos (intervalos abiertos); y si graficamos con los simbolos " > "y

" < " usamos puntos cerrados (intervalos cerrados).

Para comprender de mejor manera el tema de desigualdad se presenta en un MCH en
la figura 24 que ilustra un ejemplo en donde se plantea el problema de representar la

desigualdad 0 < x < 11 de manera gréafica.
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Repr ag ric
la siguiente desigualdad
O<x=<11

—_

se requiere

Escribir en
notacion
de intervalo

(A)| Interpretacion
del problema luego

considerando - —

utilizado- = =~ la es decir
para 6)
Notacién de Recta 1 i Desigualdad
intervalo numérica [ S O<x=11 ———
: - Bl o e T g B 1
owon s o2 = ven, quedando ‘
(1) b T e T (2) considerando

o

Simbologia considerando {x| 0<x=11} |4~ ~
O l30<, 2,2 los v (8)
\

: = tofésc?;sl‘j(nttoa?:ue :, representado representado
,’ 3 A () x es mayor'que cero | 4 conun =il

» y menor o igual !

, | igual que que T y rellenado hueco

: representado representadgeprssrirgado :’ eardedin es decir

\ como como ,I

\ F ©) (10)

__________________

Figura 24. MCH que describe la resolucion de un problema de desigualdad y su respectiva
representacion grafica.

De acuerdo con el MCH de la figura 24, para poder graficar la desigualdad 0 < x <
11 primero se requiere realizar la practica (A), la cual consiste en comprender el problema,
es decir, identificar cuales son los simbolos utilizados en la desigualdad (1). Posteriormente,
en la practica B hay que interpretar la desigualdad (2) y analizar qué significan los simbolos
utilizados en ella (3)-(4)-(5). Para, finalmente representarlo geométricamente (6), como se
puede ver en la practica C, en donde se puede ver que tenemos intervalos del tipo (7) y (8),
los cuéles se representan de la forma (9) y (10).

A continuacién, como se muestra en la figura 25, se puede ver un segundo ejemplo

sobre la resolucidn de desigualdades representadas esquematicamente mediante el MCH.
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la siguiente desigualdad

Representa geométricamente
-4<x<3

se requiere

i6 Escribir en Tos
A | Interpretacion luego " ——
del problema notacion re: -
de intervalo geomeétricamente |¥ ~ o

considerando

utilizado- = =~

1
I
para :
Notacion de Recta £ “u Desigualdad !
intervalo || numérica ! bl -4<x<3 !
= 1
- = ~en. quedando . i : 1
- i 1
oo ™ a (2) considerando |
considerando {x| -4<x<3} |4 ~ ~ / \ 8) !
los v (7) 1
as/dedii \ [Intervalo] [Intervalo] \
1 cerrado abierto 1

] : A
! El conjunto de : ! :
: = ) ! representado representado 1
: / todos los x, ta] qu&le ! con un como |
X es mayor o igua 1 |
,l 3) (4) ) a menos 4 y menor | 1 ¢ !
' 'Mayor o Conjunto que 3 ! Circulo Circulo 1
, | igual que T ' rellenado hueco !
h o representado ' Jec !
: repr:g;oa orepresentado S— /I &5 dacit es decir :
\ # co;no ' (10) !
\ (9) s

1

N & . I/ I
1

__________________

Figura 25. MCH que describe la resolucion de un problema de desigualdad y su respectiva
representacion gréfica.

Como se puede ver en el MCH de la figura 25, la resolucion de la desigualdad es
similar a la desigualdad planteada en el MCH de la figura 24. La préctica A es la misma,
interpretativa, y la simbologia necesaria para resolver el problema también (1). Sin embargo,
al realizar la practica B, cuando se interpreta la desigualdad (2), se puede ver como los
simbolos en (3)-(4)-(5) estan en diferente orden, ya que al final, cuando se representa
geométricamente en (6), se puede ver un ligero cambio en el uso de (7)-(8)-(9)-(10), pues

ahora el lado izquierdo del intervalo es cerrado y el lado derecho es abierto.

Ejercicio. Tomando como guia los MCH de las figuras 24 y 25, representa geométricamente
las desigualdades (i) =5 < x < 8, (ii)) 3 < x < oo,
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2.5 VALOR ABSOLUTO

En esta seccion se describiran las propiedades y caracteristicas del valor absoluto, y
también se resolveran ejercicios de éstos mediante el uso de MCH.

El valor absoluto de un ndmero real es el nimero natural que resulta de suprimir el
signo negativo y como resultado todos los nimeros son positivos. El valor absoluto se
representa con dos lineas verticales paralelas “| |” y dentro de estas lineas paralelas se
coloca(n) el(los) numero(s) |a + b| o bien |c|.

Si un nimero real “a” es la coordenada de un punto A sobre una recta numérica, para
denotar la distancia que hay del punto A al origen, independiente del sentido, se utiliza el
valor absoluto, es decir, el valor no negativo de la coordenada “a”. Como se puede ver en la
figura 26.

l-4l=4  |4|=4
A A

l " 4 i

543210123465

Figura 26. Representacion del valor absoluto en una recta numérica.

En general, para calcular el valor absoluto de un numero |a|, se tiene la siguiente
definicion: Sea “a” un ndmero real. El valor absoluto de “a” se denota por |a| y esta dado

por la expresion de la figura 27.

a si a=0
lal=
-a si a<0

Figura 27. Definicion de valor absoluto.
Es decir, de acuerdo con la definicion de la figura 27, si el nimero “a” es positivo
su valor que queda igual, pero si el valor de “a” es negativo hay que multiplicarlo por —1,
para convertirlo en un nimero positivo.
Para resolver una ecuacion con desigualdades que involucran al valor absoluto se

tienen las siguientes propiedades, como se puede ver en el MC de la figura 28.
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valores absolutos

|
sea

v

b un ndmero real
positivo

[Propiedades de Ios]

o
A
o
A
l
Y
s

Figura 28. Propiedades del valor absoluto.
De acuerdo con las propiedades que se muestran en el MC de la figura 28, para las
propiedades (2) y (3) también se cumplen si b = 0. Por lo tanto, si b > 0, entonces:
(i) l[a|<b siysolosi —b<a<b

(ii) l[al| = b sisbélosi a=b obien a<—b

De igual manera también es importante tomar en cuenta que
l. lal =] —a]

Il. |a*b|=|al*|b|

Il |a + b| = |a| + |b|

Por ejemplo, en el MCH de la figura 29 se muestra como es que se utiliza una de
estas propiedades (ver (2) de la figura 28) en la resolucién de un problema que involucra
una desigualdad con valor absoluto.

De acuerdo con el MCH de la figura 29, para resolver la inecuacion |x + 4| = 3,
primero se realiza la practica A, en donde se identifica la propiedad del valor absoluto a

utilizar, en este caso es la (1) que se desglosa como se ve en (2) y (3).
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|x+4]|>3

\

Para resolver la inecuacién]

se requiere.
B Cc
A | Paso 1 |—después luego finalmente so4 | D

identificar interpretar resolver

graficamos
Y = (6)| La inecuacién -
La propiedad que |x+4|>3 Las SO|UFIOI’\ES
se necesita i obtenidas
es deci
es decir, (4)-/ S 5) en donde @) es decir
] ® &
cuando a=x+4 b=3 -
- [x+433) ["*45'3J El conjunto de
o -, T 7 nimeros
@ i
= = =en donde #

'
restand? 4 festando 5
+ enambos lados, ¢ ambos lados

»

donde

en 4

donde x=3-4

x
v
-
<
x
A
~N

7/
’
4 = s
x<-3-4
% a<- numeros sumando los g
() b #” niimeros es decir
. . Pt v v (0
= y B 3-4= (-3-4=) ((-m,-nu[.l,m)} -
Ty, L e es igual a esigual a T e o
. /’, representado \
s/ .
de acuerdo a & =7
|
donde
resultando d
resultando % SIS - " I,
-7 1(9) 5 /
(8) -xz 1 ( e ’
- i /7

en donde en donde R ’

,
x es mayor o | ( x es menor o 2
igual a -1 igual que -7 =
-

{rmgmgrwu“”

T G e A e e |

Figura 29. MCH que describe la resolucion de una inecaucién y su representacion gréfica.

Posteriormente en la practica B, se interpreta la propiedad a utilizar y se relaciona con
el problema, quedando como se muestra en (4) y (5). Después, siguiendo la préactica C, se
empieza a resolver el problema, quedando las desigualdades (6) y (7), al resolver estas dos
queda como resultado (8) y (9), siguiendo cuidadosamente la ley de los signos, en donde
nlmeros con signos iguales se suman y nimeros son signos diferentes se restan. Finalmente,
se grafican los resultados obtenidos, quedando como el conjunto (10) en donde x es el
conjunto de nimeros entre menos infinito y -7, y también aquellos nimeros entre -1 e infinito,
como se puede ver en (11).

Por altimo, ya en el contexto de las funciones, las funciones expresadas en términos

de valor absoluto se transforman en funciones a trozos cuando se emplea la definicion de



valor absoluto (ver figura 27). Por ejemplo, en el MCH de la figura 30 se muestra como el
caso de la funcion f(x) =

3x - .,
P 1| que es convertida en una funcion a trozos.

Convierte la funcion de valor
absoluto a funcién a trozos

(1)

f(x)=

).
Z 1|

se require

Interpretacion Representacién de la i
luego- i Encontrar puntos de
{ del problema } 9 funcién sin valor absoluto [~ Posteriormente—p| =FERL 190 pel eje x finalmente——»| , Definir a

T ! funcidn a trozos
considerando es decir

¢ ) es decir 44 quedando
fx)=y= -1 = )
Tipo de ecuacion | dela == 5 Puntos que hacen
de la recta forma = = = y=0 " Siiacaa
! dando #( 3
de la ! v 3 I 3z 2 -
forma ! TR 3 entonces iz e
p Dos valores arbitrarios v gy %
N
f(x)= y= ax+b ala 0= 3_2><_1 ~
graficamente como
! Variable independiente se
representado (13)
en o~
S es decir Despeja la
o variable x .
N

es decir

\ BN
por ejemplo ‘\ Representar (14) A’ considerando
graficamente + 5

(7) \\ s

e : \
) \ e - ‘
= = | es decir v la igualdad ~
v P )
/

]
quedando Qtiedando 1

(5) 3 3
i] (2) X

=20, ¥
considerando— y= e 1 -(B)

esigual a

£ ¥ i ’
es igual a o
Operaciones 9 5 \
de fracciones considerando =

W
o § A b, consjcerando
s -
= z \ ~
(6) ¢ resolviendo | Operaciones _’ % -, ,,’/4
R de fracciones i \ L ¥
’ \ - Al
’ ! utilizados_ = = ¢ =~ s
) ' resultando 8 &7
1 - g =
i s T
=2 o - -
W @V f - S
1 2 -
v S, , - -
VR e S ~
1 - "o
1
<

______________

Figura 30. MCH que describe la resolucién de una funcion a trozos y se presenta su respectiva
gréfica.

De acuerdo con el MCH de la figura 30, para convertir a trozos la funcion (1), se
requiere realizar el paso (2) y (3), al ejecutar estos pasos daran como resultado (4)-(5)-(6)-
(7)-(8)-(9), graficamente se ve como (10). Posteriormente para encontrar los valores criticos
se debe de hacer el (11) y sustituir (12), para obtener el valor de (14) y la gréfica (15).

Finalmente, aplicando la definicién de valor absoluto de la figura 27 a la funcion (1),
obtenemos (16) y el resultado de la funcién y su grafica.

Ejercicios. Tomando en cuenta los MCH de las figuras 29 y 30, realizar los siguientes

ejercicios (i) Resolver y graficar la inecuacion |x + 3| < 14, (ii) Transformar a funcién a
trazos la funcion f(x) = |x — 2|

35



2.6 OPERACIONES DE FUNCIONES

En esta seccion se describirdn los pasos a seguir para resolver operaciones basicas
con funciones tales como la suma, la resta, la multiplicacion y division mediante el uso de
MCH.

La formacion de nuevas funciones a partir de la aplicacion de operaciones algebraicas
se realiza de la siguiente manera:

Dadas dos funciones fy g:

1) Lasuma, denotada por f + g, es la funcion definida por
fF+9)x) = fx) +g(x)

2) La diferencia, denotada por f — g, es la funcion definida por
f=9)x) = f(x) —g(x)

3) El producto, denotado por f * g, es la funcion definida por
(f *g)(x) = f(x) * g(x)

4) El cociente, denotado por f/g, es la funcion definida por

(f/9x) =fx)/9(x); gx) #0

Para el caso particular de la suma de una funcion “f” con una constante “c” se obtiene
una funcion “g” definida por g(x) = f(x) + c, para todo “x” en el dominio de f. Si ¢ > 0,
la grafica de “g” se obtiene desplazando la de “f” una distancia “c” hacia arriba y si ¢ < 0,

hay que desplazar la grafica de “f” una distancia |c| hacia abajo, como se puede ver en la

6
XZZ\

x2 \x2+2
4

figura 31.

g

Figura 31. Representacion del desplazamiento vertical de la funcion y = x2.
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Cabe agregar que la funcion también puede desplazarse horizontalmente, para lo cual

la constante “c” debe sumarse de la siguiente manera, y = f(x + c), es decir, el valor de “c”

debe de estar dentro del argumento de f. Si ¢ > 0, la gréafica se desplaza hacia la izquierda y
si ¢ < 0 ésta se desplaza hacia la derecha, como se puede ver en la figura 32.

(x-4)2

-6 —4 -2 0 2 4

8

Figura 32. Representacion del desplazamiento horizontal de la funcién y = x2.

Retomando la suma de funciones, el MCH de la figura 33 ilustra la resolucion del

problema de la suma de dos funciones cuadraticas, a saber, f(x) =3x2+2x+1y g(x) =

x?2—2x—17.
Calcula la suma de
f(x)+9(x)

siendo

f(x)=3x2+2x+1

g(x)=x2-2x-7

se requiere

(e,

A
Interpretacion
del problema

considerando

Sumar cada término
de las funciones

posteriormente

D
Escribir la suma de Sumar los
f(x) y 9(x) términos resultantes

es decir quedando
= (11)
x)+g(x)= »--—
f(x)=3x7+2x+1 et N (XTI HOX)H(0)
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b toméltj‘os de esigual a
~ p
o . s ’n (12) )
utiliz’ando .  entonces =2 AT consnderando
Suma de ' . 3 ’ Identifican los 5
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finalmente Operaciones
aritméticas
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\

como
|/ feo+ax)=
\ 4x2-6 Suma
\

es decir

’
+(Xx2-2x-7) o es decir

’ 1
@ g (4 (5),,\ ©
! 7 2 2
(F+g)(x)=F(x)+g(x) / y 2
1
|

x, =2x || 1, -7 !
L

!
» se i es decir
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_ - = ! i
ik - - 1
« _ _ reescribiendo” — =5~ Suma cada p ’ - at+b+c=e
en i j : =
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@)

ot 1
Operadongs esdecir‘,’/ Y
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T
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1
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Figura 33. MCH que describe la resolucién de un problema de suma de funciones.
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De acuerdo con el MCH de la figura 33, para poder resolver la suma en (1) hay que
realizar primero la practica A en donde se tiene que interpretar el problema, es decir, ver qué
realmente se necesita realizar en la suma de funciones (2). Posteriormente, se escribe la suma
de las funciones, como se muestra en la practica B, sustituyendo en (2) las expresiones de las
funciones, ver (3). Después, hay que realizar la practica C, sumando los términos semejantes
de las funciones, como se muestra en (4)-(5)-(6), esto mediante (7), para obtener lo que se
muestra en (8)-(9)-(10). Finalmente, en la practica D, se juntan cada uno de los términos
resultantes (11), se simplifica en (12) para luego obtener el resultado en (13).

De igual manera, para el caso de la resta de dos funciones, se muestra un ejemplo

resuelto por medio de un MCH en la figura 34.

Calcula la resta de
f(x)-g(x)

siendo

f(x)=3x?+2x+1

g(x)=x2-2x-7

se requiere,

A

Interpretacion
del problema

considerando

C

Realizar la multiplicacion
del signo negativo con

D
érminos resul
la segunda funcién términos resultantes

es decir quedando

(-1)*9(x)= CT T T @exn+@x+s)
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caso g ’ Itan /0 .
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N ’ $ 0y
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(2) ©sgecr (xt-2x4) i y v R)-a()= o
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(-9)(x)=F(x)-g(x) ) ) resuttantesy G0 )1 o |
\
2 o 0 = es decir 1 : A (13)
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e reescribiendo . 3x242X+1-X2+2x+7 " ,’ 1
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1 P >
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Figura 34. MCH que muestra la resolucién de la resta de dos funciones polinémicas.
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Segln el MCH de la figura 34, para resolver la resta de las funciones en (1),
primeramente, se tiene que realizar la practica A, en donde hay que realizar la interpretacion
del problema y tomar en cuenta la notacion de la resta de funciones en (2). Después, se tiene
que realizar la practica B, en donde hay que sustituir las funciones en la formula de la resta
(3). Posteriormente se tiene que realizar la multiplicacién del signo negativo de la resta por
la funcion que se encuentra a la derecha, ver (4), luego se juntan los términos obtenidos (5)
con los de la otra funcion (6), se identifican los término semejantes, de acuerdo a sus
exponentes (7)-(8)-(9), y se realiza la suma de cada uno de los términos semejantes en (10)-
(11)-(12). Finalmente, en la practica D, se suman todos los términos resultantes, dando como
resultado (13).

En la multiplicacion de dos funciones el procedimiento es casi similar al empleado

en lasumay en la resta, como se puede ver en el MCH de la figura 35.

Calcula el producto de
f(x)*g(x)
1

siendo

(1) f(x)=2x-1
g(x)=5x"+x*-x

T =" I

————— —_—
N D
A B / c - 3
" Sumar los términos
Interpretacion Escribir el producto de T Multiplicar cada _posteri t Sumar los
L —luego ~después término de las funciones [PoSteriormente— ! resultantes de la  |-finalmente—| _ ,
del problema f(x) y a(x) multiplicacién términos resultantes
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v
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Operaciones f(x)=2x-1 '[(Zxxsmxé-x) v((DGExX+x 0] (10x* +2x3-2x2) , (10X )+ (3x)+(-3x)+(x)
de funciones ki : » ‘ P T »
ohEte . AximSxtext |2 es igual a @ s es igual a 4 +(-5x7-x24x) es igual a
caso . (3 ¢ ’ ; (4) ]

\
'
e v
‘ s 1 (20(5%)+(20)(x2) +(20)(=%) [ (-1)(5x° )+ (-1)(x2)+(-1)(-x) | | esiguala ;4 ' 10x4-3x-3x” +X
Producto de & T T T '( L ;
funciones [¥= = (@) f*a(x)=(2x-1) igual a ' igual a “ 10X +2x7=2x3=5%7 =X X |—my finalmente
\
“(Sx3+x2 ! !
es decir Gkl ks i@ | ’—=HE) . donde se ' Y a9
) Gl | ; R
(F*g)(x)=f(x)*g(x) s 4 ’ \ ’ Agrupan términos \ <
r A g utilizados. semejantes Y\ 10x4-3x3-3x7+x L
& e TSRS P A - \ A
‘1'1 i o _7  considerando " ___esdecir—____ ‘ \
\_ _ reescribiendo” T __ - - amem T '(m ©) (o e | N
e e Operaciones | [ Leyes de | [ Leyes de los xj Lyt
aritméticas | | los signos | | exponentes utilizados
L

MR, es decir en 4

o v v e [+
- - ) s :
M“L‘!EEE‘Z??”’ (+)(+)=+ | Multiplicacién 3 m:cada L Il{ .
—=3F | e | el término semefante 77 +considerando '
esdecir | (+)(4)=- e e fante iy '
== = - eyes de | [ Operaciones
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Figura 35. MCH que ilustra la resolucion de un problema de multiplicacion de
funciones.

De acuerdo con el MCH de la figura 35, para resolver la multiplicacion de las
funciones en (1). Primero se tiene que realizar la practica A, donde se interpreta el problema
y se toma en cuenta la notacion de la multiplicacion. Después, se realiza la practica B, donde

hay que sustituir los funciones de (1) en la formula del producto de funciones (2).

39



Posteriormente, se realiza la préctica D, donde hay que multiplicar cada uno de los términos
de las funciones como se muestra en (3) y (4), dando como resultado (5) y (6), esto tomando
en cuenta nociones basicas como las que se muestran en (7)-(8)-(9). Luego, se tiene la
practica D, donde hay que juntar los términos semejantes resultantes en (5)-(6), resultado lo
mostrado en (10),para poder realizar la suma de éste hay que agrupar los términos semejantes
(11)-(12)-(13)-(14) y sumar cada uno de ellos, como se puede ver en (15)-(16)-(17)-(18).
Finalmente juntando todos estos ultimos términos obtenemos el resultado (19).

Finalmente, para mostrar como se realiza la division de polinomios, se muestra una resolucion

de un problema mediante el uso de MCH en la figura 36.

Calcula la divisién de
9(x)/f(x)

siendo
(0) f(x)=2x-1
9(x)=5% +x3-x
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= del dividendo entre el primer que el paso 3 cociente =u
ue en el paso 4 »
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Figura 36. MCH que ejemplifica la resolucion de un problema de division entre funciones.

Multiplicacion

es decir e

¥ ek S
o

— (5x7+x24x)»(%x24

De acuerdo con el MCH de la figura 36, para resolver la division de las funciones en
(0), se tiene que realizar la practica A que consiste en identificar (1) y (2). Después se realiza
la practica B, en donde se toma el primer término del dividendo y se divide entre el primer
término del divisor (3), se realiza (4)-(5) y se obtiene el primer residuo (6). Posteriormente,
en la practica C, se toma (6) y se realiza la practica (7)-(8)-(9) para obtener el segundo residuo

(10). En la préactica D se realizan mismos procedimientos (11)-(12)-(13), y se obtiene el
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altimo residuo (14), los pasos B, C y D se repiten tantas veces como términos tenga el
dividendo. Finalmente, en la préctica E, se juntan todos los términos del cociente (3)-(7)-(11)
y se obtiene el resultado de la division la expresion en (15).

Ejercicios. En base a los MCH de las figuras 33-36, realiza (f + g)(x),(f —
), Fg)(x) y (?)- De las funciones (i) f(x) =2x+1y g(x) = x2 — 4. (ii) f(x) =
S5x+3yg(x) =11x3 —8x? + 6.
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Capitulo 3

DERIVADA

Obijetivo: Asimilar el concepto de derivada como pendiente de la tangente de una curva y como limite de
funciones de una variable.

3.1 Reglas de derivacién para: Sumas, productos, cocientes y potencias

3.2 Regla de la cadena y funcion a una potencia

3.3 Derivacién implicita

3.4 Reglas de derivacién para funciones trigopnomeétricas y trigonomeétricas inversas
3.5 Reglas de derivacidn para funciones exponenciales, logaritmicas e hiperbdlicas

3.1 REGLAS DE DERIVACION: SUMAS, PRODUCTOS, COCIENTES Y POTENCIAS

En esta seccion se describiran las reglas de derivacion para la suma, la resta, la
multiplicacion, la division y la potencia de funciones, y también se presentaran algunos
ejemplos mediante el uso de MCH.

Para dar a conocer las reglas que se deben seguir para la derivacion de las funciones
compuestas, en la figura 37 se muestra un MC que explica detalladamente los pasos a seguir
para obtener las derivadas.

Reglas de derivacion

1
//”/sonﬁ‘
[Derivada de suma o resta / \

de una funcién ] [Derivada de multiplicacién] [Derivada de cociente] [ Derivada de una]

de dos funciones funcién potencia

de dos funciones

T T T
representada representada representada representada
por

por
(1) @) i 3) v @) v

por
d Dbl
[a[f(x)ig(x)]—af(")—39(")1f—x[f(x)*g(x)]=g(X)*:—xf(x)+f(x)*;—Xg(x)]

«d _frxyxd
i[ f(x) ]_g(X) [0 - fO)* =g (x)
dx

T a(x) x| dond
\ donde [g( )] 03 i
donde h 4 I g =
* multiplicacién de las funciones d°2de

[suma o refs(txa)dyegl(a:)funciones f(x) yl 9(x) [cociente de las funciones €s

es f(x) y g(x) =

2
f(x)*g(x) v

00£90) f(x) donde
donde a(x)
donde v ZANER
v f(x) y g(x) pueden ser donde
f(x) y a(x) pueden ser algebraicas o trascendentes v
algebraicas o trascendentes

B

f(x) y g(x) pueden ser
algebraicas o trascendentes

Figura 37. MC acerca de las reglas de derivacion de las operaciones elementales

De acuerdo con el MC de la figura 37, se tienen que seguir ciertos pasos para la
derivacion de las funciones que estan siendo sometidas a operaciones basicas. Para
comprender estas reglas de derivacién se iniciara con la derivada de una suma de funciones,

ver el MCH en la figura 38.
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Calcular la derivada de
h(x)= f(x)+g(x)

donde

f(x)= x2+1

se requiere

A ‘/De;arf—)
Interpretacion y Derivar g y
del problema 2 g(x)= x> +x-2 finalmente ™"

Sustituir las derivadas

en

organizando los términos
de acuerdo al exponente

considerando * ]
donde
Derivada de suma/resta ) d d d :
de funciones = [f)+9(x) |= == F(x)+--g(x) |
9 (x24+x-2)= 3x2+1 dx dx dx :
es decir dx [ '
(2) v =i quedando g
d d d =\ 1 i
=L f(X)+9(x) |=——f(x)+——g(x) *w .
[dx[ ] dx dx J empleando ~< \ di((xz +1) + (x7+x-2)) (7) 1
X

3 SR N :
\ se sustituyen= = es igual a .

\ en
A v :

\

\ !
|
|
1
I
1
I

Figura 38. MCH que representa la resolucién de la derivada de una suma de funciones.

Segun el MCH de la figura 38, para resolver la derivada de la suma de las funciones
(1), se necesita llevar a cabo 4 pasos. En el paso A, se requiere una interpretacion del
problema, en donde se toma en cuenta la formula para derivar en (2). En el paso B, de acuerdo
con la férmula de derivacion, primero se realiza la derivada de la primera funcion (3).
Después, en el paso C, se deriva la segunda funcion (4), para estos dos pasos, se necesita
saber las férmulas para derivar una funcion potencia y una constante (5)-(6). Finalmente,
para obtener el resultado de la derivada, se sustituyen los valores obtenidos de (3) y (4) en
(2), obteniendo (7); al juntar los términos semejantes y sumandolos, obtenemos el resultado
(8).
Ejercicio. Tomando como base el MC de la figura 37 y el MCH de la figura 38. Realizar un

MCH de la derivada de la resta de las funciones (f — g)(x) donde, f(x) = 3x>—x2y
g(x) = 4x3 — 6x.

Para calcular la derivada de una multiplicacién de funciones, se tomaran los pasos
sefialados en (2) del MC de la figura 37, y mediante el uso de un MCH se resolvera el ejercicio

gue se muestra en la figura 39.
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Calcular la derivada de
h(x)= f(x)*g(x)
donde
(M gx)= 3x+1

f(x)= x3

se requiere,

/
Interpretacién I B[ perivar f
del problema uego g

Y.
posteriormente
consnderando

Derivar g ]C

Reescribir la ecuacion,
sustituyendo

g(x)=3x+1

donde

donde los valores
Formula de la derivada de (5)
multiplicacién —(3x+1)= f(x), g(x), F'(x) y 9'(x)
de funciones
es:dedir conslderando - consnderando
(2)

d » d d / \
[a[f(x)'g(x)})—g(x)af(x)i»fx)ag(x) Derivada dte una funcién Derivadadeuna| | Denvada de ina
T potencis funcién constante

- >[d—‘1[f(x) a(x)]= g(x)—f(x)m)d—xg(nj

T
constante por quedando

'
1

‘| 1
j expresada como una fncion . (8) I.
' P ’ es dec|r “ d x (3x+l) .
1 es decir | ; ‘
1 5 1 3
. d(C*f(x)) d(f(x)) ' ' es igual a
\ / ( =C* !
\ ] 1 dx dx

: R PRy
|

i

'
o P
c I
&
2,
< e
<8
@
o
S

multno ncando -

\

(11)
0 (ey3) <3x+1>*(3x )

tenemos como tenemos como
resultado resultado

6a6x)

sumando los términos
de cada operacion

sumando términos
semejantes

E

l

Ol

(15)

Figura 39. MCH que muestra la resolucién de la derivada de una multiplicacién de funciones

Segun el MCH de la figura 39, para calcular la derivada de la multiplicacién de las
funciones en (1), primero en el paso A se tiene que llevar a cabo la interpretacion del
problema, en donde se define la regla de derivacion a seguir (2). Posteriormente, en el paso
B, se deriva la funcion “f” en (3), dado que ésta tiene una potencia se hace uso de la formula
en (4). Posteriormente, en el paso C se deriva la funcion “g” en (5), utilizando las formulas
(6) y (7). Finalmente, teniendo los valores de las derivadas, en el paso D, se sustituyen todas
las funciones obtenidas en la formula (2), y realizando las operaciones mediante (8)-(9)-(10)-
(11)-(12)-(13), se juntan y se suman los nuevos términos semejantes (14), dando como
resultado (15).
Por ultimo, siguiendo el procedimiento (3) descrito en el MC de la figura 37, a

continuacion, se muestra la resolucion del problema de derivar la division de dos funciones
mediante el empleo del MCH, ver figura 40.
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Calcular la derivada de

_ fx)
hCI= 30

T
donde

\ 5
i Sustituir los valores de las
Interpretacion Derivar f funciones y sus derivadas
del problema f(x)= x+1 =x-

considerando

enla
férmula
/ donde dond
/ * n e \ *
Derivada de cociente £ 1(x)* _f(x)*q '
de funciones fr(x)=1 g (x) 1 \ h'(x)= (x)*g(x) (Xz) g'(x)
\ [9()]
es cecur \ [

\

(2) y

quedando de *
cons»derando la siguiente \
h f(xy=F O )-)*g () ’ I pictae \
2 7 \ L (7) \
lgta] )l Derivada de una funcmn Derlvada de una | \
//I potenaa funcidn constante 1 {h' % (l)(x 1)- (><+1)(1) \
I \
¥ g [x-112
P es cec1r es det:lr \‘
l\ \\ ‘ dC / realizando las \
LAY aXr o =0, / operaciones |
% & S @ "), 7 (8) |
b S dx // |
e\ » (x-1)-(x+1) 1
B S & h'(x)= - :
\\\\ P [x-1] |
e - ‘
\§ o es igual a I
N V¥ 4
A i I
N e /
N A /
sustitrir en /
\ //
\\ finalmente, /
\ simplificando //
“ términos

Figura 40. Resolucion de un problema de derivacion de una division de funciones mediante el
uso de un MCH.

De acuerdo con el MCH de la figura 40, para resolver la derivada del cociente de las
funciones en (1). Primero se realiza la practica A, en donde se lleva a cabo la interpretacion
del problema, es decir, se considera y se analiza la férmula para derivar una division de
funciones (2). Después, en la practica B, se deriva la primera funcion (3) y en la practica C
se deriva la segunda funcion (4), para ambas préacticas, se tiene que tomar en cuenta las
formulas (5) y (6). Finalmente se sustituyen las funciones y las derivadas de dichas funciones
en la formula (2) para dar lugar a la expresion que se muestra en (7), al realizar las

operaciones y simplificacion mediante (8)-(9) es posible obtener como resultado (10).

Ejercicios. Tomando en cuenta los pasos vistos en los MCH de las figuras 39 y 40, y el MC
de lafigura 37. Realizar las siguientes derivadas, teniendo. (i) h(x) = 3x3(x? = 5), (ii) j(X)=

T (i) £Go) = x5, (i) 2+ V.

45



3.2 REGLA DE LA CADENA Y FUNCION A UNA POTENCIA

En esta seccion se explicard la regla para derivar funciones compuestas mediante la

regla de la cadena. La derivada de una funcion compuesta f o g es el producto de las

derivadas de f y g. Este hecho es uno de los mas importantes de las reglas de derivacion y se
le conoce como regla de la cadena (Stewart, p.199).

(I 4)

u” respecto a “x” es
“y” respecto a “u”

En términos de razones de cambio, si la razén de cambio de
du/dx, y también, si la razon de cambio de

es dy/du, entonces, larazén
de cambio de “y” respecto a “x”

, o dy _ dydu
podria escribirse como Y =X

— = ——, a continuacion, en la
dx du dx
figura 41 se presenta la regla de la cadena tal y como se aparece en el libro de Steward (2012):

Regla de la cadena

Si g es derivable en x y fes derivable en g(x), entonces la funcién
compuesta F = f° g definida mediante F(x) = f(g(x)) es derivable en x, y F’ estd dada
por el producto

F'(x) = f'(g(x)) - g'(x)

En la notacién de Leibniz, si y = f(u) y u = g(x) son funciones derivables, entonces
dy dy du
dx du dx

Figura 41. Regla de la cadena segun Steward (2012).

A continuacion, se muestra el calculo de la derivada de la funciony = (x2? + 1)3
por medio de la regla de la cadena por medio de la utilizacion de un MCH.

Calcular la derivada de la funcién

y=(x2+1)’

Interpretacion del
problema
R

considerando posteriormente
La regla de la cadena donde
es decir y y=u?

donde
(5)
(4)
)| 9Y._9Y «du

Reescribir la expresion,
sustituyendo
los resultados de “
\
du _ )| dy dy  du \
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T
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dy _9Y 4 du
!
\
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2 . I ’
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\
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\
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.
- 1
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1
1
1
1
1

(010
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\
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finalmente
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S valor de u

u=x2+1

]
resultando

7§
(11)
« ex(x2+1)° ///

Figura 42. MCH que describe la resolucién de un problema por medio de Ia_ Fe_g-lé de la cadena.



Como puede observarse en la figura 42, la derivada de la funcién en (1) requiere
considerar la formula (2), la cual requiere, por un lado, considerar una funcion auxiliar “u”
que va a depender de la variable “x”, en este caso, seria (3), de tal manera que ahora es
posible advertir la dependencia de la funcion “y” respecto a la variable “u” a través de (4).

Habiendo establecido las relaciones de dependencia, por separado se llevan a cabo las
derivadas de las funciones obtenidas, ver (5) y (7). Posteriormente se realiza el producto de
las derivadas en (9)-(10) y, finalmente, la expresién (10) se reescribe términos de la variable
“x” para obtener el resultado (11).

En el MCH de la figura 43 se presenta otro ejemplo de la aplicacion de la regla de la

. .y 241
cadena para el problema de calcular la derivada de la funcion y = (x i )

x2-1
derivar la funcién

y= x2+1)’
x2-1

//'reqmere\
= establecer dependencia multiplicar las
considerar 5 g Yy i or 3 A
funcién auxiliar "u(x)" luego de la funcién original respecto =jacpies derivar las yl P derivadas y escribir
a la variable (funcién auxiliar) "u" funciones obtenidas | ultimo ™| i6 Srmi e
xpresion en términos de "x
en este ’ es decir esto es

Cafo esto es / \ -

se
considera en

(x?-1)2x-(x?+1)2x
(x2-1)°

2x[x2-1-(x2+1)]
(x*-1)°

2x[x2-1-x2-1]

. dy_—12><(x2+1)z
(x?-1) T et

EE )t

-4x

du_
dx ()(2_1)2

se sustituye
en

Figura 43. Aplicacion de la regla de la cadena.

Ejercicios. Apoyandote en el MCH de las figuras 42 y 43, derivar las siguientes funciones.
s2+1

() f(s) = [0
(ii) y = cos (a3 + x3)
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3.3 DERIVACION IMPLICITA

En las secciones anteriores se ha presentado el problema de derivar una funcién cuya
expresion algebraica permite advertir la variable, llamada dependiente, explicitamente en
términos de otra variable, Ilamada independiente. Sin embargo, existen funciones que
expresan implicitamente la relacién entre la variable dependiente y la independiente, por
ejemplo, x2 + y2 = 36, xy + y2 = 7, por mencionar algunas. Para derivar este Gltimo tipo
de funciones se emplea el método de la derivacion implicita.

El método de la derivacion implicita consiste en derivar ambos miembros de la
ecuacion respecto a la variable independiente y después resolver la ecuacion resultante para
la derivada de la variable dependiente.

En el MCH de la figura 44 se ejemplifica el proceso de derivacion implicita de la
funcion en I. EI MCH muestra que se derivan ambos miembros de la expresion en (1)-(2), lo

. . o . .
que conduce a (3). Posteriormente, a partir de (3) se despeja “ﬁ”, lo cual se realiza mediante

(4)-(5)-(6) y finalmente se obtiene (7).

Calcular la derivada de la funcién implicita
x2+y?=1

Derivar
T - {12
1 requiere—___ 4 s
e =
Derivar ambos miembros . Despejar
de la expresion respecto a "x" despues- dy
dx
es decir S5t6 Be
\ 4
d (x24y2=1
2 dx(x y*=1) 2y%= -2x g
equivalentemente
se emplea resultando
‘ixqiyzz 11’ en
dx dx dx dy _ -2x
para obtener dx 2y

simplificando

Figura 44. Resolucidn de un ejemplo de derivacion implicita, utilizando un MCH.

Para el caso de la expresion en “I” si es posible despejar primero la variable
dependiente “y” y luego derivar respecto a “x”. En la figura 44, en “II”, se presenta la

expresion despejada en 11(1) y luego el proceso de derivacidn que se apoya en la regla de la
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cadena en 11(2) que permite obtener finalmente 11(3), que es el mismo resultado que fue

obtenido mediante derivacién implicita en 1(7).

En el MCH de la figura 45 se presenta otro MCH en el que se deriva implicitamente

la expresion e?cosx = 1 + sen(xy). NOtese que en esta expresion no es posible despejar la

[{PS2]

variable dependiente “y” como sucedi6 en el caso de la funcion de la figura 44.

La derivacion implicita de (1) consiste en derivar respecto a “x” ambos miembros de

la expresion,

ver (2)-(3)-(4). Posteriormente se despeja “%” a través de (5)-(6)-(7) para

obtener finalmente el resultado en (8).

derivar la expresion
e” cosx=1+sen(xy)
l

requiere

2

derivar anlbos miembroi ) posteriormente »| despejar "dy/dx"
de la expresion respecto a "x
/ es decir
es decir / \ 6
3 v considerada W d
i B en -e’senx+e-‘—'cosx=xcos(xy)—y+ycos(xy)
K[e- cosx=1 +sen(xy)] dx dx
juntando términos que tienen dy/dx
4 equivalentemente "
dy
d d e cosx-xcos(xy) |=—=ycos(xy)+e"senx
[-c-‘scnx+c’%cosx*cos(xy)[xd—iJFyH [[ b ( y))dx ycos(xy)te’s }

despejando dy/dx

dy _ ycos(xy)+e”senx
dx e’cosx-xcos(xy)

Figura 45. Aplicacion del método de derivacion implicita.

Ejercicio. Derivar implicitamente las siguientes expresiones

(i) 2x3 + x2y —xy3 =2 (ii) tan(x — y) =

y
1+x2
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3.4 REGLAS DE DERIVACION PARA FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y
TRIGONOMETRICAS INVERSAS.

En esta seccion se describe como derivar funciones trigonométricas. En la figura 46
se presenta un MCH que describe el proceso de derivacion de la funcion sen(x) a partir de

la definicion de derivada.

(1) Derivada de la
Funcién sen(x)
se requuere

Interpretaclorﬂ&’/// Derivar la

lue
del problema 9 — = == funcién sen (x)

considerando
4 es $ec|r 3)

Definicion de derivada ‘\ {7 sen (x)= Lim, sen (x+h) - sen (X)J

por medio de ‘\ utilizando dx h

’,
\ b \ es |%Aal a

)
L

(5)

’ 1
] | [: sen(x)‘cos(h)+cos(x)’sen(h)-ser\(X)JLcons‘derando Identidad trigonometrica |—para la Suma de dngulos
es decir 1 h
2 T
() v 1 |guél = es %ecwr (4)
d f(x+h) - f(x) 4
Kf =Lim, ., S oo p v () [sen (x+h)= sen(x)*cos(h) + cos(x)"sen(h)]

= sen (x)*Lim,

cos(h) 1] {sen(h)} "
_— +cos(x) Lim,, Factorizacion
h ) considerando— ;. tarmino comn

|gua| a

(9) (7)

v 9
= sen(x)[0] + cos(x)[1] |—C0ﬂS|del'a"do——> Valoresdpiqueﬁos donde—p{ cos(h) -1 _ 4
e h

finalmente v

(10) v _®

d e M -1
= sen (x)= cos (x) h

Figura 46. Derivada de la funcion trigonomeétrica sen(x).

Sin embargo, cuando se tiene la funcion y = sen(u) donde “u” es una funcion

€6 .

derivable respecto a la variable “x” es posible usar la regla de la cadena de la siguiente forma:

De esta manera, se tiene la siguiente formula
W du
—Sen\u) =cos (u) —
dx ( )dx

De igual modo, todas las formulas para derivar el resto de las funciones
trigonométricas también pueden ser obtenidas a partir de la regla de la cadena. En el MC de

la figura 47 se presentan las formulas de las derivadas de las seis funciones trigonomeétricas

“ 2 ‘C 2

para el caso en el que sea una funcion derivable de
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d = du
representada por~>[d—x sen (u)= cos (u) de

Funcién sen (u)

: ) d du
representada por—P[a cos (u)= -sen (u) ﬁ]
3)

Derivada de la d = 2 du
/ Funcién tan (u) representada por~>[—a; tan (u)= sec?(u) -a;]
\ {4 d

Derivada de la e (1 = esce (L1 Ay

Einelén ot (G) representada por~>[ % (u) (u) RE

Reglas de derivacion de de
Funciones Trigonométricas eg

Figura 47. MC sobre las reglas de derivacion de Funciones Trigonométricas.

En la figura 48 se presenta el MCH que describe la resolucion de la derivada de la

derivar la funcién | 1
y=tan(3t)

reqmere\‘
determinar la funcién |_jyego les;ablsfer dgpenldenma multiplicar las derivadas
auxiliar "u" de la funcion original respecto -para y escribir expresion en
a la variable "u
esto es cr L
ecir

términos de "t"
/ \ es clecir

funcion y = tan (3t).

derivar las Y
funciones obtenidas | finalmente

2

dy _ 2
= 3sec?(3t)

Figura 48. Derivada de la funcion trigonométrica tangente mediante la regla de la cadena.
La derivada de la funcidn trigonométrica en (1) se realizd6 mediante la regla de la
cadena a través de (2)-(3)-(4) para obtener como resultado (5). EI mismo procedimiento se
sigue para resolver el problema de calcular la derivada de la funcién y = sen?(3t? — 1) en
el MCH que se presenta en la figura 49. Se trata de un procedimiento que consiste en apoyarse
en una funcion auxiliar “u”, luego expresar la funcidon problema en términos de dicha
variable, calcular las derivadas de las funciones resultantes y posteriormente realizar el

producto de ellas.
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"derivar la funcién
y=sen2(3t*-1)

__ requiere—__
i

) /
determinar la func'on establecer dependencia
auxiliar "u" -luego— ge 1a funcién original respecto (—para
| a la variable "u"

esto es ‘ _
es decir

multiplicar las derivadas
y escribir expresion en
términos de "t"

es <J‘ecir
v

du_d| dyg (dy _dy du
S (3t2-1) 4 (sen?u) e

kb2t S
se l
consideran en du e j =2sen(u)cos(u) v
dt
d_= 12tsen(u)cos(u) |4
~— sustltuye en
\‘~~
se
sustituyeen—o____ / [d_y: tsen( 2u)l

~ donde

dtdd

d \
dy =6tsen(2[3t? 1]) |

senZO 2senficosd

Figura 49. Derivacion de la funcion trigonométrica seno mediante la regla de la cadena.
Por otra parte, tambiéen es posible obtener formulas para la derivada de las funciones
inversas. Para esto se considera que “la derivada de una funcion mondtona y continua, y la
derivada de su inversa son reciprocas una de la otra” (Leithold, p. 471). Partiendo de la
funcion inversa
y = sen"x
Lo cual es equivalente a x = sen y donde “y” esta en [——n n] al diferenciar los

€9

dos miembros de esta tltima expresion con respecto a “y” resulta

dx _
& =cosy

Luego, empleando la identidad trigonométrica sen?y + cos?y =1, y luego,

sustituyendo seny por “x”, dicha identidad se convierte en x2 + cos?y =1, o bien,

1 1 . . .
cos?y =1—x2%. Perocomoy € [—m5m]y enese intervalo cosy es no negativo, se tiene

entonces que cosy = V1 — x2, de esta manera, es posible reescribir la derivada como

x_ e

dy
dy . dx .
Pero como a €S reciproco de E' se tlene entonces que

dy 1

dx  \1—x2
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1
V1-x2'

notacion “arc sen x” para denotar sen™1x, y también para las otras funciones inversas. En

. d _ . .
O lo que es lo mimos —-sen ly = En la literatura es posible encontrar la

el MC de la figura 50 se describen las formulas de derivacion para el resto de las funciones
trigonomeétricas inversas para el caso general en las que éstas tiene como argumento una
funcion “u(x)” diferenciable. La deduccion de estas formulas queda fuera del presente
material, y mas bien nos centraremos en la descripcion mediante el MCH de la aplicacion de

éstas en la resolucion de algunos problemas.

Reglas de derivacion para las
funciones trigonométricas inversas
que tienen argumento u(x) diferenciable

2

y=costu

y=csctu

tiene

tiene tiene 3 tiene tic_ene tiene
derivada derivada deriyada deriyada derivada derivada
d 14,1 du ‘i[tan'lu]= 1 _du d(cottyl=-_1_du
‘K(Se” e = 1+u? dx R T
d (costu)=-—_L_du d (secty)=— L du d 4. 1 du
dx 1-u? dx dx ufuz-1 dx Bavese ] Wurl dx

Figura 50. MC reglas de derivacion de funciones trigonomeétricas inversas.

En el MCH de la figura 51 se describe el problema de calcular la derivada de la
funcion y = cot™?! % En dicho mapa se ilustra la aplicacion de la férmula 5 que aparece en

la figura 50. En este caso, se identifica primero la funcion auxiliar “u” en (2), figura 51, se
realiza la derivada de dicha funcién en (3) y por Gltimo se considera la formula (5) de la

figura 50 y luego se realizan las operaciones en (4)-(5)-(6) para obtener el resultado (7).
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1

derivar la funcion
L 102
y=cot ()
[

requiere

determinar Ia"fxincién mrespecto y emplear la férmula
auxiliar "u a"x" finalmente correspondiente 4

considerando

Figura 51. MCH que describe la derivacion de una funcidn trigonométrica inversa.

Ejercicio. Siguiendo el procedimiento de los MCH de las figuras 48 y 49 derivar las
siguientes funciones: (i) y = 3cos (2x) y (ii) y = 3/tan (36).

Ejercicio. Considerando el procedimiento de la figura 51, derivar las siguientes funciones
trigonométricas inversas: (i) y = cos™*(3x) y (ii) y = 2tan‘1%

35 REGLAS DE DERIVACION PARA FUNCIONES EXPONENCIALES,
LOGARITMICAS E HIPERBOLICAS

En relacion con la funcion logaritmo natural, es decir y = Inu, el libro de Leithold

€CL .Y

(1998) senala que si “u” es una funcion diferenciable de “x” y ademds u(x) > 0, entonces

setiene que lnu = Ly
9 dx T oudx
Por otra parte, de manera general, la derivada de la funcién y = log, u puede ser
obtenida a través del siguiente procedimiento:

Considerando y = log, x
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Entonces se tiene
a” = u (por definicion)
Ina” =Inx (aplicando logaritmo natural a ambos miembros)

ylna =1Inx (por propiedad del logaritmo)

y = 12—2 (de donde se ha despejado “y”)

. . 1 ... - e
Y finalmente se obtiene que logx = ﬁ (pues inicialmente se consideré que y =

, . . ., . Ine 1
loga X), notese que sI se sustltuye X = e en esta expresion se tiene que logae =—=

Ina E‘

. . . . s 1
Luego, diferenciando ambos miembros de esta la expresion log,x = ﬁ respecto a

€6 . i —_ Ll 1 i —_ lOgae
X" se tiene que — log,x = —=0 equivalentemente ™ log,x = —.

Aplicando la regla de la cadena a esta Ultima formula se obtiene la formula general

logge du _ 1 du
u dx (naudx

. d
para el logaritmo de base “a” como o log,u =

En la figura 52 se muestra un MCH que ejemplifica de la solucion del problema de

derivar la funcion y = In 5x.

Para calcular la derivada
y= In 5x

I
se requiere

)

Identificar el argumento "
Iuego—»[ del logaritmo }posterlormente Aplicar la férmula

Interpretacion
del problema

considerando ; del
v es :'ecw v
Derivada de una Argumento es [Logaritmo neperiano]
funcion logaritmica =155
- - es decir
es decir A v
v - ===
9 jog, (uy=—2L _du Deriva el ‘\ X
dx 2 uln(a) dx argumento \
o bien = reescribiendo
es d*ecur 5
d /
— 5x=75 *
. 2
1 utilizando
| v

’ Derivada de una
constante por una funcion

aplicandoen====="7"

Figura 52. MCH de la solucion de la derivada de una funcién logaritmica.



Por otra parte, en relacion con la funcion exponencial y = e*, se tiene que dicha
-, . . . . .d . .
funcidn tiene la propiedad de que es su propia derivada, es decir Eex = e”*. El significado

de esto es que la pendiente de una recta tangente a la curva y = e* es igual a la coordenada
“y” del punto (Steward, 2012, p. 180).

Aplicando la regla de la cadena para derivar la funcién exponencial y = e, donde
’ 1 A M . [{PP% 2] H 4 a d
“u(x)” es una funcion diferenciable de “x” es posible obtener la formula ;e” = e”ﬁ. En

la siguiente figura 53 se muestra un ejemplo de la aplicacion de la formula anterior para

derivar la funcién exponencial y = e**.

Calcula la derivada de
f(x)= e*

Identificar el argumento

luego
g _’[ del exponente

}posteriormente—p

I
considerando es decir

Derivacién de una Argumento
funcién exponencial u= 4x
es decir para
v v
d _,_du_.x Derivar el
x2S @ *In(a) argumento
I es decir .
o bien \
d 1
d du o-Ax=4 1
—_—al= —— %au dx -
.
A considerando '
/
N X 7

\ Derivada de una it d i«
L constante por una | Sustituyendo -
2

N funcién -
>

Figura 53. MCH gue muestra la resolucién del problema de la derivada de una funcion exponencial.

Segun el Leithold (1998) formular para calcular la derivada de una funcién

“_

exponencial de base “a”, es decir, de la funcién y = a*, puede ser determinada de la
siguiente manera:

a* = e*ma (pues el logaritmo natural es inverso a la exponencial natural)
d

—a¥ = e*ina ;—x (xIln a) (por regla de la cadena)
= e*ma(lna) (mediante la propiedad de derivar una constante por una funcion)

d . . ./ . "
- a* =a*Ina (que es laformula para derivar una funcion exponencial de base “a”)



Esta dltima expresion puede ser generalizada mediante la regla de la cadena al caso

de la derivada de la funcion exponencial y = a*, donde “u” es una funcion diferenciable de
.. d d
“x”, quedando de la siguiente manera Ea“ =a“lna U
En la figura 54 se ilustra un MCH que describe la resolucion del problema de derivar

la funcion exponencial y = 43"

Derivar la funcién

_considerando

—

— e —
1 /_,,,/" _
- 2
funcién auxiliar |___|uego- calcular la y _
"yt derivada de "u"| finalmente

s

empleando la
formula

Sxpreeaca es decir partiendo de
por ! ‘
/ v S v
U=3t2 a—— du - ] CH43LZE= 3(2| 413':2 4
(u=3¢"] — du =t 4 B dt[ ]
— ) [
“—se sustitlye es decir

en

Figura 54. Derivada de una funcion exponencial mediante la regla de la cadena

Segun el MCH de la figura X13 calcular la derivada de la funcion requiere definir una
funcion auxiliar “u” en (1), posteriormente derivar dicha funcion en (2) y posteriormente
sustituir la funcion “u” y su derivada en la formula general de la derivada de una funcion
exponencial, de manera que el procedimiento a seguir es (3)-(4)-(5), el cual permite obtener
el resultado (5). Otros problemas de derivacion de funciones exponenciales pueden ser
resueltos mediante el mismo sistema de préacticas representado mediante el MCH de la figura
54.

Por altimo, en relacion con las funciones hiperbdlicas, éstas resultan de ciertas
combinaciones de las funciones exponenciales e* y e™*. De las funciones hiperbdlicas las
méas importantes son la funcion seno hiperbolico (denotada como “senh”) y coseno

hiperbdlico (denotada como “cosh”) las cuales esta definidas de la siguiente manera

eX—e™% eX+e™*
. y coshx = .

(Leithold, 1998, p. 490): senh x = donde “x” es cualquier nimero
real. De estas formulas y de la aplicacion de la regla de la cadena se pueden obtener las
siguientes derivadas generales 2 senhu = coshu & y 2 coshu = senhu &,

dx dx dx dx
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En el MC de la figura 55 se presentan las funciones hiperbolicas, ver (1), (4), (7),
(11), (14) y (17), como combinaciones de exponenciales naturales, ver (2), (5), (8), (12), (15)
y (18), con sus correspondientes formulas para determinar sus derivadas, ver (3), (6), (9),

(13), (16) y (19).

puede calcular

funaones hlperbollcas
resultan
de
N combinar
coth x
senh cosh x tanh X
: . expresada pcr representada por expresada por lag
expresada representada EXDI’ESE a x
por § & 15 N 18
5 ¥ v +e'* 2 .
tanh x=2£ J [sech X= 5
P 2 X_g X o % -
cosh x=&+e” || tanh x= &€~ [ i) €rike £58 dos funciones
2 elie il [ exponenciales
con i también con también a
expresada
eiambleg derivada expresada como es decir
presada también
derivada como general r %
eneral derivada derivada exz;ems:da
9 que se general general . m

con
derivada
general que se
puede calcular csch x=
= que se =
€osh X | puede calcular Senh X

que se

ézue Sle i Lome puede calcular
pue Ceo::ocu lar como como

icosh u=senh u 94 qus se

dx puede calcular d

ax ax como acsch u=-csch u cothu ==
du
—senh u=cosh u £% 94 tanh u=sech? u 94 13
dx dx 4 _sech u=-sech u tanh u 94 19

9 dx dx

16

Figura 55. Las funciones hiperbolicas y sus derivadas.

En el MCH de la figura 56 se ilustra un ejemplo de la aplicacion de la formula (3) de

la figura 55 para calcular la derivada de la funcién y = senh x?

Derivar la funcion

f(x)=senh x?2

requiere

Y g emplear la
posteriormente férmula general

derivar la
" "

funcion auxiliar
funcién "u

non

u

—senh u=2x cosh x2

Figura 56. MCH que describe la resolucion del problema de la derivada de la funcién seno
hiperbdlico.

58



En el MCH de la figura 56 se observa que para derivar la funcién hiperbdlica
primeramente se necesita definir la funcion auxiliar “u”, ver (1)-(2), posteriormente se deriva
dicha funcion respecto a la variable “x” en (3)-(4) y por Ultimo se emplea la formula de la
derivada general (ver 3 en la figura 55) mediante (5)-(6), la cual permite obtener la solucién
del problema como (7).

Ejercicio. Apoyandote en el MCH de la figura 53 calcular las siguientes derivadas: (i) y =
g2sen3x. (i) y = e€”

Ejercicio. Siguiendo el MCH de la figura 54, calcular la derivada de las siguientes funciones:

() f(x) = 673%; (ii) f(2) = 2¢5¢32
Ejercicio. Considerando el MCH de la figura 56 calcular la derivada de la funcion f(x) =

coth 1
X
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Capitulo 4
APLICACIONES DE LA DERIVADA

Obijetivo: Aplicacién del concepto de derivada para resolver problemas de minimizacién, razones de
cambio y caracteristicas gréficas de las funciones como son concavidad, puntos de inflexion y simetria.

4.1 La derivada como una razdn de cambio

4.2 Recta tangente y normal de una curva

4.3 Maximos y minimos

4.4 Concavidad y punto de inflexion, criterio de la segunda derivada e inflexion
4.5 Aplicaciones de maximos y minimos

4.6 Regla de L’hopital

4.1 LA DERIVADA COMO UNA RAZON DE CAMBIO

Siempre que una funcién y = f(x) tenga una interpretacion especifica en alguna de
las ciencias (fisica, biologia, quimica, etc), entonces se considera que ésta tendrd una
interpretacion como razon de cambio, es decir, serd un problema que involucra variacion de
variables relacionadas. Se sabe que si y = f(x), entonces la derivada dy/dx puede
interpretarse como la razén de cambio de y con respecto a x.

Sea x(t), donde “x” es derivable y “t” representa el tiempo, la posicidn instantanea
de una particula, de este modo:

(i) La tasa media de variacion de x(t) en el intervalo [¢, t + h] esta expresada por el cociente

x(t+h)—x(t)
h

(ii) La tasa (o razon) de variacion instantanea de x(t) con respecto a t es Z—’: =x'(t) =

%irré es interpretada como la velocidad de la particula.
-

x(t+h)—x(t)
h
A continuacion, se describen dos ejemplos en el contexto de la fisica escolar, el
primero sobre un movimiento rectilineo y el segundo sobre el movimiento vertical de un
proyectil:

El problema del semaforo. Un vehiculo acelera inmediatamente después de cruzar
un semaforo. Su aceleracién constante es de 4.0 m/s2. En el tiempo t=0 s, el vehiculo se
encuentra a 5.0m del seméaforo, y se mueve a una velocidad de 15m/s. Calcular (a) la posicion
y velocidad del automovil en t=2.0s y (b) ¢a qué distancia se encuentra el automavil cuando

su velocidad es de 25m/s?
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Solucion

En la figura 57 se presenta un dibujo que ilustra la situacion-problema, también
aparecen los datos numéricos que proporciona el problema y que se corresponden con las
variables mecénicas de la situacion, a saber, el desplazamiento “d”, el tiempo “t” y la

velocidad “v”.

’\é\ a=".0m/st

—2p & C

Or—5m—1 A ' M.
ta=Os dg=?¢ o
\/A:If ms \/‘3:?- \/(:,.,/M_v/:

Figura 57. Dibujo del problema del semaforo.

Por otra parte, en la figura 57 las letras A, B y C se interpretan como tres distintos
estados de movimiento del automavil, mientras que la letra O se considera como el punto de
referencia respecto al cual se describe el movimiento. De este modo, en el dibujo, un estado
mecanico se representa mediante las variables mecénicas con un subindice A, B 6 C, por

ejemplo, para el estado A se tiene el estado dA, tAy VA.

~ B e
\ > - >
0 aFS dB de )((m)
{A—; 05 45:‘)05 oy
Vpz1Sm /s ‘-}E;? VC:')_;m.g

Figura 58. Representacion esquematica del problema del semaforo.

En la resolucion del problema también es de gran importancia la elaboracion de un
esquema con objeto de simplificar aspectos de la situacion que no son indispensables para la
resolucion del problema. Por ejemplo, se puede prescindir del semaforo y de las dimensiones
fisicas del automavil y considerarla como una particula o punto, se puede considerar que el
movimiento del automovil es Unicamente sobre una linea recta. Los elementos anteriores
permiten elaborar la representacion esquematica que se muestra en la figura 58. El esquema
es una recta numérica “X” donde cada valor en la recta numérica que Se encuentra a la
derecha del origen “0” se interpreta como el desplazamiento del automoévil en metros (m), es
decir, dA=5m, dB y dC. En el esquema también se presenta el tiempo y la velocidad para

cada desplazamiento.
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Resolucion de
Situacion-problema

reqliiere
® // (i)

7 (i)
interpretar luego responder a: luego L 'rcspondcr a: »
Tasitiadisa Posicién y velocidad del +a qué distancia se encuentra el automovil
automdovil en tB=2.0s? cuando su velocidad es de VC=25m/s

congiderando

[
mediante

medjante

2=V, +2a(d-d,)|

modelado com : 5
odelado como deun e empleando empleando ; , .

: : o= 1,42 se despeja dc
particula Jsustituye-p|X=x0+vot+ < at ’—=¢—‘ )
encuentra / & 2 v=votat

que s€ d l S—
auna f - Lo 2 IVIERY,

v dp=d,+V, tHoaty V,=Va+at, d.=d,+ ¢ o A

on

c
aceleracion
constante

para obtener—( =5+ (25)’-(15)°
v 2(4.0)

durante
todo el

Figura 59. MCH correspondiente al problema del seméforo.

Finalmente, en la figura 59 se presenta de manera grafica el proceso de resolucion del
problema. La resolucion del problema requiere de la realizacion de tres practicas etiquetadas
como i, ii ¢ iii. La practica “i” consiste en la interpretacion de la situacion, y muestra una
organizacion jerarquica de conceptos comenzando en la parte superior con conceptos de tipo
material como automovil y semaforo, hasta aquellos conceptos cada vez mas abstractos que
se encuentran en la parte media e inferior del mapa tales como el concepto de particula, linea

recta, aceleracion, entre otros.
s e cceeas ., 1 . .
En la practica “ii” la funcion x(t) = x, + vt + Eat2 describe la posicion de la
particula en cada instante de tiempo “t”, cuando t = 0 la posicion de la particula es x(0) =

Xo + v,(0) +%a(0)2 = x, = 5. Por otra parte, la velocidad instantdnea de la particula se

obtiene al derivar la funcion x(t) respecto al tiempo, es decir, v = Z—’:z vy +at. La
velocidad en t = 0 es entonces v(0) = v, + a(0) = 15. De manera que a partir de x(t) y
v(t) es posible calcular la posicion y la velocidad en tz = 2.0, lo cual fue determinado
mediante (1) y (2) en el MCH de la figura 59.

Para resolver el inciso (b) del problema las funciones anteriores no son suficientes,

debido a que se requiere una expresion que relacione la velocidad instantanea con la posicion
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de la particula. Por lo que en la practica “iii” se considerd la ecuacion de cinematica v? =
vZ + 2a(x — x,), la cual permite calcular la posicién de la particula cuando ésta ha
alcanzado la velocidad v = 25. En el MCH, despejando d. y sustituyendo las condiciones
iniciales se obtiene como solucién (3).

Un problema de tiro vertical. La altura (en metros) de un proyectil disparado
verticalmente hacia arriba, desde un punto 2m por encima del nivel del suelo con una
velocidad inicial de 24.5m/s es h = 2 + 24.5t — 4.9t% después de “t” segundos. (a)
encuentre la velocidad después de 2 segundos y después de 4 segundos, (b) ¢cuando alcanza
el proyectil su altura maxima?, (c)¢cual es su altura maxima?

Solucién

La resolucion del problema de tiro vertical se ilustra en el MCH de la figura 60. Segun
el mapa, la resolucion inicia con una practica interpretativa que consiste en considerar las
condiciones iniciales, ver (2), del problema a partir de la lectura del texto y, también, tambiéen

en apoyarse en la ecuacion de movimiento, ver (3).
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situacion-problema

__requiere___

_— \x:\
1 P 4 11 \ 15
interpretar la luego, velocidad en y tiempo para y
" 5 —> e calcular la
situacion-problema calcular t=2sy 3s después aliﬁgiﬁ;:lt:'a posteriormente ™| altura maxima Hmax
” considerando . |
considerando que obtelnido constderlando
[ cyando — queta
2 y ~ altura
e 3 velocidad E maxima |___ puede
condiciones | | ecuacién de la Hmax ser calculado
iniciales movimiento | obtenida velocidad i mediante
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medjante toma & a5 dadi se obtiene | 16
tales es decir, expr\esada 5 valores ‘ 13 cuando el h=2424.5t-4.9t
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| por es - 2
v(t)=24.5-9.8t ‘ Hmax=2+24.5(2.5)-4.9(2.5)
osicion [
() | (o esesi
- 17
del respecto es /
al |
il 14 se
) ) e
proyectil tiempo |
se considera
se — en

’\\!A_Asustitu y
en

Figura 60. MCH que describe la resolucion del problema de tiro vertical de un proyectil.

Posteriormente, la velocidad en 2s y 3s es obtenida a partir de la ecuacion de la

velocidad del proyectil “v(t)”, la cual es obtenida al derivar la ecuacion de movimiento, ver
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(5)-(6). Una vez obtenida la velocidad instantanea, se sustituyen los tiempos y se calculan las
velocidades, ver (7)-(8) y (9)-(10).

Por otro lado, a partir de la expresion de la velocidad instantanea también es posible
obtener el tiempo en el que el proyectil alcanza la altura méxima, para lo cual es preciso
igualar la ecuacion de la velocidad a cero, ver (12)-(13), la cual permite obtener el tiempo en
(14). Asi mismo, a partir de este tiempo también es posible calcular la altura maxima del

proyectil, al sustituir directamente en la ecuacion de movimiento (16), lo cual permite obtener

como resultado (17).

4.2 RECTA TANGENTE Y NORMAL DE UNA CURVA

La derivada de una funcién en un punto P puede ser interpretada como la pendiente
de la recta tangente T a la grafica C de dicha funcién en ese punto. Por otra parte, la recta
normal a la curva C en el punto P es la recta a través de dicho punto que es perpendicular a
la recta tangente T (Steward, 2012).

Si una funcidon y = f(x) posee una derivada en el punto x;, la curva tiene una
tangente en el punto P(x,,y;). En la figura 61 se ilustra un MCH muestra un ejemplo de

cémo resolver un problema en donde se solicita obtener la ecuacion de la recta tangente ala

grafica de la funcion y = x2 en el punto P(1,1).

rncuenm una ecuacién de la recta]

tangente a la parabola y=x?
en el punto P(1,1)

|
//’?SG Fedulee®,
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Figura 61. Ejemplo de la obtencion de la ecuacion de la recta tangente a una curva por medio de un
MCH.



Segin el MCH de la figura 61, la resolucion del problema involucra una
interpretacion del problema que consiste en tomar en cuenta la definicién de la derivada como
el limite (1) de la funcién cuando “x” se aproxima a “a”. Posteriormente, se realiza una
segunda préactica, que consiste en particularizar dicha formula a las condiciones del problema,
esto es, interpretar mediante (2), (3) y evaluar la funcién en a = 1. Se realiza una tercera
practica donde se sustituyen las componentes de la practica anterior, lo cual permite obtener
el limite a calcular (4).

Posteriormente, en la cuarta practica se resuelve el limite mediante una factorizacion
por diferencia de cuadrados (5), que permite obtener (6) como la pendiente de la recta
tangente. La ecuacion de la recta tangente es obtenida en la Ultima préctica al sustituir (6) en
la expresion y = mx + b, esto es, y = 2x + b para luego obtener “b” al sustituir las
coordenadas del punto P(1,1), es decir, 1 = 2(1) + b, lo cual implica que b = —1, de
manera que la ecuacion de la recta tangente a P es (7).

Otra manera de calcular la recta tangente, y también la recta normal, sin hacer uso de

la definicion de derivada se ilustra en el MCH de la figura 62.

Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y
1| normal a la curva y=x*+2e* en el punto P(0,2)

requiere.
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como la
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es decir

10

Figura 62. MCH que describe la resolucion de un problema que involucra la recta tangente y
perpendicular a la grafica de una funcién.

Segun el MCH de la figura 62, la resolucién del problema (1) requiere primero
calcular la derivada de la funcidn, es decir (2)-(3). Y como la derivada puede ser interpretada

como la pendiente de la recta tangente, en la segunda practica numerada mediante (3) se
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calcula la pendiente de la recta tangente, ver (4)-(5) en la figura 62. En la tercera practica
numerada con (6) se emplea la ecuacién punto pendiente para determinar la ecuacion de la
recta tangente mediante (7) y luego (8). Por altimo, en la practica se emplea la propiedad (10)
de que el producto de las pendientes de dos rectas perpendiculares es menos uno, para poder
determinar la pendiente de la recta normal (11) que es perpendicular a la recta tangente vy,
mediante la ecuacion punto pendiente (12) con los pardmetros adecuados, se determina la

ecuacion de la recta normal como (13).

4.3 MAXIMOS Y MINIMOS

Una aplicacion importante de la derivada es determinar donde una funcion alcanza
sus valores mas grandes (maximos) y mas pequefios (minimos) en una region (extremos
relativos) o en todo su dominio (extremos absolutos). Los maximos y minimos también se le
conocen como los extremos de una funcion.

La definicion para un maximo relativo dice: Si una funcion f tiene un valor maximo
relativo en el nimero c si existe un intervalo abierto que contiene a c, en el que f esta
definida, tal que f(c) = f(x) para toda x en ese intervalo.

Por otro lado, la definicion de un minimo relativo dice: La funcion f tienen un valor
minimo relativo en el nimero c si existe un intervalo abierto que contiene a c, en el que f
esta definida, tal que f(c) < f(x) par toda x en este intervalo.

En la figura 63 se muestra una funcion que tiene (a) un maximo relativo en el intervalo

(0,3) y (b) un minimo relativo en el intervalo (3,6).

3

Méximo
relativo

Minimo

relativo

(a) ' (b)
Figura 63. Representacion grafica de maximos y minimos relativos (a) Maximo en el intervalo
(0,3), (b) Minimo en el intervalo (3,6).
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Si una funcioén tiene un valor maximo relativo o minimo relativo en c, entonces se
dice que la funcidn tiene un extremo relativo o también conocido como extremo local en c.
Los extremos relativos (locales) de una funcion f son los valores ya sea méas grandes
(maximos) o méas pequefios (minimos) de una regién del dominio.

El siguiente teorema es utilizado para determinar los nimeros posibles en los que una
funcion tiene un extremo relativo.

Si f(x) existe para todos los valores de x en el intervalo abierto (a,b) y si f tiene un
extremo relativo en ¢, donde a < ¢ < b, y ademas f’(c) existe, entonces f'(c) = 0.

El teorema establece que, si f tiene un extremo relativo en c, y si f'(c) existe, entonces
la gréfica de f tiene una recta tangente horizontal en el punto donde x = ¢. Ademas, si f es
diferenciable, entonces los Gnicos nimeros posibles ¢ para los cuales f puede tener un
extremo relativo son aquellos en los que f'(¢) = 0.

A este teorema también se le conoce como el criterio de la primera derivada, y
ademas establece lo siguiente:

e Si f'(x) cambia de signo de positiva a negativa en c, entonces f tiene un maximo

relativo en (c, f(c)).

e Si f'(x) cambia de signo de negativa a positiva en c, entonces f tiene un minimo

relativo en (c, f(c)).

e Si f'(x) es positiva 0 negativa en ambos lados de c, entonces f (c) es un punto de

inflexién (ni maximo ni minimo).

Otro término que es importante conocer para determinar extremos relativos son los
nameros criticos. Si ¢ es un nimero de la funcion f, y si f'(c) = 00 f'(c) no existe, entonces
C es un namero critico de f.

La definicion de un valor maximo absoluto establece lo siguiente: La funcion f tiene
un valor maximo absoluto en un intervalo si existe algin numero c en el intervalo tal que
f(c) = f(x) paratoda x del intervalo. El numero f(c) es el valor maximo absoluto de f en el
intervalo.

Mientras que la definicion de un valor minimo absoluto menciona que: La funcion f
tiene un valor minimo absoluto en un intervalo si existe algin ndmero c en el intervalo tal
que f(c) < f(x) para toda x del intervalo. El numero f(c) es el valor minimo absoluto de f

en el intervalo.
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En la siguiente figura 64 se muestra la representacion de los valores maximos y

minimos absolutos de una funcion en una gréfica.

4]
Maximo 44

absoluto

Minimo
(a) (b) o absoluto
Figura 64. Representacion grafica de los maximos y minimos absolutos. (a) Maximo absoluto
en todo el dominio. (b) Minimo absoluto en todo el dominio.

Por lo tanto, un extremo absoluto o también conocidos como extremos globales son
aquellos valores de una funcién f mas grandes (maximos) o mas pequefios (minimos) de todo
el dominio. Aunque puede determinarse el extremo absoluto de una funcidn en un intervalo
cuando se tiene un valor maximo absoluto o un valor minimo absoluto de la funcion en el
intervalo.

El teorema del valor extremo es utilizado para asegurar si una funcion tiene un valor
méaximo absoluto y un valor minimo absoluto en el intervalo, el teorema dice lo siguiente: Si
la funcion f es continua en el intervalo cerrado [a,b], entonces f tiene un valor maximo
absoluto y un valor minimo absoluto en [a,b].

El teorema del valor extremo establece que la continuidad de una funcion en un
intervalo cerrado es una condicion suficiente para garantizar que la funcion tiene un maximo
y minimo absolutos en el intervalo.

En el MC de la figura 65 se muestra la diferencia que existe entre obtener extremos
relativos (maximos y minimos relativos) y extremos absolutos (méximos y minimos

absolutos).
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f(x)
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T
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T T
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Figura 65. MC sobre la diferencia entre extremos relativos y extremos absolutos.

En la figura 65 se muestra la via para determinar los extremos relativos o absolutos

segun sea el caso, en la parte izquierda se muestra los aspectos a considerar para determinar

que un valor es maximo o minimo relativo, en este caso, hace uso del criterio de la primera

derivada para poder encontrar dichos valores; y en la parte derecha se muestra el teorema del

valor extremos como el fundamento para determinar los valores maximos y minimos

absolutos.

Para poder mostrar a detalle los pasos para encontrar los valores maximos y minimos

se presenta en la figura 66 un MCH donde se determinar los valores maximos y minimos

relativos a partir de una funcion dada.
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Figura 66. MCH de la resolucion para encontrar maximos y minimos relativos.
En la figura 66 se presenta el proceso de solucién para encontrar los maximos y

minimos de la funcion (1) f(x) = x§(8 — x) donde para poder resolver este ejercicio es
necesario tomar en cuenta el criterio de la primera derivada, es decir, si la funcion al ser
evaluada en el punto ¢ cambia de (2) positiva a negativa, entonces se tiene un maximo
relativo, de manera similar, si cambia de (3) negativa a positiva, entonces es un minimo
relativo. EI primer paso es (4) determinar la primera deriva de (1) quedando (5) mediante el
uso de (6) derivada de una funcion potencia, donde al realizar la derivada nos queda (7),
simplificando resulta (8) y se realizan las operaciones necesarias (9) y finalmente queda (10).
Posteriormente se localizan los puntos criticos por medio de (11) por un lado tomando el
numerador para despejar x (12) resultado (13), de manera analoga se toma el denominador
(14) y resultado (15). Los resultados obtenidos en (14)-(15) se utilizan para determinar los
intervalos (16)-(18)-(20) aplicando el criterio de la primera derivada resulta (17)-(19)-(21)

respectivamente, finalmente al utilizar (2)-(3) nos queda el resultado final que es (22).

Ejercicio: Tomando como referencia el MCH de la figura x4, encuentra los maximos y
minimos de las funciones (i) f(x) = x3 — gxz + 1. (ii) f(x) = 2x* -3
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4.4 CONCAVIDAD Y PUNTO DE INFLEXION, CRITERIO DE LA SEGUNDA
DERIVADA INFLEXION

La segunda deriva, al igual que la primera derivada aportan informacién relevante
acerca del comportamiento de una funcién y su gréfica.

Se presenta la definicion formal de concavidad hacia arriba. Se dice que la gréfica de
una funcién es concava hacia arriba en el punto (c, f(c)) si existe f'(¢) y un inetrvalo abierto
(a,b) que contiene a c tal que para todos los valores de x # ¢ en (a,b), el punto (x,f(x)) de la
grafica esta arriba de la recta tangente a la gréafica en (c, f(c)).

Mientras que la concavidad hacia abajo establece: se dice que la gréfica de una
funcion es concava hacia abajo en el punto (c, f(c)) si existe f'(c¢) y un intervalo abierto
(a,b) que contiene a c tal que para todos los valores de x # c en (a,b), el punto (x, f(x)) de
la grafica esta debajo de la recta tangente a la gréafica en (c,f(c)).

En lafigura 67 se muestra como se ve la concavidad de una funcion de manera gréfica.

)

(¢, flc))

. -

€) ‘ (b)

Figura 67. Gréafica de la concavidad de una funcion. (a) Concava hacia arriba en el punto
(c,f(c)). (b) Cdncava hacia abajo en el punto (c,f(c)).

Para determinar si la grafica de la funcion es concava hacia arriba o concava hacia
abajo se enuncia el siguiente Teorema de la “prucba de la concavidad”, donde se emplea la
segunda derivada para conocer el comportamiento de la funcién:

Sea f una funcién derivable en (a,b), y ¢ € (a, b); tal que f"'(c) existe

e Sif"(c) >0, lagréafica de f es concava hacia arriba en el punto (c,f(c)).

e Sif"(c) <0, lagrfaica de f es concava hacia abajo en el punto (c,f(c)).

A partir de la concavidad de una funcién se puede verificar si dicha funcion tiene un
méaximo relativo y un minimo relativo, esta prueba de verificacion se le conoce como el
criterio de la segunda derivada el cual se basa en el hecho de que si la grafica de una

funcién f es concava hacia arriba en un intervalo abierto que contieneac,y f'(c¢) = 0, f(¢)
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debe ser un minimo relativo de f. De manera similar si la grafica de una funcion es concava
hacia abajo en un intervalo abierto que contieneacy f'(c) = 0, f(c) debe ser un maximo
relativo de f. De manera formal se enuncia de la siguiente manera:
Sea f una funcion tal que f'(x) = 0 y la segunda derivada de f existe en un intervalo

abierto (a,b) que contiene a x, entonces:

e Sif"(x) <0, entonces f tiene un maximo relativo en (x,f(x)).

e Sif"(x) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en (x,f(x)).

e Sif"(x) = 0, entonces el criterio falla. Esto significa que f quizas tenga un maximo

relativo en x, un minimo relativo en (x,f(x)) o ninguno de los dos.

En la figura 68 se muestra un ejemplo de la forma de determinar los maximos y
minimos relativos de la funcién f(x) = x5 — 5x3 en base al criterio de la segunda derivada

por medio de un MCH.
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Figura 68. MCH de la determinacion de maximos y minimos con el criterio de la segunda
derivada.

En la figura 68 se muestra por medio de un MCH la determinacion de maximos y
minimos de la funcién f(x) = x> — 5x3 en base al criterio de la segunda derivada para poder
resolver este ejercicio es necesario tomar en cuenta el criterio de la segunda derivada, es
decir, si la segunda derivada de la funcion (2) es menor que cero, entonces se tiene un maximo
relativo, si (3) es mayor que cero, entonces es un minimo relativo y si (4) es igual a cero,

entonces es un punto de inflexion. EI primer paso es (5) determinar la primera deriva de (1)
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quedando (6) por medio de (7) derivada de una funcion potencia y la (8) derivada de suma
de funciones; factorizando nos resulta (9). Luego es necesario (10) determinar la segunda
derivada de (1) donde al realizar la derivada de (9) o bien aplicando (11) la derivada de (6)
nos resulta (12) por medio de la aplicacion de la regla de la cadena que expresa en (13).
Posteriormente se localizan los (15) puntos criticos por medio de (16) consiguiendo (17) por
medio (18). Los resultados obtenidos en (17)-(12) se utilizan para ser (19) evaluados y de
esta manera obtener el resultado final (21)-(22)-(23).

Si existe un punto en la gréfica de una funcion en que el sentido de la concavidad
cambia, y la gréfica tiene una recta tangente en ese punto, entonces la gréafica cruza su recta
tangente en ese punto. A dicho punto se le llama punto de inflexion, y se le define de la
siguiente manera: Si f es diferenciable en (a,b) y ¢ € (a, b) y si el punto (c,f(c)) es un punto
de inflexion, entonces, si f'(¢) existe, entonces f"'(¢) = 0.

Para identificar los posibles puntos de inflexion basta con despejar la variable x de la
ecuacion que resulta que resulta una vez que se ha igualado la segunda derivada de la funcion
a cero; o para los valores de x para los cuales la segunda derivada no existe. Por ejemplo, en
la Figura 69 se ilustra un ejemplo que describe la resolucion de un problema que se presenta
en un libro de Calculo (Leithold, 1998, p. 236) que implica el uso de los puntos de inflexion

y la concavidad de una funcién potencia.

P EJEMPLO 2 Dada

F) = 3

encuentre el punto de inflexi16n de la grifica de f y determine dénde la grifica
es céncava hacia arriba y dénde lo es hacia abajo. Apoye las respuestas
graficamente.

Solucion  Las derivadas primera y segunda de f son

fix) = %x 2/3 y fx) = 7%.1 513

De las ecuaciones anteriores se observa que f(0) y f"(0) no existen. En el
ejemplo ilustrativo 3 de la seccién 2.2, se mostré que el eje y es la recta tan-
gente de la grifica de esta funcion en el origen. Ademas,

x>0 six<0 y ffx<0 six>0

Por tanto, de la definicién 3.5.4 (ii), f tiene un punto de inflexién en el origen.
La concavidad de la grifica se determina a partir del signo de f"(x), los resul-
tados se resumen en la tabla 3.

Tabla 3

’ fixy fix) Frix) Conclusicn
- fes creciente: la grafica de fes
cincava hacia arriba
x =0 .o ne ne. La grifica de f tiene un punto de
i inflexion
0<x - - [ es creciente; |a grifica de fes
{ cdncava hacia abajo

x <0 -

La figura 14, que muestra la grifica de f trazada en el rectdngulo de
inspeccién de [-3, 3] por [-2, 2], apoya la informacién de la tabla 3. 4

Figura 69. Problema resuelto sobre concavidad y puntos de inflexion (Leithold, 1998, p. 236).
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El proceso de solucién del autor del libro en la figura 69 no presenta de manera
explicita la argumentacion, los conceptos y las propiedades empleadas en la resolucion del
problema. Sin embargo, mediante el MCH es posible intuir y representar esquematicamente
el sistema de practicas realizado por el autor, ver figura 70.

Puntos de > (S| £'(c)=0 ] entonces—p| (c,f(c)) es un -——a
es dec«r(z) © punto de inflexion R
Interpretacion

del problema considerando . ; \

P \ 3) (s (c)<0 es. Conca;av hacia \
abajo
Prueba de | o gocir i .
concavidad ~b 5

A ° ‘
arriba \
2 \

Determinar la 5 es igual 3(6) \

A A <. 3
primera derivada de es decir—b F(x)= %X e Lo ‘\
fo)=x" Side Derivada d

iliza ~ —cOnsiderando. erivada de una | expresada X" e \
5) se ?r:hza funcién potencia como & A ! 1
1 B s 1

)
1

. ® :
Determinar la 7 X s (9) !
segunda derivada de & B La derivada de | | _es decir—{ f'(x) es igual a—p| 2,7 \
0 también—p| 1 2 9 \

f(x)=x1? fx)=%x? s

) 3 1 considerando. Derivada de una

expresada # dx® v
f funcién potencia

como ”" LX=nx
Determinar los puntos |(10) (11) " g )
criticos de 2 ] .
€ sustituyenday £(x)=0 |-es ecir- =g 13 L_Porlo (12) *
12 : fE)=0=3x" tantu : 3
FO0=5x ; E ; 5
-7 1

1
dx deterneina
se utiliza en

=5 P
es igual a_,@\(,l\q) s \
s - (0,0) -7
_ -7 porlo tant0—> por tantow( es un punto
Z o de inflexion
koS igual a—p| (15) (16)

(17) W fw

N

- N

'
Evalta (12) a3)
en(6)y (9) [©S decibtanemos

Se realiza la
: es decir—p|
prueba de concavidad

<o .
0

0

Figura 70. MCH para determinar concavidad y puntos de inflexién

En la figura 70 se muestra por medio de un MCH la determinacién de los puntos de
inflexion y la concavidad de la funcion £ (x) = x/3 considerando la definicion de puntos de
inflexion que se refiere a (2) y la prueba de concavidad que enuncia (3) para concava hacia
abajo y (4) para concava hacia arriba. EIl primer paso es (5) y consiste en determinar la
primera deriva de (1) quedando (6). Luego es necesario (7) determinar la segunda derivada
de (1) donde al realizar la derivada de (6) tenemos (8) por medio de la derivada de una funcion
potencia quedando como se muestra en (9). Posteriormente se localizan los (10) puntos
criticos sustituyendo (11) en (6) resultando el (12) valor de x. En (13) resultado obtenido en
(12) se evalla en (6) y (9) obteniendo (14)-(15) para determinar (16). Finalmente se realiza
(17) por medio de (3)-(4) quedando (18) como resultado final (18).

Ejercicios: Basandote en el MCH de la figura x8 encuentre el punto de inflexion de la gréfica

de f(x) =x3—6x24+9x+1 vy determina dénde la gréafica es concava hacia arriba y
cdncava hacia abajo.
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4.5 APLICACIONES DE MAXIMOS Y MINIMOS

La aplicacion de la derivada para calcular médximos y minimos se presenta en diversas
areas de conocimiento como en aritmética, geometria, economia, administracion, etc., ya que
en la préactica muchos problemas exigen minimizar un costo 0 maximizar un area, o bien
encontrar el mejor resultado posible para una situacion.

Para resolver los problemas que se presentan en cualquiera de estas areas a partir de
los datos existentes, es importante como primer momento encontrar la expresion matematica
de la funcién que represente el problema y cuyos valores méaximos y minimos se desean
obtener. Deberé plantearse en funcién de una sola variable, esto es, las condiciones del
problema deben aportar suficientes relaciones entre las variables, para poderse expresar a
todas ellas en funcion de una sola variable independiente. Una vez que se tenga la funcion en
laformay = f(x), se aplican los sefialamientos discutidos en las secciones 4.3y 4.4.

Una de las aplicaciones mas importantes de la derivada son los problemas de
optimizacion, es decir, determinar donde una funcion alcanza sus valores maximos y/o
minimos. Algunos de los problemas que usualmente se resuelven son: ;cual debe de ser la
forma de la lata que minimice los costos de fabricacion?, ;cual es la aceleracion maxima de
un transbordador?, etc.

Para comprende mas acerca del proceso de resolucion de problemas de optimizacion
se tomara como ejemplo el MCH de la figura 72, el cual describe la resolucion del problema
tipico de la caja: Un fabricante de cajas de estafio desea emplear piezas de 8x15 in, cortando
cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando los lados, ver figura 71. Calcule la
longitud necesaria del lado del cuadrado por cortar si desea obtener de cada pieza de estafio

una caja sin tapa del maximo volumen posible.

x 15-2x x
X L;{
§ 8-2x 15.2x
x |7x X /
x x 8- 2x

15

Figura 71. Problema de la caja de estafio. Pieza rectangular de estafio donde se recortan cuadrados
en las esquinas (izq) y caja de estafio obtenida al doblar los lados (der).
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resolucion del problema de
optimizacién

—requiere—

1 //’/( \112
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|
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/‘o 1682 3 4\ 5 4

— que se

Figura 72. MCH que describe la resolucion de un problema de optimizacién.

Segun el MCH de la figura 72, la resolucion del problema requiere como primer paso
en (1) obtener una expresion para el volumen en término de una sola variable, para lo cual es
necesario considerar el producto del area de la base de la caja (2) y la altura de la caja (3), lo
cual permite obtener (4)-(5) y finalmente el volumen expresado como (6). La gréafica del
polinomio ctibico obtenido se presenta (7) y en ella puede verse que el valor de “x” tiene que
encontrarse en el intervalo [0,4], es decir, debe cumplirse (8)-(9)-(10)-(11).

Posteriormente, en la segunda practica numerada con (12), es necesario obtener los
puntos criticos de la funcion (lo cual puede verse en (7) directamente). Para eso se calcula la
derivada de la funcién mediante (13)-(14) y se iguala a cero en (15). La resolucion de dicha
ecuacién permite obtener como punto critico a (17). Se descarta la solucion (16) pues ésta al
exceder (11) carece de significado en el contexto del problema. Por Gltimo, se determina si
el punto critico encontrado es maximo mediante el criterio de la segunda derivada (22)-(23),
lo cual permite encontrar que (17) corresponde a un maximo del volumen de la caja.
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Ejercicio. Tomando como guia el MCH de la figura 71, resolver el problema de
optimizacion: (i) Si un lado de un campo rectangular va a tener como limite natural un rio,
halle las dimensiones del terreno rectangular mas grande que puede cercarse usan 240m de
valla para los otros tres lados del terreno; (ii) Halle el nimero en el intervalo [0,1] tal que
la diferencia entre el nimero y su cuadro sea maxima.

4.6 REGLA DE L’HOPITAL
Al aplicar un limite a un cociente formado por dos funciones, necesita el riesgo de
que este valor indetermine la funcién, por ejemplo, si se analiza el comportamiento de la

siguiente funcidn, aplicando el siguiente limite:

In(x)
x-1x —1

Se puede ver como al sustituir el valor del limite en el denominador, éste toma el
. 0 .
valor de 0, al igual que el numerador, por tanto, el resultado queda como 5 cuyo valor no esta

definido.

Si se toma la misma funcidn, pero ahora tomando el limite cuando x — oo, es decir,

lim @ aqui hay una lucha en el resultado final, ya que puede quedar 0 o o, dependiendo

X—00 X—

de quién gane, el numerador o el denominador. En cualquiera de los dos casos, el limite queda
indeterminado, quedando como posible resultado el tipo 2

Por ello el principal uso de la Regla de L’Hopital es la resolucion de limites que tienen
alguna indeterminacién del tipo % 0 g A continuacion, me enuncia la Regla de L’Hopital de

manera formal:
Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas y derivables en un intervalo (a,b) que

contiene al punto x,, de tal manera que:

e El limite de la funcion f(x) en el punto x,, asi como el de g(x), es 0.
e La derivada de la funcién g(x) es distinto de cero en cualquier punto del intervalo x
que sea distinto de x,, es decir, g'(x) # 0.

e Existe el limite del cociente de las derivadas respectivamente en el punto x,:
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f(x)
m 2

li
x=%0 g'(x)
Si se cumplen estas condiciones, entonces existe el limite de % y se calcula como:

f@_ . f®

1 i

= 1l1m
% g(x) | ¥R g (X)

Algunas observaciones para considerar se enuncian a continuacion:

e Esta regla también se puede utilizar cuando la x tiende a infinito (x — o).
e La Regla de L’Hopital se puede aplicar tantas veces como sea necesario mientras

sigan cumpliéndose las condiciones mencionadas anteriormente, hasta hallar el valor

del limite.
e Esta regla también se puede aplicar en otro tipo de indeterminaciones, siempre y

cuando hallamos realizado las transformaciones necesarias para convertir la

. . -, . . . . 0
indeterminacion en una del tipo necesario para aplicar L’Hopital: 5 0 la de E

En el siguiente MCH se muestra la forma de aplicar la regla de L’Hopital. La figura

. . ., . . . -, . 0
73 ilustra el ejemplo de una funcion que tiene una indeterminacion del tipo o
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Figura 73. Resolucion de una indeterminacion aplicando la regla de L Hospital.
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sen (x)

En la figura 73 se muestra la solucion para encontrar el limite la (1) funcion

cuando x tiende a 0. Para la solucion de este ejercicio es necesario considerar la regla de
L’Hospital que se expresa en (2). EI primer paso a realizar es (3) evaluar el limite en la
funcion para verificar que posea alguna indeterminacion, para lo cual resulta (4)-(5)
basandose en los tipos de indeterminaciones como (6)-(7), al ver que si resulta una
indeterminacion se aplica la regla de L’Hospital, por lo cual se realiza primero (8) derivando
el numerador donde resulta (9) considerando la derivada de las funciones trigonométricas, en
seguida se realiza (10) la derivada del denominador resultando (11) considerando la derivada
de una funcién potencia que se expresa en (12). Finalmente se (13) reescribe el limite
tomando en cuenta (9)-(12) quedando como (14), (15) se evalta el limite con esta nueva
funcién quedando finalmente como (16).

A continuacién, en la figura 74 se muestra otro ejemplo de la aplicacion de la regla

L’Hopital para resolver limites que poseen alguna indeterminacion.
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Figura 74. MCH ejemplo de la aplicacion de la regla de L’Hospital.

En la figura 74 se muestra la solucion para encontrar el limite

cuando x tiende a co. Para la solucion de este ejercicio es necesario considerar la regla de

L’Hopital que se expresa en (2). El primer paso a realizar es (3) evaluar el limite en la funcion
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para verificar que posea alguna indeterminacion, para lo cual resulta (4)-(5) basandose en los
tipos de indeterminaciones como (6)-(7), al ver que si resulta una indeterminacion se aplica
la regla de L’Hopital, por lo cual se realiza primero (8) derivando el numerador donde resulta
(9) considerando la (10) derivada de una suma de funciones y derivada de una funcion
potencia expresada en (11), en seguida se realiza (12) la derivada del denominador resultando
(13). Finalmente se (13) reescribe el limite tomando en cuenta (9)-(13) quedando como (15)
se evalua el limite con esta nueva funcion quedando finalmente como (16), por lo tanto, en

(17) se expresa el resultado final mediante la aplicacion de la regla de L’Hopital.

Ejercicios: Resuelve los siguientes limites usando como guia el MCH de la figura 74

1
(i) Tim = (ii) lim x=
x—oo X X—00
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