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Información para el lector

El objetivo de las presentes notas es introducir al lector en el estudio de sistemas

Hamiltonianos con simetŕıas de norma. En la actualidad, este tipo de sistemas se en-

cuentran prácticamente en todas las áreas de la f́ısica moderna, aśı como forman una

herramienta fundamental en el estudio de diversos problemas en f́ısica-matemática,

tales como el estudio de aspectos modernos en teoŕıa cuántica de campos, formula-

ciones no perturbativas, métodos de cuantización algebráicos, topoloǵıa de los espacios

de soluciones, cuantización en variedades con curvatura, geometŕıa no conmutativa,

teoŕıas en el ret́ıculo, por mencionar algunas. Como parte del contenido del pro-

grama de la Licenciatura en Matemáticas Aplicadas, las notas sirven como material

bibliográfico totalmente autocontenido para los cursos optativos de Temas Selectos

de álgebra y geométria I y II. Las notas también forman parte como material com-

plementario para el curso de F́ısica Teórica II o alguna optativa enfocada al área de

F́ısica Teórica perteneciente a la Licenciatura en F́ısica, ya que el formalismo Hamil-

toniano para este tipo de sistemas ráramente es considerado en los cursos de licen-

ciatura. Finalmente, el presente material sirve como material de apoyo en la materia

de Cuantización de Sistemas de Norma, perteneciente al programa en la Maestŕıa en

Matemáticas Aplicadas y F́ısica Matemática.
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4.2 Yang-Mills como una teoŕıa BF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.2.1 Descomposición de la acción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

iii



iv CONTENTS

4.2.2 Análisis hamiltoniano de Yang-Mills como una teoŕıa tipo BF 54
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Chapter 1

Introducción

...I feel that there will always be something missing from them

[non-Hamiltonian methods] which we can only get by working

from a Hamiltonian.

—P.A.M. Dirac, Lectures on Quantum Mechanics.

En la actualidad, la teoŕıa de la Relatividad General y la Mecánica Cuántica

se encuentran entre los mayores logros intelectuales del siglo XX. Cada una de es-

tas teoŕıas ha alterado profundamente los conceptos que subyacen en nuestro en-

tendimiento del mundo f́ısico que nos rodea. Sin embargo, a pesar de que ambas han

sido incréıblemente exitosas describiendo los fenómenos f́ısicos con un sorprendente

grado de exactitud, cada una en su propio dominio, estas nos ofrecen dos retratos

muy distintos de la realidad. A primera vista, incluso uno podŕıa sorprenderse de

como la f́ısica ha sido capaz progresar ante tal conflicto. Desde luego, la razón se

encuentra en el hecho “accidental” de que las constantes fundamentales de nuestro

universo conspiran para hacer la longitud de Planck tan pequeña, mientras que la

enerǵıa de Planck es inmensamente grande. Es debido a esto, que hemos podido

usar una precisa imagen geométrica de la relalidad, la cual está dada por la Relati-

vidad General, cuando tratamos con fenómenos de carácter astrof́ısico; mientras que

el mundo atómico y subatómico son descritos por la Mecánica Cuántica. Aunque

esta estrategia es apropiada en la práctica, resulta ser bastante insatisfactoria desde

un punto de vista conceptual; la ráız de esto se debe a que a lo largo de la historia,

nuestra experiencia en la f́ısica nos dice que estos dos retratos del universo deben ser

aproximaciones que surgen como ĺımites de una teoŕıa más fundamental, la cual debe

representar una śıntesis de la Relatividad General y la Mecánica Cuántica, es decir,

una teoŕıa cuántica de la gravedad. Es esta teoŕıa la que debemos invocar cuando
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CHAPTER 1. INTRODUCCIÓN

afrontamos fenómenos como el big bang y la evolución de agujeros negros, donde los

mundos de la Relatividad General y la Mecánica Cuántica inevitablemente coinciden.

La necesidad de una teoŕıa cuántica de la gravedad fué advertida por primera vez

por Einstein en 1916 en la Preussische Akademie Sitzungsberichte. El escribió:

Nevertheless, due to the inneratomic movement of electrons, atoms would

have to radiate not only electromagnetic but also gravitational energy, if

only in tiny amounts. As this is hardly true in Nature, it appears that

quantum theory would have to modify not only Maxwellian electrodynamics

but also the new theory of gravitation.

Los primeros trabajos sobre el tema comenzaron a aparecer a mediados de los años

treinta, principalmente por Bronstein, Rosenfeld y Pauli. El objetivo era lograr para

gravedad lo que se hab́ıa obtenido para el caso de las otras fuerzas fundamentales. En

aquel tiempo, el proceso de cuantización se hab́ıa llevado a cabo de manera exitosa

para el caso del campo electromagnético, usando tanto el enfoque canónico como el

covariante. En el tratamiento canónico, y usando el principio de incertidumbre de

Heisenberg como gúıa, los campos eléctrico y magnético surgen de manera natural

como estados cuánticos invariantes de norma. Mientras que en el enfoque covariante

uno cuantiza los modos de oscilación del campo de Maxwell en el espacio-tiempo,

sin necesidad de llevar a cabo una descomposicón (3 + 1), de esta manera, los esta-

dos cuánticos surgen como elementos de un espacio de Fock. En el caso del campo

electromagnético, ambos métodos son completamente equivalentes, no obstante, en

el caso gravitacional la diferencia es profunda. Esto no es accidental, y la razón se

encuentra profundamente arraigada en una de las caracteŕısticas fundamentales de la

teoŕıa, el doble papel que juega la métrica del espacio-tiempo.

Para apreciar mejor este punto tomemos como ejemplo a Maxwell, la cual es una

teoŕıa de campo definida en un espacio-tiempo de Minkowski. En este caso, los campos

dinámicos son representados mediante un tensor, Fµν , en el espacio de Minkowski;

mientras que la geometŕıa del espacio-tiempo provee la noción de causalidad, es decir,

la arena sobre la cual los campos se propagan. Finalmente, las isometŕıas de la métrica

nos permiten construir cantidades f́ısicas tales como flujos de enerǵıa, momento y

momento angular, los cuales están asociados a las ondas electromagnéticas.

Por el contrario, en el caso de Relatividad General y las teoŕıas invariantes bajo

difeomorfismos, no existe una geometŕıa de fondo. La métrica del espacio-tiempo es

una variable dinámica fundamental, que de manera semejante al caso de la métrica de

Minkowski, determina la geometŕıa del espacio-tiempo, proporciona los conos de luz

y determina la propagación de todos los campos f́ısicos (inclúıda la métrica misma).

Por otro lado, es el análogo al potencial gravitacional Newtoniano, y por lo tanto

funge como la entidad dinámica básica de la teoŕıa. Este doble papel que juega la
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métrica equivale precisamente al principio de equivalencia, el cual yace en el corazón

de la teoŕıa de la Relatividad General. Esta caracteŕıstica, es la responsable de la

poderosa economı́a conceptual de la teoŕıa, aśı como de su elegancia y belleza estética;

sin embargo también es la causante de su extrañeza, la cual trae consigo una serie de

problemas técnicos y conceptuales. Un ejemplo de las dificultades que surgen al no

tener una geometŕıa de fondo, es el problema para definir una enerǵıa y un momento.

Debido a que a priori no tenemos un espacio-tiempo, para poder introduccir los

conceptos básicos de causalidad,tiempo y evolución, es necesario resolver primero las

ecuaciones de movimiento y construir a partir de ellas un espacio-tiempo.

En relación a la teoŕıa cuántica, los problemas llegan a ser significativamente

más serios. Debido al principio de inertidumbre, la Mecánica Cuántica nos dice que

las part́ıculas no tienen trayectorias bien definidas, y la evolución temporal solo se

manifiesta mediante amplitudes de probabilidad. De manera similar, en una teoŕıa

cuántica de la gravedad, el espacio-tiempo no estaŕıa completamente identificado,

haciendo que las nociones f́ısicas de causalidad, tiempo y estados asintóticos, no esten

bien definidos.

Este tipo de problemas son abordados tanto por métodos canónicos como covari-

antes, sin embargo, la postura de ambos es dramáticamente diferente. En el enfoque

canónico, el cual es el tema central de esta tésis, tiene como objetivo llevar a cabo

una formulación hamiltoniana bien definida, para luego emplearla como paso previo

al proceso de cuantización. Las relaciones fundamentales de conmutación dan origen

a las relaciones de incertidumbre, mientras que los operadores definidos en hipersu-

perficies capturan de alguna manera las nociones de causalidad. El énfasis en estos

tratamientos canónicos es preservar el carácter geométrico de la Relatividad General,

y por ende de las teoŕıas generalmente covariantes, reteniendo la fusión que existe

entre gravedad y geometŕıa, tal y como Einstein la formuló.

La primera etapa del programa, basada en la formulación hamiltoniana, fué llevada

a cabo en los años sesenta por Dirac, Bergmann, Arnowitt, Deser, Misner y otros

[2, 3, 4, 5]. En esta formulación, la variable dinámica fundamental es la 3-métrica, la

cual está definida en hipersuperficies espaciales. Esto tiene como consecuencia, que

la formulación hamiltoniana de Relatividad General pueda ser interpretada como una

teoŕıa dinámica de geometŕıas tridimensionales, la cual fué bautizada años despúes

por Wheeler como geometrodinámica. En una segunda etapa, el mismo Wheeler

llevó a cabo un ambicioso programa en el cual los números cuánticos asociados a

las part́ıculas elementales surgiŕıan mediante configuraciones topológicas no triviales

del espacio-tiempo cuántico, haciendo que la f́ısica de part́ıculas pudiera reformularse

como una qúımica geométrica. Sin embargo, la mayor parte del trabajo concerniente

a la geometrodinámica permaneció de manera formal, incluso en la actualidad, existen
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muchos problemas los cuales permanecen sin resolver. Posteriormente, el programa

se enfrentó a otro tipo de limitaciones, los conceptos y técnicas que hab́ıan sido tan

exitosas en la electrodinámica cuántica parećıan no funcionar. En particular, en el

marco de la geometrodinámica cuántica es complicado entender como emergen los

gravitones, como calcular matrices de dispersión y como los diagramas de Feynman,

mediante procesos virtuales, dan lugar a correcciones radiativas. En palabras de

Weinberg, el énfasis de la geometŕıa en el enfoque canónico acrecentó la brecha entre

la Relatividad General y la teoŕıa de las part́ıculas elementales [6].

En el enfoque covariante [4, 7, 8], a diferencia del canónico, el énfasis fué puesto

sobre las técnicas de teoŕıas de campo, más que en la geometŕıa. El primer paso

de este programa es dividir la métrica del espacio-tiempo gµν , en dos partes, gµν =

ηµν +
√
Ghµν , donde ηµν , es una métrica de fondo, a menudo tomada como plana, G

es la constante de Newton, y hµν es una desviación de la métrica, la cual da lugar a

un campo dinámico. Por lo tanto, el doble papel que jugaba la métrica ahora está

dividido. La actitud general, hacia sacrificar la fusión entre gravedad y geometŕıa,

es que es un precio bajo que pagar si queremos usar la poderosa maquinaria de la

teoŕıa de pertubaciones; de hecho esta división hace que la mayoŕıa de los problemas

conceptuales discutidos anteriormente desaparezcan. A nivel cuántico, el campo hµν

se propaga sobre el espacio-tiempo de fondo ηµν , el cual si se toma como plano, define

operadores de Cassimir sobre el grupo el Poincaré, dando lugar a una part́ıcula de

esṕın dos con masa cero, llamada gravitón. De esta manera, la teoŕıa cuántica de la

gravedad es reducida a una teoŕıa cuántica de campos sobre un espacio de Minkowski.

Consecuentemente, una segunda etapa en el programa de cuantización covariante

surgió con gran entusiasmo, el lema era: elige una lagrangiana, perturba y expande.

Este entusiasmo fué generado por el descubrimiento de que la teoŕıa de Yang-Mills,

acoplada a fermiones, es renormalizable, lo cual llevó al origen de la teoŕıa de las

interacciones electrodébiles; la f́ısica de part́ıculas fué testigo del renacimiento de la

teoŕıa cuántica de campos. Como era de esperarse, este entusiasmo contagió el area

de Relatividad General, sin embargo, años depués el formalismo covariante sufrió su

primer gran problema. Gravedad pura no es renormalizable a dos lazos, mientras que

gravedad acoplada con materia no es renormalizable incluso a un lazo. Esto significa,

que la teoŕıa cuántica requiere de un número infinito de parámetros indeterminados,

y aunque uno aún puede usar ésta como una teoŕıa efectiva, a nivel fundamental no

tiene poder predictivo alguno. Desde entonces, se ha invertido mucho esfuerzo en la

posibilidad de tener teoŕıas más sofisticadas, como es el caso de supergravedad N = 8

(siendo N el número de supersimetŕıas presentes), donde la cancelación de estos

infinitos ocurren a orden de dos lazos, incluso si la teoŕıa está acoplada con materia.

Sin embargo, existe la creencia de que a ordenes más altos, la teoŕıa continúe siendo
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no-renormalizable.

A mediados de los ochenta, tanto el enfoque canónico, el cual era mayoritariamente

perseguido por los relativistas, como el covariante por la f́ısica de part́ıculas, recibieron

un impulso inesperado, el cual llevó a una tercera etapta en el desarrollo de la gravedad

cuántica. Por el lado covariante, esta teoŕıa corresponde a la teoŕıa de cuerdas, cuya

base ideológica radica en reemplazar las part́ıculas puntuales por objetos extendidos

unidimensionales, llamados cuerdas. Bajo este esquema las part́ıculas corresponden

a los modos de excitación de las cuerdas, incorporando una part́ıcula de esṕın dos, la

cual correspone al gravitón. Sin embargo, a pesar de todas las propiedades fascinantes

de la teoŕıa, perturbativamente presenta serias limitaciones, un ejemplo es el caso

bosónico, en donde las series divergen incontrolablemente, el cual continúa siendo un

problema sin resolver. Recientemente, la teoŕıa de cuerdas está enfocada a problemas

muy interesantes como es el caso de la dualidad ADS/CFT, y el uso de dualidades

entre diferentes aspectos de la misma teoŕıa.

Por el lado relativista, esta tercera etapa comenzó con la siguiente observación:

el programa de geometrodinámica presentado inicialmente por Dirac, Bergmann,

Wheeler, entre otros, se simplifica considerablemente si en lugar de tomar a la 3-

métrica como el objeto fundamental, consideramos a la conexión. De hecho, actual-

mente se sabe que en los cincuentas, Schrödinger y el mismo Einstein hab́ıan expresado

a Relatividad General como una teoŕıa de conexiones. Sin embargo, ellos usaron la

conexión de Levi-Civita, lo cual hizo que la teoŕıa llegara a ser demasiado complicada.

Tal vez, la ventaja mas importante de usar conexiones en lugar de métricas, es que el

espacio fase de Relatividad General se comporta de manera similar al de las teoŕıas

con campos de norma usuales. La brecha entre Relatividad General y la teoŕıa de

las part́ıculas elementales a la cual se refeŕıa Weinberg, es removida sin sacrificar la

escencia geométrica de Relatividad General [9].

En particular, mientras que existe una geometŕıa de fondo en la teoŕıa de las inter-

acciones débiles y fuertes, en el caso de gravedad surgen nuevas propiedades. Entre

estas encontramos que el mundo es relacional, sólo los eventos independientes de las

coordenadas son significativos, esto es las teoŕıas deben ser generalmente covariantes.

De la misma forma, el campo gravitacional corresponde a la geometŕıa del espacio-

tiempo, esto es, la geometŕıa es un aspecto puramente dinámico. Relatividad General

no es una teoŕıa de campos en un espacio-tiempo curvo, es una teoŕıa de campos, los

cuales evolucionan unos con respecto a otros [10].

Dada la importancia del estudio de este tipo de sistemas en prácticamente to-

das las áreas de la f́ısica y su relación directa con aspectos geométricos, topológicos

y dinámicos en diversos problemas en matemáticas, el tema principal de las pre-

sentes notas consiste en estudiar la estructura hamiltoniana de teoŕıas con simetŕıas
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de norma, poniendo énfasis en algunas teoŕıas invariantes bajo difeomorfimos me-

diante el Método de Dirac o Algoritmo de Dirac-Bergmann. En esta propuesta, y

considerando el esṕıritu de la covariancia general de la Relatividad General, se con-

sidera a todas las variables presentes en la acción, como variables dinámicas. De esta

manera, uno trabaja con el espacio fase completo, lo cual permite conocer de manera

expĺıcita la estructura completa de las restricciones y las transformaciones de norma.

Este tratamiento, también nos proporciona la posibilidad de relacionar la estructura

canónica de las teoŕıas invariantes de norma con algunos aspectos sobre diferentes

esquemas de cuantización, tales como la construcción de integrales de trayectoria y

métodos discretos. Cabe señalar, que este formalismo resulta como punto de partida

para estudiar aspectos modernos en teoŕıa cuántica de campos, tales como formula-

ciones no perturbativas, métodos de cuantización algebráicos, topoloǵıa de los espacios

de soluciones, cuantización en variedades con curvatura, geometŕıa no conmutativa,

teoŕıas en el ret́ıculo, solo por mencionar algunas.
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Chapter 2

El formalismo de Dirac-Bergmann

En la f́ısica, las simetŕıas observadas en la naturaleza juegan un papel central en

la construcción de cualquier teoŕıa que pretenda describir algún fenómeno f́ısico. Si

la dinámica de una teoŕıa es descrita a partir de una función lagrangiana, entonces

esta función debe reflejar tales simetŕıas. Sin embargo, esto no significa que todas

las simetŕıas de una acción debieran ser observadas. Actualmente, todas las teoŕıas

que describen las interacciones fundamentales son teoŕıas invariantes con respecto

a grupos de simetŕıa locales o versiones espontáneamente rotas de éstas. Para las

teoŕıas de Yang-Mills ésta simetŕıa corresponde a las transformaciones de norma,

para relatividad general y teoŕıa de cuerdas son los difeomorfismos, y las teoŕıas

supersimétricas son invariantes bajo transformaciones locales supersimétricas. En

este tipo de teoŕıas, comunmente llamadas teoŕıas de norma o de manera mas general

sistemas singulares, las simetŕıas locales relacionan diferentes soluciones que provienen

de las mismas condiciones iniciales y por lo tanto la solución general a las ecuaciones de

movimiento contiene funciones arbitrarias. Por lo tanto, existe un conjunto continuo

de aceleraciones correspondientes a las mismas posiciones y velocidades iniciales. Este

conjunto esta definido por las llamadas restricciones lagrangianas 1. De esta manera,

todas las teoŕıas de norma son sistemas con restricciones.

En la práctica, la presencia de restricciones significa que la formulación de una

teoŕıa presenta cierta redundancia. Sin embargo, para que una teoŕıa sea determin-

ista, no es posible obtener diferentes soluciones que provengan de las mismas condi-

ciones iniciales. Por consiguiente, éstas soluciones deben ser consideradas como dos

representaciones diferentes de la misma configuración del sistema f́ısico. El número

de soluciones f́ısicamente independientes es menor al que uno esperaŕıa, teniendo en

cuenta el número de condiciones iniciales requeridas en un conjunto de ecuaciones

diferenciales parciales de segundo orden. De ésta mamera, deben existir restricciones

1Para ser más preciso, este conjunto esta definido por las identidades de Bianchi válidas off-shell, es

decir, expresiones que no hacen uso de las ecuaciones de movimiento.
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adicionales sobre las condiciones iniciales, las cuales no forman parte de las ecua-

ciones de movimiento sino de las restriciones. Es precisamente por ésto que surgen

las restricciones, es decir, funcionales del espacio fase que no proporcionan ecuaciones

para las derivadas temporales de las variables canónicas. De manera mas precisa, las

restricciones implican condiciones que deben ser satisfechas por los valores iniciales,

al mismo tiempo que muestran cómo deben ser identificadas las diferentes represen-

taciones de la misma solución f́ısica.

Los primeros trabajos sobre el estudio de sistemas singulares tienen mas de cin-

cuenta años. Dirac, en sus trabajos clásicos, estableció el formalismo para tratar

dichos sistemas de forma autoconsistente [1]. Años mas tarde, Bergmann en una

serie de ensayos, investigó la conexión entre restricciones e invariancias [12, 13, 14].

Después de la introducción de las variables de Grassman para describir fermiones

[15], el formalismo se extendió para incluir campos con esṕın semientero [16, 17]. El

desarrollo culminó con la aparición del elegante y poderoso formalismo BRST [18].

Este y otros resultados clásicos han tenido un papel fundamental en la cuantización

de teoŕıas de norma, tanto en el formalismo de integral de trayetoria [19, 20] , como

en el formalismo canónico [21, 22].

En la literatura existen excelentes tratamientos sobre sistemas singulares, además

de los ensayos clásicos de Dirac [23]. Algunos se enfocan en sistemas con un número

finito de grados de libertad [24], otros en teoŕıas de campo [25, 26, 27, 28, 29].

En lo sucesivo, presentaremos una aproximación puramente lagrangiana al prob-

lema de las restriciones [24], la cual nos permitirá probar un importante nexo entre

simetŕıas y sistemas singulares. Más adelante, introduciremos el elegante formalismo

hamiltoniano, donde demostraremos que las simetŕıas locales están ı́ntimamente rela-

cionadas con las restricciones. Aunque ambas formulaciones tienen sus méritos, la

conexión entre la existencia de simetŕıas de norma y las restricciones de primera clase

como generadores de estas simetŕıas, sólo es manifiesta en el formalismo hamiltoniano.

2.1 Sistemas lagrangianos singulares

El punto de partida para estudiar la dinámica de los sistemas singulares es el principio

de Hamilton, que en su forma lagrangiana para un sistema con un número finito

de variables dinámicas establece que: entre todas las trayectorias en el espacio de

configuración, que a los tiempos t1 y t2 pasan por dos configuraciones dadas, aquella

que clásicamente sigue el sistema es la que hace que la acción

S
[
qi(t)

]
=

∫ t2

t1

L
(
qi(t), q̇i(t)

)
dt, (2.1)

tenga un valor extremo o estacionario, con qi las coordenadas, q̇i = dqi/dt sus re-
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spectivas velocidades y n = 1, . . . , N . En esta sección asumiremos que la función la-

grangiana depende a lo más de primeras derivadas, sin embargo, es posible hacer una

generalización para teoŕıas con derivadas de más alto orden [30]. La condiciones bajo

las cuales la acción tiene un valor estacionario son las ecuaciones de Euler-Lagrange,

− d

dt

∂L

∂q̇i
+

∂L

∂qi
= − ∂2L

∂q̇i∂q̇j
..
q
j − ∂2L

∂q̇i∂qj
q̇j +

∂L

∂qi
= 0. (2.2)

Claramente, la ecuaciones de movimiento de una acción que dependa de las variables

de configuración y de sus correspondientes velocidades, son ecuaciones diferenciales

de segundo orden. Sin embargo, obtenemos un conjunto completo de ecuaciones

diferenciales de segundo orden, en general acoplado, sólo si la matriz

Wij :=
∂2L

∂q̇i∂q̇j
, (2.3)

la cual multiplica a la segunda derivada de qi en la ecuación (2.2), es no-degenerada.

Si esto ocurre, uno puede invertir Wij, también conocida como matriz hessiana, y

obtener expĺıcitamente las ecuaciones de movimiento

..
q
i
=

(
W−1

)ij
(
− ∂2L

∂q̇j∂qk
q̇k +

∂L

∂qj

)
, (2.4)

en lugar de obtenerlas de manera impĺıcita 2. Por otro lado, si Wij es degenerado,

las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.2), nos dicen que qi y q̇i son tales que el vector

definido como

Vi

(
qj, q̇k

)
:= − ∂2L

∂q̇i∂qj
q̇j +

∂L

∂qi
, (2.5)

el cual proviene del principio variacional, y que es igual a Wij

..
q
j
, se encuentre en la

imagen de Wij : RN → RN , visto como un mapeo lineal entre espacios vectoriales.

Si Wij no es invertible, la imagen bajo el mapeo anterior tiene una co-dimensión del

mismo tamaño que el correspondiente espacio nulo, y por lo tanto el mapeo no es

suprayectivo. De esta manera, Vi, debe encontrarse en un subespacio de dimensión

menor que N , el cual no es linealmente independiente, imponiendo restricciones no

triviales entre las variables de configuración y sus valores iniciales.

Como la matriz hessiana Wij es una matriz simétrica, tiene M = N − rangoW

vectores nulos Y i
s , con s = 1, . . . ,M , tal que Y i

sWij = 0. Multiplicando las ecuaciones

de Euler-Lagrange (2.2) por la matriz Y i
s obtenemos

ϕ
(
qi, q̇i

)
:= Y i

s

(
− ∂2L

∂q̇i∂qj
+

∂L

∂qi

)
= Y i

sWij

..

qj= 0. (2.6)

2Formalmente, la función lagrangiana es una funcional definida en el espacio tangente al espacio de

configuraciones, de manera que sea lineal y suficientemente diferenciable. Esta funcional tiene como

rango un espacio de Banach, o de manera mas general un espacio de Sobolev, ya que en estos espacios

el teorema de la función impĺıcita es válido [31, 32]
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Estas funcionales son las restricciones que deben ser impuestas sobre qi y q̇i, en par-

ticular, sobre sus valores iniciales los cuales evolucionarán de acuerdo a las ecuaciones

diferenciales de segundo orden. A este tipo de restricciones se le conoce como res-

tricciones lagrangianas.En la discusión anterior hemos demostrado que las ecuaciones

de movimiento y las restricciones lagrangianas están contenidas en las ecuaciones

de Euler-Lagrange. En lo subsecuente probaremos una importante relación entre

simetŕıas locales y sistemas singulares, la cual nos dice que toda teoŕıa de norma es

necesariamente singular.

2.2 Identidades de Bianchi generalizadas

Si una teoŕıa posee una simetŕıa local, es posible mapear soluciones en soluciones sin

cambiar las condiciones iniciales. Por lo tanto esperaŕıamos que las teoŕıas de norma

sean sistemas singulares, esta propiedad se deriva de las llamadas identidades de

Bianchi generalizadas [33, 34], las cuales derivaremos a continuación. Por simplicidad,

en lugar de usar un sistema con un número finito de grados de libertad usaremos el

formalismo de teoŕıa de campos 3(más adelante veremos las sutilezas de como pasar

de un sistema mecánico de dimensión finita a uno continuo de dimensión infinita).

Sean las tranformaciones de punto definidas como

x′ = x′ (x) ∼ x+ δx,

φ′ (x′) = φ′ (φ (x) , x) ∼ φ (x) + δφ(x), (2.7)

las cuales dejan las acción invariante
∫

ddx′L (φ′, ∂′φ′, x′) =

∫
ddxL (φ, ∂φ, x) , (2.8)

forman un grupo continuo de transformaciones, las cuales implican

δL+ L∂µδxµ = ∂µ (Lδxµ) + ∂µ

(
∂L

∂ (∂µφa)
δφa

)
+ Laδφ

a, (2.9)

3En una teoŕıa de campo la dinámica es descrita por funciones φa (x), definidas en el espacio-tiempo

con valores en cierto espacio de Banach. Para pasar de la mecánica puntual a una teoŕıa de campo

podemos reemplazar lo ı́ncides discretos por ı́ndices continuos:

qi (t) −→ φa (x) ,

sumatorias por integrales: ∑

i

qiqi −→
∑∫

dxφaφa,

y las derivadas de funciones se convierten en derivadas funcionales:

∂L

∂qi
−→ δL

δφa (x)
.
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donde La son las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo φa y

δφa = δφa − ∂µφ
aδxµ ∼ φa′ (x)− φa (x) , (2.10)

es una diferencia infinitesimal entre las nuevas y las viejas transformaciones en un

mismo punto. Debido a la invariancia de la acción se sigue que

∂µ

(
Lδxµ +

∂L
∂ (∂µφa)

δφa − λµ

)
+ Laδφ

a = 0, (2.11)

donde λ es una función continua. A la expresión anterior se le conoce como las iden-

tidades de Bianchi generalizadas, podemos notar que en ningún lado hemos usado

las ecuaciones de movimiento, y por lo tanto las ecuaciones (2.11) son identidades

off-shell. Asumamos ahora que la acción es invariante bajo transformaciones locales,

entonces podemos parametrizar las transformaciones a través de funciones dependi-

entes del espacio-tiempo

δϵx
µ = ϵαA

αµ, δϵφ
a = ϵαB

αa + ∂µϵαC
αaµ, (2.12)

donde ϵα (x) parametriza las transformaciones locales infinitesimales y B y C son los

llamados descriptores o parámetros de norma [12], los cuales generalmente dependen

de las coordenadas y sus derivadas. Sustituyendo esta expresión en las identidades

de Bianchi generalizadas (2.11), obtenemos finalmente

0 = La (B
αa − ∂µφ

aAαµ − ∂µC
αaµ)− Cαaµ∂µV

a (2.13)

+Cαaµ
(
∂µW

ρσ
ab ∂ρ∂σφ

b +W ρσ
ab ∂µ∂ρ∂σφ

b
)
,

donde W es la matriz hessiana. Ya que no hemos hecho uso de las ecuaciones de

movimiento, podemos concluir que

Cαa(µW
ρσ)
ab = 0, (2.14)

donde los paréntesis significan simetrización entre los ı́ndices. En particular si los

parámetros Cαaµ son distintos de cero, corresponden a los vectores nulos de la matriz

Hessiana W , haciendo que el sistema sea singular. Por otro lado si C = 0, la ecuación

(2.13) se reduce a

(Bαa − Aαρ − Aαρ∂ρφ
a)W

(µν)
ab = 0. (2.15)

De esta manera conclúımos de nuevo que el sistema es singular. Hemos probado un

importante resultado, el cual nos dice que todas las teoŕıas de norma son necesaria-

mente singulares. Sin embargo, el razonamiento rećıproco no es válido ya que existen

sistemas singulares que no corresponden a una teoŕıa de norma [26].
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2.3. FORMULACIÓN HAMILTONIANA PARA SISTEMAS CON

RETRICCIONES

2.3 Formulación hamiltoniana para sistemas con

retricciones

En la formulación hamiltoniana, al igual que en la formulación lagrangiana, es posi-

ble demostrar de donde surgen las restricciones. Usando la definición usual de los

momentos canónicos

pi
(
qj, q̇j

)
=

∂L

∂q̇i
, (2.16)

obtenemos N variables independientes sólo si la matriz Wij = ∂pi/∂q̇
j, que es

idénticamente igual a la matriz hessiana (2.3), es invertible de tal forma que podemos

resolver al menos de manera local q̇i. De otra manera, el mapeo (qi, q̇i) 7→ (qi, pi (q, q̇)),

el cual para el caso de sistemas sin restricciones es una transformación uno a uno en el

espacio fase, define una subvariedad de dimensión menor a la cual denotaremos como

Γp. La imagen de esta tranformación puede ser caracterizada por las restricciones

primarias ϕs (q
i, pj) = 0, es decir, un conjunto de funciones definidas en el espa-

cio fase que representan a la subvariedad Γp. De hecho las funciones ϕs pueden ser

consideradas como coordenadas transversales a la imagen de (qi, q̇i) 7→ (qi, pi (q, q̇)).

Localmente, el espacio fase completo dado por todas las (qi, q̇i) puede ser caracter-

izado por las coordenadas (qi, pj,ϕs), sin embargo, pudieran no existir expresiones

globales. Afortunadamente en la mayoŕıa de los casos de interés, las constricciones

primarias surgen a partir de la acción, del mismo modo en que lo hacen los momentos

canónicos. Por ejemplo, si una variable, digamos q, cuya primera derivada no aparece

en la acción o aparece sólo a través de términos de frontera, entonces p = ∂L/∂q̇ = 0,

y corresponde inmediátamente a una restricción primaria.

Existen diferentes maneras de representar a la superficie definida por las restric-

ciones primarias Γp. Sin embargo es necesario imponer condiciones en la elección

de las funciones ψs, para que sean consistentes con el formalismo Hamiltoniano. A

estas condiciones se les conoce con el nombre de condiciones de regularidad, las cuales

pueden ser enunciadas, de manera alternativa, como:

1. Las funciones independientes ϕs, con s = 1, . . . ,M , pueden tomarse localmente

como las primeras M coordenadas de un sistema coordenado regular en una

vecindad de Γp.

2. Los gradientes dϕ1, . . . , dϕM , son localmente independientes en la subvariedad

Γp, es decir, dϕ1 ∧ . . . ∧ ϕM ̸= 0 en Γp.

Por ejemplo, si ϕ es una restricción admisible, ϕ2 no lo es, ya que d (ϕ2) = 2ϕdϕ = 0

en Γp. Una vez que nuestras restricciones son regulares, podemos continuar con la

formulación Hamiltoniana.
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2.3.1 Las ecuaciones de Hamilton

Uno podŕıa suponer que existen ciertos obstáculos para definir un Hamiltoniano en

un sistema con restricciones debido a que la transformada de Legendre

H = q̇ipi (q, q̇)− L (q, q̇) , (2.17)

implica relaciones entre las velocidades, q̇i, y los momentos, pj. Si las relaciones (2.16)

no pueden ser invertidas para reemplazar las q̇i en términos de las pj, seŕıa imposible

obtener una función Hamiltoniana, H (q, p), definida en el espacio fase.

A pesar de la no invertibilidad en el caso con restricciones, la función Hamilto-

niana es siempre una funcional bien definida de qi y pj. Para asegurar esto, debemos

probar que el valor deH en la expresión (2.17) no cambia cuando variamos q̇i mientras

dejamos fijo el valor de pj. Estas variaciones son posibles ya que existe un número

menor de pj independientes que de q̇i en la presencia de restricciones primarias. Us-

ando el mapeo de q̇i a pj, el espacio fase original de posiciones y velocidades es fibrado

por subvariedades que consisten en todos los puntos que son mapeados a los mismos

valores de (qi, pj). Para que una función esté bien definida en (qi, pj), debemos ase-

gurarnos que es constante a lo largo de las fibras, es decir, que su variación dependa

sólo de las variaciones de qi y de pj, pero no de q̇i.

Usando la definición de los momentos canónicos (2.16), los cuales impĺıcitamente

contienen la información sobre las restricciones primarias, la variación de la ecuación

(2.17) implica que

δH = q̇iδpi + piδq̇
i − ∂L

∂q̇i
δq̇i − ∂L

∂qi
δqi = q̇iδpi −

∂L

∂qi
δqi. (2.18)

La última ecuación puede ponerse en términos de la variación de una función definida

en el espacio fase de momentos

δH =
∂H

∂qi
δqi +

∂H

∂pj
δpj, (2.19)

ya que depende sólo de las variaciones de qi y de pj, mientras que las variaciones con

respecto a q̇i, han sido canceladas una vez que se usó la definición de los momen-

tos. Por lo tanto H es una función bien definida en la superficie generada por las

restricciones primarias. 4

4El ejemplo de una función que no está bien definida en la superficie generada por las restricciones

primarias es q̇i. Su valor no está determinado solamente especificando un punto de
(
qi, pj

)
en la superficie

de restricción Γp. De acuerdo con lo anterior, la variación a lo largo de q̇i puede ser expresado en términos

de qi y de pj sólo si q̇i es una de las velocidades expresables en términos de los momentos, es decir, una

de las velocidades que no den una restricción.
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La transformada de Legendre nos determina una función, H (qi, pj), definida en la

superficie de restricciones primarias, Γp, cuya variación usando las ecuaciones (2.18)

y (2.19) satisface (
∂H

∂qi
+

∂L

∂qi

)
δqi +

(
∂H

∂pi
− q̇i

)
δpi = 0, (2.20)

para cualquier variación (δqi, δpi) tangente a la superficie definida por las restricciones

primarias. Escribiendo ésta ecuación de la forma

(
∂H

∂qi
+

∂L

∂qi
,
∂H

∂pi
− q̇i

)(
δqi

δpj

)
= 0, (2.21)

podemos observar que el vector

υ :=

(
∂H

∂qi
+

∂L

∂qi
,
∂H

∂pi
− q̇i

)
,

debe ser normal a la superficie de restricción. Debido a que esta superficie es repre-

sentada por las funciones ϕs = 0, con s = 1, . . . ,M , una base para el espacio normal

está dada por los gradientes

νs :=

(
∂ϕs

∂qi
,
∂ϕs

∂pj

)
,

de todas las restricciones primarias. De esta manera, hemos demostrado que δ =∑
s λ

sνs, donde λs, son funciones definidas en el espacio fase, o escrito de otra forma

∂H

∂qi
+

∂L

∂qi
= λs∂ϕs

∂qi
, (2.22)

∂H

∂pi
− q̇i = λs∂ϕs

∂pi
. (2.23)

Finalmente hemos obtenido las ecuaciones de Hamilton

q̇i =
∂H

∂pi
− λs∂ϕs

∂pi
, (2.24)

ṗi =
∂L

∂qi
= −∂H

∂qi
+ λs∂ϕs

∂qi
. (2.25)

Comparando las expresiones anteriores con las ecuaciones de Hamilton para sis-

temas sin restricciones [35], observamos que surgen nuevos términos debido a las

restriciones. Sin embargo, escribiendo

q̇i =
∂ (H − λsϕs)

∂pi
+

∂λs

∂pi
ϕs, (2.26)

ṗi = −∂ (H − λsϕs)

∂qi
− ∂λs

∂qi
ϕs, (2.27)
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advertimos que las ecuaciones anteriores, módulo términos que son cero en la superficie

de restricción definida por ϕs = 0, pueden verse como las ecuaciones de Hamilton

usuales para la función Hamiltoniana primaria, Hp, dada por

Hp = H − λsϕs. (2.28)

De esta manera, podemos escribir las ecuaciones de Hamilton como

q̇i ≈ ∂Hp

∂pi
, ṗi ≈ −∂Hp

∂qi
, (2.29)

donde el signo de la igualdad débil, ≈, denota una identidad módulo términos que son

cero sobre la superficie de restricción Γp. Mientras que el valor de la Hamiltoniana

primaria no cambia cuando se añaden retricciones primarias y es independiente de

λs, la evolución que genera depende de las derivadas de ϕs. A diferencia de ϕs, sus

derivadas pudieran no ser cero, y por lo tanto la evolución depende de las funciones

λs. Debido a esto, conviene introducir el concepto de igualdad fuerte e igualdad débil.

Definición 2.3.1 Una funcion F definida en una vecindad de Γp, es débilmente igual

a cero si,

F |Γp= 0, (2.30)

donde Γp es la subvariedad definida por las restricciones primarias. Por otro lado, se

dice que F es fuertemente igual a cero si,

F |Γp= 0, y

(
∂F

∂qi
,
∂F

∂pi

)
|Γp= 0. (2.31)

Teniendo en cuenta estas definiciones y del hecho que las restricciones satisfacen

las condiciones de regularidad, podemos demostrar la siguiente propiedad [26]

Teorema 2.3.1 Si F (q, p) es una función (suave) débilmente igual a cero, entonces

F = fmϕm, para algunas funciones fm.

Prueba

Elijamos un conjunto independiente de restriciones, ϕm, tal que formen las primeras

coordenadas de un sistema coordenado regular (ϕm, x) en una vecindad de la superficie

de restricción Γp. Debido a que F (0, x) = 0, tenemos

F (ϕ, x) =

∫ 1

0

d

dτ
F (τϕ, x) dτ = ϕm

∫ 1

0

F,m (τϕ, x) dτ, (2.32)

por lo tanto

F = fmϕm donde fm =

∫ 1

0

F,m (τϕ, x) dτ. (2.33)
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Esto prueba el teorema en una vecindad U de cualquier punto de Γp. Para extender el

resultado de manera global, consideremos una cubierta de la superficie de restricción

a través de conjuntos abiertos, Ui, en los cuales la prueba anterior es válida. Para

completar la cubierta en todo el espacio fase, añadimos conjuntos abiertos, Vk, tales

que no intersectan la superficie definida por las restricciones Γp, de tal forma que en

Vk tenemos que F = (F/ϕm)ϕm. Por lo tanto en cada Vk la propiedad F ≈ 0, implica

F = fmϕm. Finalmente hemos construido una cubierta del espacio fase por abiertos

Oα = (Ui, Vk), tales que en cada Oα la función F es débilmente igual a cero. Sin

embargo, no podemos garantizar que las funciones fm sean iguales en la interseción

de dos vecindades Oα ∩Oβ. Para esto, usaremos la propiedad de una partición finita

de la identidad, es decir, definamos un conjunto de funciones suaves no negativas gα,

que cumplen las siguientes propiedades:

1. El supp gα ⊂ Oα, donde supp gα denota el soporte compacto de fα, es decir, la

cerradura del conjunto dado por gα ̸= 0.

2.
∑

α gα = 1 en todas partes.

3. Cada punto posee una vecindad en la cual la suma,
∑

α gα, es una suma finita.

Definiendo las funciones fm =
∑

α gαf
m
α , donde fm

α denota las funciones fm evaluadas

en la vecindad Oα, finalmente obtenemos que fmϕm =
∑

α gαf
m
α ϕm =

∑
α fαF =

F . Esto prueba el teorema de manera global, ya que los coeficientes fm están bien

definidos y son regulares en todo punto del espacio fase.

Hemos visto que las restricciones ϕi y las funciones λ
i juegan un papel fundamental

en las ecuaciones de Hamilton, sin embargo, la teoŕıa matemática de las restricciones

es descrita de una mejor manera en términos de estructuras de Poisson las cuales

derivaremos en la siguiente sección.

2.4 Estructuras de Poisson

Para estudiar el comportamiento general de las teoŕıas con restriciones, particular-

mente las teoŕıas invariantes bajo difeomorfismos, el concepto de paréntesis de Pois-

son y el de estructura simpléctica es una herramienta muy útil. Al igual que en la

mecánica clásica [35], definimos el paréntesis de Poisson entre dos funciones arbitrarias

del espacio fase como

{f (p, q) , g (p, q)} :=
n∑

i=1

(
∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
, (2.34)

para un sistema con un número finito de grados de libertad (más adelante veremos la

generalización para el caso de dimensión infinita). Y cumple las siguientes propiedades

(siendo f , g, h funciones arbitrarias):
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1. Antisimetŕıa: {f, g} = − {f, g}.

2. Linealidad: {c1f + c2g, h} = c1 {f, h}+ c2 {g, h}, con c1 y c2 constantes.

3. La regla de Leibiniz: {f, gh} = {f, g}h+ g {f, h}.

4. La identidad de Jacobi: {{g, h} , f}+ {{f, g} , h}+ {{h, f} , g}=0.

Con la definición de paréntesis de Poisson, podemos reescribir las ecuaciones de

movimiento (2.29) de una manera más compacta

q̇i ≈
{
qi, Hp

}
, ṗi ≈ {pi, Hp} . (2.35)

Viendo las variaciones (q̇i, ṗi) como una campo vectorial, entonces, el campo vectorial

hamiltoniano con componentes {· , Hp}, genera el flujo dinámico de las variables del

espacio fase.

El paréntesis de Poisson (2.34), proporciona una estructura geométrica al espacio

fase similar a la noción de geometŕıa riemanniana que surge del tensor métrico. Si

expresamos la ecuación (2.34) como

{f, g} = P ij (∂if) (∂jg) , (2.36)

lo cual siempre es posible debido a la linealidad del paréntesis de Poisson y a la regla

de Leibiniz, es claro que la estructura del paréntesis es capturada por el bivector o

2-tensor contravariante P ij , llamado tensor de Poisson, que a diferencia del tensor

métrico es antisimétrico. Mas aún, como consecuencia de la identidad de Jacobi, debe

satisfacer

ϵiklP ij∂jPkl = 0. (2.37)

Rećıprocamente, cualquier 2-tensor antisimétrico que satisfaga (2.37), define un

paréntesis de Poisson por medio de (2.36). La expresión (2.34), representa la forma lo-

cal del paréntesis eligiendo como sistema coordenado en el espacio fase qi y pi, también

llamadas coordenadas de Darboux 5, las cuales son preservadas bajo transformaciones

canónicas.

La expresión (2.34) suministra al tensor de Poisson una propiedad adicional, la

matriz P ij es invertible, con inversa

Ωij :=
(
P−1

)
ij
. (2.38)

Aunque la invertibilidad no es un requerimiento para un tensor de Poisson, tal y

como discutiremos mas adelante, el caso no degenerado tiene ciertas propiedades

5Véase apéndice A
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interesantes. Si la inversa Ωij, de P ij existe, es un 2-tensor covariante antisimétrico

llamado forma simpléctica.

Al igual que con los tensores métricos, uno esperaŕıa que usáramos el mismo

śımbolo para denotar la matriz inversa del tensor de Poisson. No obstante, no lo

haremos por las siguientes razones: un tensor de Poisson no degenerado define una

proyección P♮ : T ∗M → TM , αi 7→ P ijαj del espacio cotangente al espacio tangente

de una variedad M , subiendo ı́ndices contrayendo con P ij .6 Este mapeo es similar a

la inversa del tensor métrico, a excepción que el tensor de Poisson es antisimétrico.

El mapeo inverso, Ω♭ = P ♮−1 : TM → T ∗M , vi 7→ (P)−1
ij vj = Ωijv

j, define una

biyección bajando los ı́ndices. En particular, podemos obtener

(
P ♮−1

)
ik

(
P ♮−1

)
jl
Pkl = δli

(
P ♮−1

)
jl
= −

(
P−1

)
ij
, (2.39)

el cual es el negativo de Ωij . Debido a esta antisimetŕıa en la geometŕıa de Poisson,

existe cierta ambiguedad la cual no está presente en la geometŕıa riemanniana, por

esta razón no seguiremos la convención usual denotando con la misma letra un tensor

y su inverso.

Si contraemos la identidad de Jacobi (2.37), con Ωmi, debido a la relación entre

los dos tensores, obtenemos

P ij (∂mΩnk − ∂nΩmk + ∂kΩmn) = P lk (dΩ)mnk = 0. (2.40)

Por lo tanto, el inverso de un tensor de Poisson invertible es una 2-forma cerrada.

También es no degenerada debido a la invertibilidad; cualquier 2-forma que satisfaga

estas propiedades la llamaremos forma simpléctica. Una estructura de Poisson (M,P)

sobre una variedad M con un tensor de Poisson invertible es equivalente a una es-

tructura simpléctica (M,Ω) [36, 37, 43].

2.5 Estructuras pre-simplécticas

Dado un tensor de Poisson, podemos asociar un campo vectorial Hamiltoniano Xf a

una función arbitraria f definida en la variedad de Poisson 7

Xf := P♮df = −P ij (∂if) ∂j. (2.41)

En términos del paréntesis de Poisson, podemos escribir aXf = {· , f}, como la acción

del campo vectorial sobre una función definida en el espacio fase. El paréntesis de

6A este isomorfismo se le conoce como isomorfismo musical, el cual es denotado en ocasiones por

♮ : T ∗M → TM , con inversa ♭ : TM → T ∗M . Un mapeo análogo se usa en Relatividad General

empleando el tensor métrico.
7En la geometŕıa Riemanniana, esta construcción nos daŕıa un vector normal a la superficie dada por

f = constante.
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Poisson, también puede ser expresado en términos de los campos vectoriales Hamil-

tonianos y la forma simpléctica:

Ω (Xf , Xg) = ΩijP ikPjl∂kf∂lg = −Pki∂kf∂ig = − {f, g} . (2.42)

Es posible interpretar el campo vectorial Hamiltoniano, como la dirección de cam-

bio en el espacio fase generada por la función f ; si f = p, entonces Xp = ∂/∂q. Si

f corresponde a una de las coordenadas canónicas, el cambio vectorial Hamiltoniano

está definido a lo largo de su momento canónico. En este sentido, el campo vectorial

Hamiltoniano generaliza la noción de momento para una función arbitraria del espa-

cio fase. Integrando el campo vectorial Xf , obtenemos una familia uniparamétrica de

difeomorfismos, es decir, un flujo Hamiltoniano Φ
(f)
t generado por f [38] . Aśı, el flujo

dinámico de un sistema canónico es generado por la función Hamiltoniana definida

en el espacio fase.

Si debilitamos el requerimiento de que el tensor de Poisson sea invertible, surge

una diferencia entre la estructura simpléctica y la de Poisson. Un tensor de Poisson

no invertible aún puede proporcionar una geometŕıa de Poisson, pero no una formu-

lación simpléctica equivalente. Una 2-forma cerrada no invertible se llama una forma

presimpléctica, la cual proporciona una estructura presimpléctica al espacio fase. Sea

Ωij una forma presimpléctica, cuyo espacio nulo C ⊂ TM , está compuesto por cam-

pos vectoriales vi tales que Ωijv
j = 0. Estos campos vectoriales definen un flujo sobre

el espacio fase, el cual puede ser factorizado identificando los puntos en la órbita

del flujo. El espacio fase resultante es simpléctico, de esta manera, una estructura

geométrica reducida puede ser asociada con una estrucutra presimpléctica [39].

Si un tensor de Poisson P ij es degenerado, existen funciones CI llamadas funciones

de Casimir 8,las cuales satisfacen
{
CI , f

}
= 0 para cualquier función f [40]. Luego,

las 1-formas dCI se encuentran en el espacio nulo de P ij , es decir, P ij∂jC
I = 0.

Teniendo esto en cuenta, es natural definir una distribución 9 T ⊂ TM , tal que

dCI (v) = vi∂iC
I = 0, para todo vi ∈ T [38]. Cualquier campo vectorial vi de la

distribución es aniquilado por el espacio nulo de P ij , y por lo tanto se encuentra en su

imagen, de este modo vi = P ijαj para algún covector αj. Rećıprocamente, cualquier

P ijαj satisface P ijαj∂iC
I = 0, y por lo tanto pertenece a T , luego T = ImP ♮.

8En el formalismo Hamiltoniano las funciones de Casimir corresponden a las restriciones, sin embargo,

es en la formulación simpléctica donde uno puede visualizar las propieades geométricas de las restricciones.
9Una distribución de dimensión l sobre una variedad M de dimensión n, es un mapeo D, que

asigna a cada punto p ∈ M un subespacio vectorial, Dp ⊂ TpM , de dimensión l. Un conjunto

de k 1-formas
{
α1, . . . ,αk

}
define una distribución de dimensión (n− k) la cual está dada por

D =
{
vp ∈ TpM | αi

p (vp) = 0, i = 1, . . . , k
}
.
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Debido a la identidad de Jacobi (2.37), la distribución T es integrable 10, y por lo

tanto la variedad de Poisson es foliada 11 en subvariedades generadas por la dis-

tribución, con espacios tangentes aniquilados por las funciones de Casimir. Las

superficies integrales de la distribución u hojas de la foliación son llamadas hojas

simplécticas, ya que el tensor de Poisson restringido al espacio cotangente de las

superficies es invertible [29, 41].

2.6 Significado geométrico de las restricciones

Consideremos una variedad simpléctica M , con una forma simpléctica Ωij y un tensor

de Poisson P ij. Si restringimos la variedad M a una hipersuperficie C, definida por las
funciones de restricción ϕs = 0, las cualidades simplécticas heredadas dependen de las

propiedades del subconjunto C. Estas propiedades están determinadas principalmente

por los campos vectoriales Hamiltonianos generados por las restricciones [43].12

Llamaremos a una restricción ϕs de primera clase, con respecto a todas las res-

tricciones, si el campo vectorial Hamiltoniano generado por la restricción es tangente

a la superficie C. Por otro lado, si el campo vectorial Hamiltoniano generado por

la restricción ϕs, no es tangente en ninguna parte a la superficie C, llamaremos a la

restricción de segunda clase. Usando la definición de un campo vectorial Hamiltoni-

ano (2.41), el enunciado anterior es equivalente a decir que ϕs es de primera clase si

{ϕs,ϕt} es cero débilmente; en otro caso ϕs es de segunda clase. (Debemos notar que

no hemos impuesto ninguna condición sobre el paréntesis de Poisson en la superficie

definida por las restricciones).13

Podemos equipar a la superficie generada por las restricciones con una forma

presimpléctica Ω usando la imagen rećıproca (o pull back) de la forma simpléctica

Ω de la variedad M [38]. Si ı : C → M denota el encaje de la superficie C en M ,

10Una distribución es integrable si dados dos vectores vi = Pijαj y wi = Pijβj en la distribución, el

paréntesis de Lie, [v, w]i, pertenece también a la distribución. Usando la identidad de Jacobi, un cálculo

sencillo muestra que

[v, w]
i
= Pil

(
Pjk (αk∂jβl − βk∂jαl) + αkβj∂lPjl

)
=: Pilγl, (2.43)

el cual es un elemento de la distribución.
11En general, la foliación puede ser singular, las hojas o hipersuperficies generadas por la foliación

pudieran no tener la misma dimensión.
12Asumimos que los campos vectoriales Hamiltonianos generados por las restricciones son distintos de

cero en una vecindad de la superficie C. Tales restricciones, llamadas regulares, proveen un buen sistema

coordenado local que es transversal a la superficie definida por las restricciones.
13La terminoloǵıa de restricciones de primera y segunda clase fué introducida por Anderson y Bergmann

en 1951 [12], desarrollada mas tarde por Dirac [1], y finalmente fué usada para el caso de gravedad por

el mismo Dirac [23].
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la imagen rećıproca de la forma simpléctica está dada por Ω = ı∗Ω (no podemos

dotar directamente a la superficie de una estructura de Poisson, ya que el tensor de

Poisson es contravariante). Si una de las restricciones es de primera clase, digamos

ϕ, la forma presimpléctica es degenerada, ya que su correspondiente campo vectorial

Hamiltoniano , X i
ϕ, es tangente a la superficie generada por las restricciones, y por

lo tanto define un campo vectorial X
a
en esta superficie simplemente por restricción.

Para ver esto, usando la definición de campo vectorial Hamiltoniano (2.42), tenemos

que ΩabX
b
= ı∗

(
ΩijX

j
ϕ

)
= ı∗ (∂iϕ) = 0.

Sólo si las restricciones son de segunda clase, es posible dotar a la superficie

generada por las restricciones, de una estructura simpléctica. En este caso, uno

puede tomar como espacio fase el espacio fase reducido, en donde las restricciones

han sido resueltas. Sin embargo, si existen restricciones de primera clase, el flujo

del campo vectorial Hamiltoniano debe ser factorizado para obtener el espacio fase

reducido, como un espacio cociente de la superficie generada por las restricciones con

su respectiva estructura presimpléctica. En otras palabras, este flujo corresponde al

flujo de norma generado por las restricciones, lo cual discutiremos mas adelante.

2.7 El algortimo de Dirac-Bergmann

Con la información obtenida acerca de la geometŕıa de Poisson y de la teoŕıa

matemática de las resricciones definidas en superficies simplécticas, podemos re-

gresar al análisis Hamiltoniano y a la dinámica de los sistemas con restricciones.

Hab́ıamos obtenido el Hamiltoniano primario, Hp (2.28), como la suma del Hamilto-

niano canónico y las restricciones primarias ϕs, multiplicadas por ciertos parámetros

λs. El papel que juegan las funciones λs, es el de multiplicadores de Lagrange, los

cuales añaden las restricciones primarias al Hamiltoniano original asegurandose que

estas sean implementadas. Es posible que estos parámetros permanezcan indetermi-

nados, aún resolviendo las ecuaciones de movimiento, lo cual depende de la forma

de las restricciones mismas. Por lo tanto, hacer una clasificación de estas se vuelve

relevante.

2.7.1 Restricciones secundarias

Además de las restricciones primarias, existen ecuaciones que deben satisfaces ciertos

valores iniciales. Esto siginifica, que las ecuaciones de movimiento deben preservar las

restricciones, dando lugar a las condiciones de consistencia [1, 12]. Estas condiciones

surgen debido a que la evolución temporal de las restricciones primarias, tal y como
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las restricciones mismas, deben ser cero en todo instante de tiempo14,

0 = ϕ̇s ≈ {ϕs, H}− λt {ϕs,ϕt} =: {ϕs, H}− λtCst. (2.44)

La matriz definida como Cst := {ϕs,ϕt}, (la cual depende del espacio fase), determina

la estrucura de las restricciones del sistema. De las condiciones de consistencia (2.44),

distinguimos dos casos.

1. detCst ̸= 0: en este caso no obtenemos nuevas restricciones, cumpliendose aśı las

condiciones de consistencia (2.44). Los multiplicadores λt son completamente

determinados, y la evolución de cualquier función del espacio fase, digamos

f (q, p), esta dada por

ḟ ≈ {f,H}− {f,ϕs}
(
C−1

)st {ϕt, H} . (2.45)

Por lo tanto, el flujo Hamiltoniano generado por las restriciones es enteramente

establecido. En otras palabras, dadas las condiciones iniciales (q, p) ∈ Γp, donde

Γp es la superficie generada por las restricciones, la evolución del sistema es

determinado y permance en Γp.

2. detCst = 0: en este caso, no todos los multiplicadores λt pueden ser determina-

dos a través de las condiciones de consistencia (2.44). Nuevas restricciones, lla-

madas restricciones secundarias, surgen de las ecuaciones de movimiento (2.44),

a diferencia de las restricciones primarias, las cuales surgen de la definición de

los momentos. Las restricciones secundarias toman entonces la siguiente forma,

ws
r {ϕs, H} = 0, donde ws

r es un vector nulo de la matriz definida por las resric-

ciones primarias, ws
rCst = 0. Si el vector nulo ws

r no es trivial, entonces la re-

strición primaria ϕr = 0, se preserva durante la evolución sólo si ws
r {ϕs, H} = 0.

Al igual que las restricciones primarias, las restriciones secundarias implican condi-

ciones de consistencia de la forma (2.44), las cuales pueden generar nuevas restric-

ciones. El proceso continúa hasta que todas las condiciones de consistencia sean

completamente satisfechas, es decir, asegurar que todas las restricciones se cumplan

en todo instante de tiempo. Una vez terminado el algoritmo, el sistema estará com-

pletamente determinado.

2.7.2 El Hamiltoniano total

Una vez encontrado el conjunto completo de restricciones, la distinción entre restric-

ciones primarias y secundarias es irrelevante. Por lo tanto, a partir de ahora deno-

taremos a todas las restricciones derivadas del algortimo de Dirac-Bergmann como

14Para un Lagrangiano no admisible, esta relación seŕıa inconsistente. Por ejemplo, tomemos L = q̇−q,

con lo cual obtenemos que, H = q y ϕ = p− 1. En este caso las condiciones de consistencia resultaŕıan,

1 ≈ 0. Sin embargo, tales lagrangianos inconsistentes no tienen puntos estacionarios y podemos excluirlos.
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ϕµ, incluyendo las primarias y las secundarias. De las condiciones de consistencia

(2.44) para todas las restricciones se tiene,

ϕ̇µ = {ϕµ, HT} = {ϕµ, H}+ λν {ϕµ,ϕν} ≈ 0, (2.46)

con µ, ν = 1, . . . , J , donde J es el número total de restricciones encontradas, y HT , es

el Hamiltoniano total. La ecuación (2.46), es un sistema de ecuaciones lineales para

los multiplicadores λν , cuya solución general se puede escribir como

λν = Uν + V ν , (2.47)

con U ν una solución particular de las ecuaciones inhomogeneas y V ν la solución mas

general del sistema homogeneo, V ν {ϕµ,ϕν} ≈ 0. Debido a que V ν es la solución mas

general, puede ser escrita como una cambinación lineal de soluciones independientes,

V ν = viV ν
i con i = 1, . . . , I, siendo I el número de soluciones independientes del

sistema homogéneo. Con lo anterior

λν = U ν + viV ν
i . (2.48)

Debido a que las vi son completamente arbitrarias, los multiplicadores λν pueden

separarse en un parte que se fija mediante las condiciones de consistencia y otra

que permanece indeterminada. Usando la Hamiltoniana total, es posible escribir las

ecuaciones de movimiento

ḟ = {f,HT} =
{
f,H + U νϕν + viϕi

}
, (2.49)

= {f,H ′}+ vi {f,ϕi} ,

donde H ′ = H + U νϕν y hemos definido viV ν
i ϕ

ν = viϕi. Estas ecuaciones con-

tienen I funciones arbitrarias, y por construcción son equivalentes a las ecuaciones de

movimiento de Euler-Lagrange (2.2) [26].

2.8 Restricciones de primera y segunda clase

Como se mencionó anteriormente, la diferencia entre las restriciones primarias y se-

cundarias es un tanto irrelevante en el esquema Hamiltoniano. Sin embargo, tal

y como lo vislumbramos en el enfoque presimpléctico, es fundamental clasificar las

restricciones entre primera y segunda clase.

Definición 2.8.1 Sea F una función definida en el espacio fase, se dice que es de

primera clase si su paréntesis de Poisson con todas las restricciones es débilmente

cero,

{F,ϕµ} ≈ 0, (2.50)

de otra manera, se dice que F es de segunda clase.
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Si F de primera clase, por el Teorema 2.3.1, {F,ϕµ} es una combinación lineal de

las restricciones, es decir, {F,ϕµ} = f ν
µ ϕν . De esta propiedad se infiere el siguiente

resultado

Teorema 2.8.1 El paréntesis de Poisson entre dos funciones de primera clase, es

también de primera clase.

Prueba Sean F y G dos funciones de primera clase, entonces, {F,ϕµ} = f ν
µ ϕν y

{G,ϕµ} = g ν
µ ϕν . Usando la identidad de Jacobi obtenemos

{{F,G} ,ϕµ} = {{F,ϕµ} , G}− {{G,ϕµ} , F} , (2.51)

=
{
f ν
µ ϕν , G

}
−

{
g ν
µ ϕν , F

}
,

=
(
f ν
µ g α

ν − g ν
µ f α

ν

)
ϕα +

({
f α
µ , G

}
−

{
f α
µ , G

})
ϕα ≈ 0.

Como una aplicación a este concepto, es sencillo demostrar que tanto H ′ como ϕi,

los cuales fueron definidos en la sección anterior, son de primera clase [26]. Mas aún,

las restricciones ϕi forman un conjunto completo de restricciones de primera clase,

por lo que cualquier restricción de primera clase es una combinación lineal de las ϕi

(con coeficientes que son funciones del espacio fase), módulo términos cuadráticos

de las restricciones de segunda clase. Por lo tanto, el Hamiltoniano total (2.46), es

la suma de una Hamiltoniano, H ′, de primera clase y restricciones de primera clase

multiplicadas por coeficientes arbitrarios. Sin embargo, la descomposición de HT en

H ′ y ϕi no es única, ya que siempre es posible añadir una combinación lineal de

restricciones sin afectar el valor del Hamiltoniano total.

2.8.1 Separación de las restricciones de primera y segunda

clase

Una vez encontrado el conjunto completo de restricciones por medio del algortimo

de Dirac-Bergann, las restricciones de primera clase no tienen que ser directamente

alguna de las restricciones primarias o secundarias; en general serán combinaciones

lineales de éstas. Para hallarlas es necesario usar los vectores nulos de la matriz cuyas

entradas son todos los paréntesis de Poisson entre las restricciones, para finalmente

contraerlos con las restricciones y aśı obtener las restricciones de primera clase cor-

rectas (i.e. todas las restricciones de primera clase independientes entre śı) [42, 44].

Sea W ′ la matriz J × J cuyas entradas están dadas por

W ′
αβ = {ϕα,ϕβ} , (2.52)

donde ϕα son todas las restricciones primarias y secundarias encontradas, siendo

α = 1, . . . , J .

24



CHAPTER 2. EL FORMALISMO DE DIRAC-BERGMANN
2.8. RESTRICCIONES DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE

Teorema 2.8.2 Si detW ′ ≈ 0, entonces existen (J −R) restriciones de primera

clase, siendo R el rango de la matriz W ′.

Prueba

Ya que detW ′ ≈ 0, y suponiendo que rangoW ′ < J , entonces existen (J −R) vectores

nulos, ωi con i = 1, . . . , (J −R), tales que

ωα
i {ϕα,ϕβ} ≈ 0, (2.53)

debido a la linealidad, obtenemos

{ωα
i ϕα,ϕβ} ≈ 0, (2.54)

con respecto a todas las restricciones, ya sean primarias o secundarias. De esta ma-

nera las restricciones definidas como γi := ωα
i ϕα, forman un conjunto de (J − R)

restricciones de primera clase. En esta representación, las restricciones son comple-

tamente separadas en restricciones de primera clase, a las cuales denotaremos con la

letra γ, y de segunda clase, denotadas por χ. Con lo anterior, el número de restriccio-

nes de segunda clase es igual al rango de la matriz W ′, la cual usando los paréntesis

entre las restricciones toma la forma

ϕ1(y) ϕ2(y) · · · ϕJ(y)

W ′ =

ϕ1(x)

ϕ2(x)
...

ϕJ(x)




{ϕ1,ϕ1} {ϕ1,ϕ2} · · · {ϕ1,ϕJ}
{ϕ2,ϕ1} {ϕ2,ϕ2} · · · {ϕ2,ϕJ}

...
...

. . .
...

{ϕJ ,ϕ1} {ϕJ ,ϕ2} · · · {ϕJ ,ϕJ}




γi(y) χα(y)

→ γj(x)

χβ(x)

(
0 0

0 Dαβ

)
, (2.55)

donde Dαβ es una matriz R×R, antisimétrica, par e invertible sobre la superficie de

restricciones.

Ejemplo 2.8.1 (Mecánica clásica en una superficie) Consideremos un sistema

con coordenadas q1 y q2, con momentos p1, p2, cuya dinámica es descrita por el

Hamiltoniano

H =
1

2

(
p21 + p22

)
+ V

(
q1, q2

)
+ λf

(
q1, q2

)
, (2.56)

donde las dos funciones V y f , respectivamente, toman el papel de un potencial y una

restricción haciendo que el movimiento permanezca en la superficie f (q1, q2) = 0.
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Ya que el momento pλ no aparece en el Hamiltoniano, inmediatamente tenemos una

restricción primaria, ϕ1 := pλ = 0. La cual implica una restricción secundaria,

ϕ1 := − {pλ, H} = f (q1, q2) = 0. Por condiciones de consistencia, esta restricción

implica una retricción terciaria

ϕ3 := {f,H} =
∂f

∂q1
p1 +

∂f

∂q2
p2 = 0,

la cual al mismo tiempo conlleva a otra restricción

ϕ4 := {ϕ3, H} =
∂2f

∂ (q1)2
p21 + 2

∂2f

∂q1∂q2
p1p2 +

∂2f

∂ (q2)2
p22

− ∂f

∂q1

(
∂V

∂q1
+ λ

∂f

∂q1

)
− ∂f

∂q2

(
∂V

∂q2
+ λ

∂f

∂q2

)
= 0.

Las restricciones secundarias, requieren que todas las posiciones permanezcan en la

superficie f = 0, y las terciarias aseguran que el momento sea tangente a esta super-

ficie. (La restricción tericiaria puede ser escrita como ϕ3 = N⃗ · p⃗ = 0, siendo N⃗ = ∇f

un vector normal a la superficie.) La última restricción es equivalente a una ecuación

balanceada entre las componentes normales, N⃗ · F⃗ , de la fuerza F⃗ = −∇V −λ∇f , la

cual se obtiene como la suma de una fuerza externa debido al potencial, una fuerza

ejercida por la superficie, y una fuerza centŕıfuga dada en términos de los momentos

y de derivadas de segundo orden de f . La expresión de la fuerza centŕıfuga para una

superficie en general no es fácil de reconocer, sin embargo, si aplicamos el ejemplo a un

ćırculo de radio R, f (q1, q2) = (q1)
2
+(q2)

2−R2, la fuerza centŕıfuga se reduce a p⃗2/R,

que es la forma usual para una part́ıcula de masa igual a uno. (En teoŕıas invariantes

bajo difeomorfismos, en particular Relatividad General, las primeras derivadas de los

vectores normales, tal y como se encuentra en este ejemplo, proveen una medida de la

curvatura extŕınseca de las superficies embebidas en el espacio [45].) La fuerza ejer-

cida por la superficie −λ∇f , es determinada una vez que resolvamos las restricción

ϕ4 = 0 para λ, lo cual siempre es posible, ya que N⃗2 = (∂f/∂q1)
2
+ (∂f/∂q1)

2 ̸= 0,

para una superficie regular. En este punto, observamos que algunas de las restric-

ciones deben ser de segunda clase, ya que sólo hemos podido conocer el valor de un

multiplicador de Lagrange.

Un cálculo sencillo, muestra que el álgebra de restricciones es de segunda clase.

De hecho, {ϕ1,ϕ4} = N⃗2 = {ϕ2,ϕ3}, mientras que cláramente, ϕ2 tiene un paréntesis

de Poisson cero con ϕ2 y ϕ3. Los paréntesis de Poisson, {ϕ2,ϕ4} y {ϕ3,ϕ4} son muy

extensos, sin embargo la matriz formada por todas las restriciones, {ϕi,ϕj}, tiene
como determinante N⃗4 ̸= 0, probando aśı que las restricciones son de segunda clase.
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2.9 Transformaciones de norma

Como hemos visto en el análisis general de estructuras de Poisson, las restricciones

de primera clase juegan un papel central debido a que la superficie de restricción

no es simpléctica. Las restricciones generan un flujo Hamiltoniano tangente a la

superficie de restricción, a través de una forma presimpléctica la cual es degenerada,

y es obtenida mediante la imagen rećıproca de la forma simpléctica definida en el

espacio fase completo. La interpretación f́ısica de este resultado, nos dice que las

restricciones de primera clase no sólo restrigen los valores iniciales, sino que también

generan tranformaciones de norma. El mapeo infinitesimal

F (q, p) 7→ F (q, p) + δϵF (q, p) := F (q, p) + {F, ϵaγa} , (2.57)

para una función del espacio fase F , el cual está definido por las restricciones

de primera clase γa, mapea soluciones de las restricciones y de las ecuaciones de

movimiento en otras soluciones; bajo este mapeo, δϵγa ≈ 0 ≈ δϵHT .

Interpretar estas tranformaciones como transformaciones de norma, significa que

no debemos considerar a las soluciones provenientes del mapeo del flujo Hamiltoni-

ano generado por las restricciones de primera clase, como f́ısicamente distintas. Sin

embargo, no estamos aplicando simplemente una simetŕıa para pasar de una solución

conocida a otra nueva, como rotar una órbita en un potencial esféricamente simétrico,

lo cual da lugar a una nueva solución. Las transformaciones de norma mapean solu-

ciones matemáticamente distintas en otras, pero estas deben interpretarse meramente

como diferentes representaciones de la misma solución f́ısica.

El flujo generado por el Hamiltoniano total, HT , el cual contiene a las restriccio-

nes primarias y secundarias, nos proporciona la evolución de cualquier función del

espacio fase f , mediante ḟ = {f,HT}. En general, el cambio en el tiempo de una

función f , depende entonces de un número de parámetros indeterminados λa, co-

rrespondientes a las restricciones de primera clase, a menos que {f, γa} = 0, para

toda γa, restricción de primera clase. Si el paréntesis de Poisson de f con todas las

restricciones de primera clase es cero, a este tipo de funciones se les conoce como

observables completas de Dirac. Una función del espacio fase que cuyo paréntesis de

Poisson con las restricciones de primera clase no es cero, mantiene cierta dependencia

con algunos multiplicadores de Lagrange durante su evolución. Para tener una teoŕıa

bien definida y sin ambiguedades en las predicciones f́ısicas, la única conclusión vi-

able es que el flujo infinitesimal, generado por {f, γa}, sólo cambia la representación

matemática pero no cambia la información f́ısica observable. El cambio de f es ex-

clusivamente una transformación de norma sin afectar el estado f́ısico del sistema.

Sin embargo, como veremos en los caṕıtulos subsecuentes, existen sistemas cuyo

Hamiltoniano total es una combinación lineal de restricciones de primera clase
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[42, 44, 46, 47]. En estos casos, las restricciones juegan varios papeles: restringen

a los valores iniciales de las funciones a permanecer en la superficie de restricción,

generan las transformaciones de norma identificando soluciones f́ısicamente equiva-

lentes y proporcionan el Hamiltoniano total, es decir las restricciones generan las

ecuaciones de movimiento. Sin embargo, debido a la naturaleza de las restricciones,

los multiplicadores de Lagrange permanecen indeterminados, por lo tanto, la noción

absoluta de evolución no es única. Cualquier elección del Hamiltoniano total resul-

tará en las ecuaciones de movimiento escritas en una norma particular, pero debido

a que la teoŕıa es invariante bajo las transformaciones de norma, todos los conjuntos

de ecuaciones obtenidos de diferentes normas son equivalentes.

2.10 El paréntesis de Dirac

Si uno no soluciona expĺıctamente las restricciones, lo cual en algunas ocasiones puede

resultar muy complicado, es posible trabajar con un sistema con restricciones de

manera impĺıcita, usando todas las restricciones sin resolverlas. En este caso, es

necesario ser cuidadoso ya que el flujo Hamiltoniano generado por las funciones del

espacio fase no debe abandonar las superficie de restricción. Esto estaŕıa garantizado

si todas las restricciones fueran resueltas de manera expĺıcita, ya que todos los flujos

automáticamente yaceŕıan en el espacio fase reducido. Si las restricciones son de

primera clase, su flujo Hamiltoniano es tangente a la superficie de restricción, lo

cual no causa problema en este contexto. Sin embargo, las restricciones de segunda

clase generan un flujo transversal a esta superficie, por lo tanto, si no son resultas,

contribuiŕıan con términos en el Hamiltoniano que haŕıan que el flujo se alejara de la

superficie de restricción.

En lugar de resolver todas las restricciones de segunda clase, uno puede modificar

el paréntesis de Poisson de tal manera que el flujo Hamiltoniano generado por las

restricciones, con respecto a la nueva estructura de Poisson, sea tangente a la superficie

de restricción. Esto es posible introduciendo el paréntesis de Dirac

{f, g}D := {f, g}−
∑

ab

{f,χa} ({χa,χb})−1 {χb, g} . (2.58)

Donde χa denota a todas las restricciones de segunda clase, para las cuales la matriz

inversa de {χa,χb} siempre existe. Con este nuevo paréntesis de Poisson, el flujo gen-

erado por las restricciones de segunda clase no se aleja de la superficie de restricción,

sino que es cero ya que

{f,χa}D = {f,χa}−
∑

bc

{f,χb} ({χb,χc})−1 {χc,χa} = 0. (2.59)
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El nuevo tensor de Poisson definido por el paréntesis de Dirac es degenerado, con las

restricciones de segunda clase como funciones de Casimir. Además, cualquier función

del espacio fase f , cuyo campo vectorial Hamiltoniano ya es tangente a la superficie

generada por las restricciones de segunda clase, con el paréntesis de Poisson original,

es decir, Xfχa = 0, para todas las restricciones de segunda clase χa, tenemos que

{f,χa} = P ij∂if∂jχa = −Xj
f∂jχa = −Xfχa = 0. Por lo tanto, {f, g} = {f, g}D para

cualquier otra función del espacio fase g. En resumen, el paréntesis de Dirac deja

inalterada la estructura de Poisson para las funciones que generan flujos tangentes a

la superficie de restricción; mientras remueve cualquier flujo externo producido por

las restricciones de segunda clase. Aún, si las restricciones de segunda clase no pueden

ser resueltas, el paréntesis de Dirac nos asegura que no tenemos flujos espurios que

afecten las ecuaciones de movimiento.

Usando el paréntesis de Dirac, los flujos generados por las restricciones de primera

clase no pueden ser removidos de forma similar, ya que la matriz {γa, γb}, no es

invertible. Para obtener un espacio fase con una estructura simpléctica, los flujos

generados por las restricciones de primera clase deben ser factorizados [20, 26, 19],

más adelante veremos que esta factorizacion es sútil en el caso de teoŕıas invariantes

bajo difeomorfismos.

2.11 Teoŕıas de campo

Tanto el formalismo Lagrangiano como el Hamiltoniano aplicado a teoŕıas de campo,

siguen la misma ĺınea de los sistemas con un número finito de grados de libertad, hasta

ahora discutidos. Uno puede describir tales teoŕıas, mediante variables independientes

φ (x), etiquetadas no con un parámetro discreto sino con uno continuo. Aunque la

mayoŕıa de las construcciones siguen este razonamiento, existen ciertas dificultades,

especialmente las relacionadas con derivadas de los campos. Por ejemplo, en lugar de

tener relaciones de tipo ∂qi/∂qj = δij, para variables independientes; surgen derivadas

funcionales δφ (x) /δφ (y) = δ (x, y), donde la nueva derivada es denotada por el

śımbolo variacional δ y δ (x, y) es la distribución delta de Dirac.

Sea S [φ] una funcional definida en una variedad de dimensión n, cuya variación,

(la parte lineal en φ) está dada por

δS =

∫
dxA [φ (x)] δφ (x) , (2.60)

entonces se dice que S, es funcionalmente diferenciable por φ, con derivada funcional

δS/δφ (x) = A [φ (x)] [48]. Formalmente, todas las reglas de diferenciación, tales

como linealidad y la regla de la cadena, pueden ser extendidas a derivadas funcionales.

Las derivadas funcionales de derivadas espaciales de una función, pueden calcularse
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mediante la fórmula de integración por partes, por ejemplo

δ

δφ (x)

∫
d3xNa (y) pφ (y) ∂aφ (y) = −∂a

(
Na (x) pφ(x)

)
,

donde hemos usado condiciones de frontera para eliminar algunos términos. Estas

condiciones de frontera determinan si una funcional es diferenciable. Usar este con-

junto de reglas es suficiente para definir sistemas con un número infinito de grados

de libertad, sin embargo se requiere cierto cuidado en manejar las distribuciones.

Para evitar el uso expĺıcito de las distribuciones, y trabajar con relaciones al-

gebraicas bien definidas, uno puede probar (o pesar) las funcionales. En lugar de

trabajar con combinaciones locales de los campos, es posible considerar integrales de

la forma φ [µ] :=
∫
dnx

√
| det g |µ (x)φ (x), sobre una variedad arbitraria con una

métrica gab, para funciones arbitrarias µ (x) 15. No se pierde ninguna información,

ya que φ (x), puede ser reconstruida siempre y cuando φ [µ] sea conocida para toda

función de prueba µ (x). De esta manera, la derivada de los campos

δφ [µ]

δφ (x)
=

√
| det g |µ (x) , (2.61)

es libre de distribuciones delta. De la misma manera, el paréntesis de Poisson entre

funcionales es una relación algebraica bien definida

{f, g} =

∫
dnx

(
δf

δφ (x)

δg

δpφ (x)
− δf

δpφ (x)

δg

δφ (x)

)
, (2.62)

para un campo escalar con sus respectivos momentos. De esta manera, en vez de

{φ (x) , pφ (y)} = δ (x, y) ,

tenemos

{φ [µ] , pφ (y)} =
√

| det g |µ (y) ,

una función y no una distribución.

En el contexto de las funciones de prueba, el peso de la densidad de los campos

es fundamental, ya que determina los factores de la métrica
√
| det g |, requeridos

para tener integrales bien definidas 16. Cualquier función eX que se transforme como
eX ′ =| det (∂xµ/∂x′ν) | eX, aún si no es obtenida del determinante de la métrica, se

15Usualmente se toma como el espacio de funciones de prueba, las funciones infinitamente diferenciables

con soporte compacto, C∞
0 . El espacio de las funciones de prueba es un espacio vectorial real, cuya

topoloǵıa esta definida a través del ĺımite de sucesiones. Con esta topoloǵıa, C∞
0 es un espacio vectorial

topológico completo y localmente convexo, aunque no es metrizable.
16La medida definida por dnx

√
| g |, es invariante bajo el cambio de coordenadas xµ 7→ x′µ, ya que√

| det g′ | =| det (∂xµ/∂x′ν) |
√

| det g |.
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llama densidad escalar (de peso uno), y cualquier tensor que tranforme con un factor

de | det (∂xµ/∂x′ν) |, se llama densidad tensorial (de peso uno).

Cuando pesamos una función, expĺıcitamente inclúımos la métrica junto con una

función de prueba. Su momento canónicamente conjugado correspondiente, no ob-

stante, se comporta de manera diferente ya que aparece junto con la función en el

término simpléctico del Lagrangiano. Por ejemplo,
∫
d3xφ̇pφ, y ningún otro campo,

ni siquiera el tensor métrico, es permitido en este término, de otra manera, pφ no

seŕıa el momento canónico de φ. Por lo tanto el momento canónico de una función

debe ser una densidad. (Mas informarción sobre las propiedades de las densidades

tensoriales pueden encontrarse en el Apéndice A.)

Ejemplo 2.11.1 (Electromagnetismo en el espacio de Minkowski)

La acción para la teoŕıa de Maxwell en un espacio-tiempo con métrica ηµν está dada

por

SEM [Aµ] = −1

4

∫
d4xFµν (A)Fρσ (A) η

µρηνσ, (2.63)

donde Fµν (A) = ∂µAν − ∂νAµ. Podemos observar que

δSEM

δ∂µAν

= − (∂ρAσ − ∂σAρ) η
ρ[µην]σ,

tomando µ = 0,
δSEM

δȦν

= −
(
Ȧσ − ∂σA0

)
ηνσ. (2.64)

Si ν = 0, el lado derecho de la ecuación anterior es cero idénticamente; es decir, la

acción no depende de la derivada temporal de A0, por lo que su momento canónico

δSEM/δȦ0, es una restricción primaria. Por consistencia, la restricción secundaria

que esta implica es la ley de Gauss

d

dt

δSEM

δȦ0

=
δSEM

δA0

= −∂a

(
∂bA0 − Ȧb

)
δab = ∂aE

a ≈ 0,

donde el campo eléctrico Ea = δab
(
Ȧb − ∂bA0

)
, proporciona el momento canónico de

Aa:
{
Aa (x) , E

b (y)
}
= δba (x, y). En esta etapa sólo los ı́ndices espaciales contribuyen,

mientras que la métrica fija contiene la información sobre las densidades.

La restricción de Gauss no genera más restricciones, por lo tanto el sistema está

completamente caracterizado. En nuestro espacio fase, uno puede eliminar la re-

stricción primaria, dejando como variables canónicas a Aa, con momento Eb, sujetas

a la restricción de Gauss ∂aE
a ≈ 0. La restricción de Gauss no depende de Aa, y por lo

tanto es de primera clase. Si usamos las funciones de prueba, G [Λ] =
∫
d3xΛ (x) ∂aE

a,

obtenemos un álgebra abeliana {G [Λ1] , G [Λ2]} = 0. La restricción pesada genera
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transformaciones de norma dejando fijo a Ea, mientras que Aa se transforma como

{Aa, G [Λ]} = −∂aΛ.

Si introducimos una condición para fijar la norma, por ejemplo la norma

de Coulomb, C := δab∂aAb = 0, junto con una función de prueba C [K] =∫
d3xK (x)C (x), el sistema deja de ser de primera clase. De esta forma, el paréntesis

{G [Λ] , C [K]} =

∫
d3xd3y (∂aΛ) (x)

(
−δab∂bK (y)

)
δ (x, y) =

∫
d3xKδab∂a∂bΛ,

el cual no es cero en la superficie de restricción. El sistema dado por la ley de Gauss

junto con la condición de fijación de la norma es de segunda clase, para toda las

funciones de prueba que cumplan δab∂a∂bΛ ̸= 0. Para funciones armónicas, las cuales

satisfacen δab∂a∂bΛ = 0, la fijación de la norma no es completa y no nos da un sistema

de restricciones de segunda clase. Esto se debe a que la norma de Coulumb, fija la

libertad de norma de la tranformación Aa 7→ Aa − ∂aΛ, sólo hasta alguna función

armónica [27].

En general, fijar la norma requiere que los subespacios intersecten a cada una

de las órbitas, generadas por las restriciones de primera clase, sólo una vez. Si esto

es posible, lo cual es muy complicado de manera expĺıcita, la libertad de norma

desaparece. Ya que todos los flujos de norma son transversales a la superficie definida

por la fijación de la norma, el conjunto de restricciones más las condiciones de fijación

de la norma forman un sistema de segunda clase por construcción [27, 49].
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Chapter 3

Análisis hamiltoniano de teoŕıas tipo

BF

Haciendo uso del formalismo aprendido en la sección anterior, en este caṕıtulo desar-

rollaremos el análisis Hamiltoniano de una teoŕıa tipo BF, la cual servirá de punto

de partida para comprender como funciona el formalismo de Dirac en el caso de una

teoŕıa con simetŕıas no triviales, además de que este modelo presenta algunas de

las caracteŕısticas algebráicas encontradas en teoŕıas invariantes bajo difeomorfismos

como es el caso de Relatividad General. Debemos destacar, que en el análisis canónico

que llevaremos a cabo tomaremos como variables dinámicas sólo aquellas variables en

la acción que posean derivadas temporales, mientras que las variables restantes serán

relegadas a multiplicadores de Lagrange, imponiendo las restricciones. Bajo esta dis-

posición, la teoŕıa tipo BF es una teoŕıa invariante bajo difeomorfismos espaciales, sin

embargo, ésta invariancia está rota dando lugar a tranformaciones de norma asociada

a rotaciones un un álgebra de Lie 1.

Desafortunadamente, el tratamiento canónico rompe la simetŕıa entre el espacio

y el tiempo, lo cual no sucede a nivel Lagrangiano, esto sugiere que la formulación

Hamiltoniana no es la adecuada para estudiar de manera covariante este tipo de sis-

temas. En teoŕıas de campo tradicionales, (Maxwell, Yang-Mills, etc.) el formalismo

Hamiltoniano y Lagrangiano producen como resultado las mismas simetŕıas de norma,

1En la literatura matemática, el término difeomorfismo se refiere a un mapeo de una variedad a otra,

el cual es diferenciable, uno a uno, sobreyectiva y con inversa diferenciable. Sin embargo, en la literatura

sobre Relatividad General, el término difeomorfismo es equivalente a la transformación del tensor métrico

δ(difeo)gµν = −∇νξµ −∇µξν ,

donde ξµ corresponde al parámetro de norma. Podemos notar, que el lado derecho de esta expresión

corresponde a la derivada de Lie del tensor métrico, el cual es un tensor que se transforma de manera

covariante.
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entonces, podemos preguntarnos por qué las teoŕıas invariantes bajo difeomorfismos,

entre ellas Relatividad General, se comportan de manera particular. Podŕıa ser una

propiedad particular de la simetŕıa de norma, tal vez estas teoŕıas son tales que las

formulaciones hamiltoniana y lagrangiana conducen a diferentes resultados, o simple-

mente el procedimiento para analizarlas es incompleto. En los caṕıtulos subsecuentes,

haciendo uso de sistemas particulares, probaremos que la formulación canónica es de

hecho coherente con los difeomorfismos cuando el formalismo de Dirac es aplicado de

manera consistente, explicando aśı las posibles discrepancias.

3.1 Las teoŕıas tipo BF

Actualmente, las teoŕıas BF [55, 56, 57] definidas en un espacio o espacio-tiempo ar-

bitrarios, han demostrado proveer de profundas relaciones entre las teoŕıas de campo

topológicas y las teoŕıas de campo usuales 2. Desde versiones no métricas de Rela-

tividad General [58, 59, 60] hasta nuevas formulaciones de la teoŕıa de Yang-Mills

[61, 62, 63]. En la formulación de primer orden, la teoŕıa de Yang-Mills puede ser

expresada como una perturbación, alrededor de una constante de acoplamiento, de

una teoŕıa puramente topológica. En este contexto, ambas formulaciones poseen las

mismas propiedades perturbativas [64, 65]. Sin embargo, a pesar de estos desarrollos,

existen ciertos aspectos que no están completamente entendidos en el caso espećıfico

de cuatro dimensiones. Esto se debe, gran parte a las complicaciones técnicas que

surgen en cuatro dimensiones en relación con escenarios de dimensión menor.

La razón principal para usar una versión modificada de una teoŕıa BF yace en

el análisis Hamiltoniano, ya que puede entenderse como una teoŕıa invariante bajo

difeomorfismos, cuya simetŕıa se rompe a nivel de la acción; reproduciendo aśı el

sector topológico de Yang-Mills. No obstante, ambas teoŕıas comparten las mismas

propiedades perturbativas alrededor del espacio moduli definido por las conexiones

planas mediante un encajamiento topológico [47].

2En la literatura existen diferentes definiciones acerca de lo que es una teoŕıa topológica:

• Una teoŕıa topológica de tipo Schwarz, es una teoŕıa de campos cuyas funciones de correlación

son invariantes topológicos, es decir, la medida en la integral de trayectoria es expĺıcitamente

independiente de la métrica.

• Una teoŕıa topológica de tipo Witten, es una teoŕıa de campos, cuyo Lagrangiano aunque dependa

de la métrica, proporciona una función de partición que equivale a un invariante topológico.

• Una teoŕıa topológica es una teoŕıa que carece de grados de libertad locales.

A lo largo del trabajo, nos referiremos a una teoŕıa topológica como aquella que no tiene grados de

libertad locales, aunque puede ser suceptible a grados de libertad globales, es decir, las soluciones a las

ecuaciones de movimiento pueden depender de la topoloǵıa del sistema.
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3.2 Análisis hamiltoniano

Para efectuar el análisis hamiltoniano, nuestro punto de partida es la acción de la

teoŕıa BF modificada, la cual está dada por

S [A,B] =

∫

M

Tr

(
iB ∧ F (A) +

g2

4
B ∧ B

)
, (3.1)

donde F I
µν = ∂µA

I
ν − ∂νA

I
µ + f IJKAJ

µA
K
ν , corresponde a las componentes de la cur-

vatura asociada a la 1-forma de conexión AI
µdx

µ, evaluada en el álgebra de Lie su(n);

siendo f IJK las constantes de estructura del álgebra, y BI
αβ un conjunto de 6(N2−1) 2-

formas evaluadas en SU(N). Hemos tomado µ, ν = 0, . . . , 3 como los ı́ndices espacio-

temporales, xµ un sistema de coordenadas local de la variedad M , la cual tiene di-

mensión cuatro, y I, J,K = 0, 1, . . . , N2−1, los ı́ndices internos los cuales pueden ser

subidos y bajados mediante la métrica de Cartan-Killing asociada al álgebra de Lie.

Efectuando la variación de la acción (3.1), obtenemos las ecuaciones de movimiento

F I(A) = i
g2

2
BI , DBI = 0, (3.2)

donde F I satisface las identidades de Bianchi DF I = 0. Sustituyendo las ecuaciones

de movimiento (3.2) en la acción (3.1) obtenemos la llamada acción topológica de

Yang-Mills, conocida también como el invariante de Pontryagin. Para llevar a cabo

el análisis hamiltoniano, debemos considerar que la variedad M , es topológicamente

equivalente a Σ ⊗ R, donde Σ corresponde a una superficie de Cauchy y R repre-

senta un parámetro de evolución (para mas información sobre variedades globalmente

hiperbólicas véase el Apéndice A). De este modo, la descomposición 3+1 de la acción

toma la forma

S [A,B] =
1

2

∫

Σ×R

dtd3xϵ0ijk
{
i
(
ȦI

k −DkA
I
0

)
BI

ij + BI
0i

(
iF I

jk +
g2

2
BI

jk

)}
, (3.3)

donde podemos identificar la correspondiente densidad Lagrangiana

L =
1

2
ηijk

{
i
(
ȦI

k −DkA
I
0

)
BI

ij + BI
0i

(
iF I

jk +
g2

2
BI

jk

)}
, (3.4)

para lo cual hemos definido ϵ0ijk := ηijk, con η123 = 1. Para llevar a cabo el

análisis Hamiltoniano, consideraremos como variables dinámicas a las variables cuyas

derivadas temporales aparecen a nivel de la acción, relegando las variables restantes a

multiplicadores de Lagrange. Como veremos en los siguientes caṕıtulos, esta elección

no es la mas adecuada si queremos conocer de manera expĺıcita las simetŕıas de norma

del sistema. El ejemplo de un análisis alternativo concerniente a teoŕıas topológicas

puede encontrarse en [42, 44].
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De esta forma, los momentos ΠiI , canónicamente conjugados a la conexión o

potencial AI
i , están dados por

ΠiI :=
δL
δȦI

i

=
i

2
ηijkBI

jk. (3.5)

Usando la definición de los momentos en la acción (3.1), obtenemos que

S
[
AI

i ,Π
iI , BI

0i, A
I
0

]
=

∫

Σ×R

dtd3x

(
ΠiIȦI

i − AI
0DkΠ

kI − i

2
ηijkBI

0iF
I
jk + i

g2

2
ΠiIBI

0i

)
.

(3.6)

De la expresión anterior podemos identificar los paréntesis fundamentales de Poisson

para la teoŕıa
{
AI

i (x
0, x⃗),Πj

J(x
0, y⃗))

}
= δijδ

I
Jδ

3(x, y), (3.7)

y el Hamiltoniano canónico, el cual viene dado por

Hc = ȦI
iΠ

iI − L =

∫
d3x

(
−AI

0DkΠ
kI − iBI

0i

(
1

2
ηijkF I

jk −
g2

2
ΠiI

))
. (3.8)

Calculando la variación de la acción (3.6), donde hemos usado la expresión expĺıcita

de los momentos, con respecto a AI
i y ΠiI obtenemos las siguientes ecuaciones de

movimiento

δAI
i : ηijkDjB

I
0k = 0,

δΠiI : DiA
I
0 = ȦI

i − i
g2

2
BI

0i, (3.9)

mientras que la variación con respecto a AI
0 y BI

0i, proporciona las siguientes restric-

ciones primarias

ϕI := DkΠ
kI ≈ 0,

ϕiI :=
g2

2
ΠiI − 1

2
ηijkF I

jk ≈ 0. (3.10)

Como podemos observar, el Hamiltoniano canónico (3.8) es una combinación lineal de

las restricciones (3.10), donde AI
0 y BI

0i corresponden a multiplicadores de Lagrange,

los cuales imponen las restriciones.

El siguiente paso es identificar si nuestra teoŕıa presenta resricciones secundarias.

Para esto, calculamos la evolucion temporal de las restriciones (3.10); por condiciones

de consistencia, percibimos que no hay mas restriciones

ϕ̇I =
{
ϕI(x), Hc

}
= f IJK

(
AJ

0ϕ
K − ϕiJBK

0i

)
≈ 0,

ϕ̇iI =
{
ϕiI(x), Hc

}
= f IJKAJ

0ϕ
iK ≈ 0. (3.11)
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Una vez que hemos calculado todas las restricciones, necesitamos identificar cuales

de ellas corresponden a restricciones de primera y segunda clase. Para realizar esta

separación debemos calcular el parénteis de Poisson entre todas las restricciones,

{
ϕI(x),ϕJ(y)

}
= f IJKϕKδ3(x, y),

{
ϕI(x),ϕiJ(y)

}
= f IJKϕiKδ3(x, y),

{
ϕiI(x),ϕjJ(y)

}
= 0, (3.12)

por lo tanto, podemos observar que las restricciones forman un conjunto de primera

clase. No obstante, las 4(N2 − 1) restricciones de primera clase, dadas por (3.10), no

son independientes. Debido a la identidad de Bianchi DF I = 0, tenemos

Diϕ
iI = ϕI . (3.13)

En consecuencia, de las 3(N2 − 1) restricciones de primera clase ϕiI , solamente iden-

tificamos [3(N2 − 1)− (N2 − 1)] = 2(N2 − 1) restricciones independientes. Con esta

información, somos capaces de calcular los grados de libertad f́ısicos de nuestro sis-

tema3 ; tenemos 6(N 2 − 1) variables dinámicas, 3(N2 − 1) restricciones de primera

clase independientes y la teoŕıa carece de restricciones de segunda clase. Esto sig-

nifica que la teoŕıa no tiene grados de libertad locales por punto del espacio-tiempo,

es decir, corresponde a una teoŕıa topológica.

La identificación de las restricciones nos permite construir la acción extendida, la

cual viene dada por

SE

[
AI

i ,Π
iI , AI

0, B
I
0i

]
=

∫

M

{
ȦI

iΠ
iI + AI

0DiΠ
iI +

i

2
ηijkBI

0iF
I
jk + g2ΠiIBI

0i

}
, (3.14)

de donde podemos identificar el Hamiltoniano extendido

HE = −AI
0DiΠ

iI − i

2
BI

0i

(
ηijkF I

jk − g2ΠiI
)
, (3.15)

el cual es una combinación lineal de restricciones de primera clase. Las ecuaciones de

movimiento obtenidas mediante el Hamiltoniano extendido, las cuales son f́ısicamente

3Los grados de libertad, se definen como el número de variables f́ısicas independientes necesarias y

suficientes para describir la dinámica de un sistema. Si el sistema presenta restricciones, el número de

grados de libertad está dado por

GL =
1

2

[(
Número total de

variables canónicas

)
−
(

Número de restricciones de

segunda clase originales

)

−2×
(

Número de restricciones

de primera clase

)]
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equivalentes a las ecuaciones de Euler-Lagrange, son

δAI
0 : DiΠ

iI = 0,

δBI
0i :

1

2
ηijkF I

jk −
g2

2
ΠiI = 0, (3.16)

δAI
i : ηijkDjB

I
0k = 0,

δΠI
i : DiA

I
0 = ȦI

0 − i
g2

2
BI

0i.

Una vez encontradas las acción extendida y el Hamiltoniano extendido, siguiendo

con el análisis, se calcularán las transformaciones de norma, las cuales dejan covari-

antes las ecuaciones de movimiento. Para lo cual se usará el formalismo de Castellani

[66], el cual permite definir el generador de estas transformaciones en términos de las

restricciones de primera clase de la siguiente manera

G =

∫

Σ

εIϕI + εIiϕ
iI , (3.17)

de esta forma, las transformaciones de norma definidas en el espacio fase vienen dadas

por

δ0A
I
i = −Diε

I + εIi ,

δ0Π
iI = f IJKεJΠiK + ηijkDjε

I
k, (3.18)

δ0A
I
0 = 0,

δ0B
I
0i = 0.

Por otro lado, a nivel Lagrangiano la teoŕıa BF es invariante bajo difeomorfis-

mos [60], y aparentemente esta simetŕıa no está presente en (3.18). No obstante,

redefiniendo los parámetros de norma

εI = −ξµAI
µ,

εIi = ξµF I
µi, (3.19)

las tranformaciones de norma se expresan como

AI
i → AI

i + LξA
I
i ,

Πi
I → Πi

I + LξΠ
i
I . (3.20)

Aśı, los difeomorfismos corresponden a una simetŕıa interna de la teoŕıa en el espacio

fase. Sin embargo, esta simetŕıa no corresponde a la obtenida de manera covariante

a nivel lagrangiano [60], puesto que los difeomorfismos sólo actúan sobre las com-

ponentes dinámicas de la acción, es decir la parte espacial de la conexión; mientras

que los demás campos presentes en la acción permanecen ausentes. Como veremos
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en el caṕıtulo siguiente, para que podamos empatar las transformaciones de norma

tanto a nivel lagrangiano como hamiltoniano, será necesario extender el álgebra de

restricciones, para de esta manera tomar en cuenta todas las variables que aparezcan

a nivel de la acción.
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Chapter 4

El formalismo de Dirac aplicado a las

teoŕıas de Maxwell y Yang-Mills como

teoŕıas tipo BF

En este caṕıtulo, y como punto de partida para estudiar una teoŕıa invariante bajo

difeomorfismos, llevaremos a cabo el análisis de Dirac de la teoŕıa de Maxwell y

Yang-Mills expresadas como una teoŕıa tipo BF con restricciones. El lagrangiano

propuesto, pese a que se compone de dos teoŕıas topológicas, preserva a nivel clásico

las ecuaciones de movimiento aśı como los mismos grados de libertad y las mismas

simetŕıas de norma. La importancia de esta formulación está motivada en el estu-

dio de diferentes enfoques clásicos y cuánticos de Relatividad General y de teoŕıas

invariantes bajo difeomorfismos relacionadas, particularmente, las formulaciones de

gravedad como una teoŕıa BF con restricciones. Se puede decir, que las recientes

propuestas no perturbativas de gravedad cuántica, tal y como gravedad cuántica de

lazos (LQG) [10, 68, 73] y los modelos de espuma espinoriales (spin foam models)

[74, 75, 76, 77], en cierto sentido, tuvieron su origen en este tipo de formalismo inspi-

rados por el trabajo de Plebański [58].

Como es bien conocido, a mediados de los años setenta, Plebański escribió las ecua-

ciones de movimiento de Relatividad General en cuatro dimensiones, de tal manera

que las variables fundamentales que describen el campo gravitacional están expre-

sadas mediante una 2-forma, una conexión y algunos multiplicadores de Lagrange.

La geometŕıa del espacio-tiempo, es entonces construida a partir de estos bloques

fundamentales, haciendo que la acción de Plebański básicamente sea una teoŕıa tipo

BF suplementada con algunas restricciones sobre los campos. Con el fin de de obtener

una formulación en términos de tétradas, las 2-formas denotadas comunmente como

B, son eliminadas resolviendo las restricciones e insertando la solución en la acción

de Plebański, obteniendo aśı la formulación autodual de Relatividad General [?, ?].
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Siguiendo la misma idea usada por Plebański, llevaremos a cabo un análisis hamil-

toniano estricto de la teoŕıa de Maxwell y Yang-Mills expresadas como una teoŕıa BF

usando variables auxiliares. Esta acción comparte muchas semejanzas con la acción

de Plebański ya que es una expresión lineal en los campos, lo cual permite exponer el

contenido geométrico del espacio de soluciones, y está dada en términos de 2-formas

y de conexiones. Recientemente, expresiones análogas han sido usadas para estudiar

acoplamientos mı́nimos de gravedad con materia en el marco de teoŕıas invariantes

bajo difeomorfismos [81]. Este caṕıtulo está basado en [79], donde se lleva a cabo

un análisis exhaustivo del álgebra de restricciones, aśı como el estudio del modelo

de Martellini [64], el cual proporciona información sobre el contenido topológico de

teoŕıas de norma no abelianas.

4.1 Maxwell expresada como una teoŕıa BF

En esta sección llevaremos a cabo un análisis de Dirac estricto de la teoŕıa de Maxwell

expresada como una teoŕıa BF. Como hemos mencionado en los caṕıtulos anteriores

y a fin de exponer la estructura de norma completa de la teoŕıa, consideraremos como

variables dinámicas a todos los campos presentes en la acción y no sólo a aquellos

con derivadas temporales, tal y como hicimos con la acción de Holst en el caṕıtulo

precedente. La acción que estudiaremos está dada por

S[A,B] =

∫

M

∗B ∧ B − 2B ∧ ∗F, (4.1)

donde F = 1
2
F µνdx

µ ∧ dxν , con F µν = ∂µAν − ∂νAµ, el tensor electromagnético,

B = 1
2
Bαβdx

α ∧ dxβ es una 2-forma definida en la variedad M de dimensión cuatro,

y el śımbolo ∗ corresponde al operador de dualidad definido como ∗Bαβ = 1
2
ϵαβµνB

µν

(ϵαβµν =
√−gεαβµν). Para nuestro análisis, consideraremos a M una variedad de

Minkowski no dinámica. De esta manera, la acción (4.1) toma la siguiente forma

S[A,B] =

∫

M

1

4
BµνB

µν − 1

2
Bµν(∂µAν − ∂νAµ). (4.2)

Haciendo la variación de la acción (4.2), obtenemos las ecuaciones de movimiento

Bαβ = (∂αAβ − ∂βAα),

∂αB
αν = 0, (4.3)

que esencialmente, corresponden a las ecuaciones de Maxwell. La primera ecuación

de (4.3) recobra la definición del tensor de campo electromagnético, mientras que la

segunda concuerda con las ecuaciones de Maxwell. Sustituyendo las ecuaciones de
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movimiento (4.1) en la acción (4.2) obtenemos

S[A] = −
∫

M

1

4
BαβB

αβdx4, (4.4)

lo cual coincide con la acción usual para el campo electromagnético [80]. Es impor-

tante señalar, que el papel que juegan las variables dinámicas de acuerdo a las acciones

(4.2) y (4.4) es muy diferente. En la expresión (4.2), Aµ y Bµν son ambas variables

dinámicas, mientras que en (4.4), sólo Aµ lo es, entretanto Bµν es meramente una

etiqueta.

De este modo, la teoŕıa de Maxwell (4.4) y la acción (4.2) dan lugar a las mismas

ecuaciones de movimiento, sin embargo, podemos preguntarnos si ambas acciones

exhiben las mismas simetŕıas. En otras palabras, ¿la acción (4.2) presenta los dos

grados de libertad y las simetŕıas de norma que caracteriza a la teoŕıa de Maxwell?. La

respuesta a esta cuestión es afirmativa, y para probarla desarrollaremos un análisis

de Dirac estricto [79]. Cabe mencionar que ésta pregunta no es trivial, ya que en

la literatura existen ejemplos en el que dos acciones diferentes, dando lugar a las

mismas ecuaciones de movimiento, no representan el mismo sistema dinámico [44, 81].

Inclusive, como vimos en el caṕıtulo anterior, la acción de Relatividad General con el

parámetro de Immirzi da lugar a la misma teoŕıa clásica, no obstante, éste parámetro

proporciona un número continuo de distintas versiones cuánticas. Por lo tanto, para

responder esta interrogante es necesario llevar a cabo un análisis Hamiltoniano.

4.1.1 Descomposición de la acción

Antes de proceder con el análisis, resulta interesante observar que la acción (4.2) está

compuesta por dos términos

S1[B] =

∫

M

1

4
BµνB

µν , (4.5)

y

S2[A,B] =

∫

M

1

2
Bµν(∂µAν − ∂νAµ), (4.6)

donde ambas S1 y S2, corresponden a acciones topológicas, es decir, carecen de grados

de libertad locales. De hecho, podemos ver inmediatamente que S1[B] es topológica,

ya que no contiene ninguna derivada temporal de las variables dinámicas. Por otro

lado, para probar que S2[A,B] carece de grados de libertad locales, llevaremos a cabo

el siguiente análisis hamiltoniano. La descomposición 3 + 1 de la acción (4.6) viene

dada por

S2[A,B] =

∫ ∫

Σ

[
B0i(∂0Ai − ∂iA0) +

1

2
Bij(∂iAj − ∂jAi)

]
dx3dt, (4.7)
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donde podemos identificar la densidad Lagrangiana

L = B0i(∂0Ai − ∂iA0) +
1

2
Bij(∂iAj − ∂jAi). (4.8)

Para continuar con el método de Dirac estricto, necesitamos definir los momentos

(Πα,Πνβ), canónicamente conjugados a las variables (Aα, B
νβ)

Πα =
δL
δȦα

, Πνβ =
δL
δḂνβ

. (4.9)

El siguiente paso para ver si una teoŕıa es singular, es mediante la matriz Hessiana,

(definida en el caṕıtulo 2) cuyas componentes están dadas por

δ2L
δ(∂µAα)δ(δµAρ)

,
δ2L

δ(∂µBαβ)δ(∂µAρ)
,

δ2L
δ(∂µBαβ)δ(∂µBργ)

, (4.10)

haciendo uso de (4.8), estos elementos son idénticamente igual a cero, por lo tanto

el rango de la matriz Hessiana es igual a cero. De esta manera, esperamos 10 res-

tricciones primarias, las cuales surgen a nivel Lagrangiano. De la definición de los

momentos (4.9), identificamos las siguientes 10 restriciones primarias

ϕ0 := Π0 ≈ 0,

ϕi := Πi − B0i ≈ 0, (4.11)

ϕ0i := Π0i ≈ 0,

ϕij := Πij ≈ 0,

con i, j, k = 1, 2, 3. El Hamiltoniano canónico del sistema, por definición está dado

por

Hc = ȦµΠ
µ + Ḃ0iΠ0i + ḂijΠij − L

= −A0∂iΠ
i − 1

2
BijFij, (4.12)

donde Fij ≡ (∂iAj − ∂jAi). Teniendo en cuenta las restricciones primarias, podemos

construir el Hamiltoniano primario

HP = Hc +

∫
dx3

[
λ0ϕ

0 + λiϕ
i + λ0iϕ0i + λijϕij

]
, (4.13)

siendo λ0,λi,λ
0i,λij los correspondientes multiplicadores de Lagrange asociados a

las restricciones primarias (4.11). Antes de calcular las relaciones de consistencia,

definimos el paréntesis de Poisson fundamental de nuestras variables dinámicas como

{Aα(x),Π
µ(y)} = δµαδ

3(x− y),

{Bµν(x),Παβ(y)} =
1

2

(
δµαδ

ν
β − δµβδαν

)
δ3(x− y). (4.14)
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Con el objetivo de que las ecuaciones de movimiento sean consistentes, es decir, que

las soluciones permanezcan en la subvariedad definida por las restricciones, debemos

calcular la evolución temporal de las restricciones primarias. Para esto, definiremos

como W = {ϕσ,ϕρ}, una matriz de 10 × 10, formada por el paréntesis de Poisson

entre todas las restricciones primarias, y cuyas componentes vienen dadas por

{
ϕ0(x),ϕ0(y)

}
= 0,

{
ϕ0(x),ϕi(y)

}
= 0

{ϕ0(x),ϕ0i(y)} = 0, {ϕ0(x),ϕij(y)} = 0,

{ϕi(x),ϕj(y)} = 0, {ϕi(x),ϕ0j(y)} = −1

2
δijδ

3(x− y), (4.15)

{ϕi(x),ϕlj(y)} = 0, {ϕ0i(x),ϕ0j(y)} = 0,

{ϕ0i(x),ϕlj(y)} = 0, {ϕij(x),ϕkl(y)} = 0,

podemos ver que rangoW = 6 y por lo tanto su nulidad es igual a 4. Esto significa

que de la evolución temporal de las restricciones primarias esperamos 4 restricciones

secundarias. Empleando los vectores nulos, las condiciones de consistencia dan lugar

a las siguientes restricciones secundarias

ϕ̇0 = {ϕ0, Hp} ≈ 0 ⇒ ψ := ∂iΠ
i ≈ 0,

ϕ̇ij = {ϕij, Hp} ≈ 0 ⇒ ψij :=
1

2
Fij ≈ 0; (4.16)

por otro lado, el rango nos permite fijar el valor de los siguientes multiplicadores de

Lagrange

ϕ̇i = {ϕi, Hp} ≈ 0 ⇒ λ0i = −∂jB
ij ,

ϕ̇0i = {ϕ0i, Hp} ≈ 0 ⇒ λi = 0. (4.17)

Debido a que la teoŕıa presenta restriciones secundarias, es necesario calcular su

evolución temporal con el fin de saber si el sistema contiene restricciones terciarias.

Las condiciones de consistencia de las restricciones secundarias muestran que no se

producen mas restricciones [79].

Una vez obtenidas todas las restricciones de la teoŕıa, se procede a separarlas

usando la clasificación fundamental entre ellas: restricciones de primera clase (gener-

adoras de las tranformaciones de norma) y de segunda clase (cuyo flujo hamiltoniano

es transversal a la superficie de restricción permitiendonos construir el paréntesis de

Dirac). Para realizar esta separación debemos calcular el paréntesis de Poisson entre
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todas las restricciones, primarias y secundarias

{ϕ0(x),ϕ0(y)} = 0, {ϕ0(x),ϕi(y)} = 0

{ϕ0(x),ϕ0i(y)} = 0, {ϕ0(x),ϕij(y)} = 0,

{ϕ0(x),ψ(y)} = 0, {ϕ0(x),ψ(y)} = 0,

{ϕ0(x),ψij(y)} = 0, {ϕ0(x),ψij(y)} = 0,

{ϕi(x),ϕj(y)} = 0, {ϕi(x),ϕ0j(y)} = −δijδ
3(x− y),

{ϕi(x),ϕlj(y)} = 0, {ϕi(x),ψ(y)} = 0,

{ϕi(x),ψkl(y)} = −1

2

[
δil∂kδ

3(x− y)− δik∂lδ
3(x− y)

]
,

{ϕ0i(x),ϕ0j(y)} = 0, {ϕ0i(x),ϕlj(y)} = 0,

{ϕ0i(x),ψ(y)} = 0, {ϕ0i(x),ψkl(y)} = 0,

{ϕij(x),ϕkl(y)} = 0, {ϕij(x),ψ(y)} = 0,

{ϕij(x),ψkl(y)} = 0, {ψ(x),ψ(y)} = 0,

{ψ(x),ψ(y)} = 0, {ψ(x),ψij(y)} = 0,

{ψij(x),ψkl(y)} = 0. (4.18)

La matriz de 14 × 14, W ′, cuyas componentes están dadas por los paréntesis (4.18),

tiene rango 6 y nulidad 8. Lo cual implica que el sistema tiene 8 restricciones de

primera clase y 6 de segunda. Al contraer los vectores nulos de la matriz W ′ con las

restricciones, podemos identificar las siguientes 8 restricciones de primera clase

γ0 = Π0 ≈ 0,

γij = Πij ≈ 0,

γ = ∂iΠ
i ≈ 0,

γ′
ij =

1

2
Fij +

1

2
[∂iΠ0j − ∂jΠ0i] ≈ 0, (4.19)

donde podemos identificar a la tercera ecuación, como la restricción de Gauss para

nuestra teoŕıa. Por otro lado, el rango de W ′ nos permite determinar las siguientes 6

restricciones de segunda clase

χ0i = Π0i ≈ 0,

χi = Πi − B0i ≈ 0. (4.20)

Una vez que todas las restricciones han sido clasificadas, podemos observar que no to-

das las restricciones de primera clase (4.19) son independientes. Para esto, analicemos

la siguiente relación

Υi ≡ ηijkγ′
jk =

1

2
ηijkFjk + ηijk∂jΠ0k, (4.21)
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donde ∂kΥ
k = 0, debido a la identidad de Bianchi, ηijk∂iFjk = 0. Esto significa que

debido a que se tiene una condición adicional sobre las restricciones, el número de

restricciones independientes de primera clase es (8 − 1) = 7. Finalmente podemos

llevar a cabo el conteo de grados de libertad de la acción S2[A,B]: tenemos 20 va-

riables canónicas, 7 restricciones de primera clase independientes y 6 restricciones de

segunda clase 1. Por lo tanto, el sistema definido por (4.6) no tiene grados de libertad

locales por punto del espacio tiempo, es decir, corresponde a una teoŕıa topológica.

De esta modo, hemos probado que las acciones (4.5) y (4.6) corresponden a teoŕıas

topológicas. No obstante, el acoplamiento dado por una combinación lineal entre

ambas, expresado en la acción (4.2), presenta grados de libertad, lo cual mostraremos

en el siguiente apartado.

4.1.2 Análisis hamiltoniano de Maxwell como teoŕıa BF

En esta sección desarrollaremos el análisis de Dirac estricto para la acción completa

dada por (4.2), la cual corresponde a la teoŕıa de Maxwell expresada como una teoŕıa

BF. Haciendo la descomposición 3 + 1 de (4.2), obtenemos

S[A] =

∫ ∫

Σ

[
1

2
B0iB

0i +
1

4
BijB

ij − B0i(Ȧi − ∂iA0)−
1

2
Bij(∂iAj − ∂jAi)

]
dx3dt,

(4.22)

de donde podemos identificar la densidad lagrangiana

L =
1

2
B0iB

0i +
1

4
BijB

ij − B0i(Ȧi − ∂iA0)−
1

2
Bij(∂iAj − ∂jAi). (4.23)

Para continuar con el método de Dirac, es necesario definir los momentos (Πα,Παβ)

canonicamente conjugados a las variables dinámicas (Aα, Bαβ)

Πα =
δL
δȦα

, Παβ =
δL
δḂαβ

. (4.24)

Por otro lado, las componentes de la matriz hessiana vienen dadas por

δ2L
δ(∂µAα)∂(∂µAρ)

,
δ2L

δ(∂µBαβ)∂(∂µAρ)
,

δ2L
δ(∂µBαβ)∂(∂µBργ)

, (4.25)

1Los grados de libertad, se definen como el número de variables f́ısicas independientes necesarias y

suficientes para describir la dinámica de un sistema. Si el sistema presenta restricciones, el número de

grados de libertad está dado por

GL =
1

2

[(
Número total de

variables canónicas

)
−
(

Número de restricciones de

segunda clase originales

)

−2×
(

Número de restricciones

de primera clase

)]
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las cuales son idénticamente igual a cero, por lo tanto el rango de la matriz Hessiana

es cero. Esto significa que esperamos 10 restricciones primarias, las cuales surgen de

la definición de los momentos (4.24)

ϕ0 := Π0 ≈ 0,

ϕi := Πi + B0i ≈ 0, (4.26)

ϕ0i := Π0i ≈ 0,

ϕij := Πij ≈ 0.

Por definición, el hamiltoniano canónico del sistema tiene la forma

Hc = ȦµΠ
µ + Ḃ0iΠ

0i + ḂijΠ
ij − L

=
1

2
ΠiΠ

i − 1

4
BijB

ij − A0∂iΠ
i +

1

2
Bij(∂iAj − ∂jAi). (4.27)

Teniendo en cuenta las restricciones primarias, el Hamiltoniano primario viene dado

por

HP = Hc +

∫
dx3

[
λ0ϕ

0 + λiϕ
i + λ0iϕ

0i + λijϕ
ij
]
, (4.28)

siendo λ0,λi,λ0i,λij los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones pri-

marias (4.27). Para esta teoŕıa, definimos el paréntesis de Poisson fundamental como

{Aα(x),Π
µ(y)} = δµαδ

3(x− y),

{Bµν(x),Π
αβ(y)} =

1

2

(
δαµδ

β
ν − δβµδ

α
ν

)
δ3(x− y). (4.29)

Para calcular las condiciones de consistencia, definimos como W , la matriz de 10×10

cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre las restricciones primarias (4.27)

{ϕ0(x),ϕ0(y)} = 0, {ϕ0(x),ϕi(y)} = 0,

{ϕ0(x),ϕ0i(y)} = 0, {ϕ0(x),ϕij(y)} = 0,

{ϕi(x),ϕj(y)} = 0, {ϕi(x),ϕ0j(y)} = η00ηijδ3(x, y),

{ϕαβ(x),ϕµσ(y)} = 0, (4.30)

podemos observar que rangoW = 6 y por lo tanto tiene nulidad igual a 4. Por lo

tanto, usando los vectores nulos de W , las condiciones de consistencia dan lugar a 4

restricciones secundarias

ϕ̇0 = {ϕ0,HP} ≈ 0 ⇒ ψ := ∂iΠ
i ≈ 0,

ϕ̇ik = {ϕik,HP} ≈ 0 ⇒ ψik := Bik − (∂iAk − ∂kAi) ≈ 0, (4.31)

mientras que el rango de W nos permite fijar el valor de los siguientes multiplicadores

de Lagrange

ϕ̇i = {ϕi,HP} ≈ 0 ⇒ λi = 0,

ϕ̇0i = {ϕ0i,HP} ≈ 0 ⇒ λ0i = ∂jB
ij . (4.32)
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Debido a que la teoŕıa no presenta restricciones terciarias, aśı como también a la nat-

uraleza abeliana del álgebra (4.30), podemos identificar las siguientes 2 restricciones

de primera clase

γ0 = Π0 ≈ 0,

γ = ∂iΠ
i ≈ 0, (4.33)

además de 12 restricciones de segunda clase

χi := Πi + B0i ≈ 0,

χ0i = Π0i ≈ 0, (4.34)

χij = Πij ≈ 0,

χ′ik = Bik − (∂iAk − ∂kAi) ≈ 0.

Una vez que hemos separado las restricciones, en restricciones de primera y se-

gunda clase, podemos llevar a cabo el conteo de grados de libertad: Tenemos 20

variables dinámicas en el espacio fase, 2 restricciones de primera clase y 12 restriccio-

nes de segunda clase. Por lo tanto la teoŕıa BF, dada por (4.2), presenta 2 grados de

libertad por punto del espacio-tiempo, el mismo número de grados de libertad que la

teoŕıa de Maxwell. En otras palabras, la acción S1, rompe la estructura topológica

de S2 dando como resultado la manifestación de grados de libertad. Usando las res-

tricciones de primera clase (4.33), podemos ver que las transformaciones de norma

definidas por la acción (4.2) son: A′
µ = Aµ + ∂µϵ, las cuales corresponden a las bien

conocidas transformaciones de norma de Maxwell [27, 30].

De esta manera, a nivel clásico, la teoŕıa BF que hemos estudiado describe el

campo electromagnético. Más aún, si consideramos las restriccions de segunda clase

(4.34) como igualdades fuertes, recuperamos los resultados estandar para la acción

de Maxwell, Ejemplo 2.11.1. Es importante señalar, usando este sencillo ejemplo,

que el acoplamiento de dos teoŕıas topológicas, en general, no resulta en una teoŕıa

topológica, cuestión que hab́ıa sido formulada anteriormente en la literatura [82]

4.1.3 Cuantización covariante

Usando las restricciones de primera clase (4.33) y de segunda clase (4.34), podemos

construir la acción extendida (empleando toda la información dada por las restriccio-

nes y los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones de segunda clase)

SE[Aα, π
α, Bµν ,Π

µν ,λ0,λ, βi, β0i, βij .β
′
ij] =

∫
dx3dt

[
Ȧαπ

α + ḂµνΠ
µν −HE − λ0γ

0

− λγ − βiχ
i − β0jχ

ij − βijχ
ij − β′

ijχ
′ij
]
,

(4.35)
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de donde podemos identificar el hamiltoniano extendido

HE =
1

2
ΠiΠ

i − 1

4
BijB

ij − A0∂iΠ
i +

1

2
BijFij + 2Bj

i ∂jΠ
0i + 2∂iΠiΠ

ij , (4.36)

siendo λ0, λ y βi, β0i, βij, β
′
ij los multiplicadores de Lagrange asociados a las restric-

cions de primera y segunda clase respectivamente.

Una vez identificados la acción extendida y el hamiltoniano extendido, podemos

llevar a cabo la cuantización de la acción (4.2), por medio del formalismo de integral

de trayectoria. Debido a la presencia de restricciones de primera y segunda clase, es

necesario usar el método de Senjanovic [83], el cual es una generalización del método

de Fadeev-Popov para teoŕıas de norma.

Usando la definición de las restriciones de primera (4.33) y segunda clase (4.34),

y debido a que el hamiltoniano extendido (4.36) no es una combinación lineal de las

restricciones, (a pesar de provenir de una teoŕıa BF) se realiza el proceso de fijación

de la norma mediante las siguientes condiciones

θ1 = ∂iAi ≈ 0,

θ2 = ∂iΠ
i +∆A0 ≈ 0, (4.37)

donde ∆ = ∂i∂i. La primera relación es la bien conocida norma de Coulomb (Ejemplo

2.11.1), mientras que la segunda se obtiene evolucionando θ1 mediante el hamiltoniano

extendido (4.36). De este modo, la función de partición viene dada por

Z =

∫
dµ exp

{
i

∫
d4x

[
ΠµȦµ + ΠµνḂµν −HE

]}
, (4.38)

donde, debido a la presencia de retricciones de segunda clase, la medida de integración

está definida como

dµ(Aµ,Π
µ, Bµν ,Π

µν) =
∏

δ(θ)δ(γ) |det ∥{θ, γ}∥| ×
∏

δ(χ)| det ∥{χ,χ}∥|1/2

× DAµDΠµDBµνDΠµν . (4.39)

Ya que, det ∥{γ, θ}∥ = det2(∆δ(x−y)), y debido a que el álgebra entre las restricciones

de segunda clase no depende de los campos, podemos integrar sobre Bµν , Π
µ y Πµν

Z =

∫
DAµ det

[
i

2
δijδ(x− y)

]− 1
2

det [∆δ(x− y)] | det ∥{χ,χ}∥|1/2δ(∂iAi)

× exp i

∫
d4x

[
−1

4
FµνF

µν

]
. (4.40)

finalmente, usando la norma de Coulomb obtenemos

Z =

∫
DAµ exp i

∫
d4x

[
−1

4
FµνF

µν − 1

2
ξ(∂iAi)

2

]
, (4.41)
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siendo ξ un parámetro real. Podemos observar, que la expresión (4.41) corresponde

a la acción cuántica efectiva de la teoŕıa electromagnética [30], por lo tanto la acción

(4.2) equivale tanto clásica como cuánticamente a la teoŕıa de Maxwell. Para comple-

tar nuestro análisis, en la siguiente sección generalizaremos los resultados anteriores

en el caso de grupos no abelianos. Es decir, expresaremos a Yang-Mills también como

una teoŕıa BF.

4.2 Yang-Mills como una teoŕıa BF

Es posible extender resultados de la sección anterior a teoŕıas no abelianas definidas

sobre un grupo de Lie compacto. En este caso, la acción análoga a (4.2), para la

teoŕıa de Yang-Mills es

S[A,B] =

∫

M

∗BI ∧ BI − 2BI ∧ ∗F I , (4.42)

donde F I corresponde a la curvatura asociada a la 1-forma de conexión AI , evaluada

en el álgebra de Lie SU(N), con constantes de estructura f IJK . Escrito en términos

de sus componentes, la acción (4.42) toma la forma

S[B,A] =

∫

M

1

4
BI

µνB
µνI − 1

2
BµνI

(
∂µA

I
ν − ∂νA

I
µ + f IJKAµAν

)
. (4.43)

La cual tiene por ecuaciones de movimiento

BI
µν = F I

µν , DµB
µνI = 0, (4.44)

estas expresiones, corresponden a las ecuaciones de movimiento asociadas a la teoŕıa

de Yang-Mills [80]. De la misma manera que en el caso electromagnético, si sustitu-

imos (4.44) en la acción (4.43), recuperamos el lagrangiano de Yang-Mills

S[A] = −
∫

M

1

4
F I
αβF

αβ
I d4x, (4.45)

donde F I
αβ = ∂µA

I
ν − ∂νA

I
µ + f I

JKA
J
µA

K
ν , es el tensor de curvatura evaluado en el

álgebra de Lie.

4.2.1 Descomposición de la acción

Análogamente al caso electromagnético, podemos observar que la acción (4.43) está

compuesta de dos términos

S1[B] =

∫

M

1

4
BI

µνB
µν
I , (4.46)
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y

S2[A,B] =

∫

M

1

2
Bµν

I

(
∂µA

I
ν − ∂νA

I
µ + f I

JKA
J
µA

K
ν

)
, (4.47)

es decir, dos acciones topológicas. El término S1[B] no depende de derivadas tem-

porales, por consiguiente no tiene grados de libertad locales. En lo sucesivo, proced-

eremos a probar que S2[A,B], es también un término topológico. A primera vista,

uno podŕıa suponer que el cálculo es trivial debido a la semejanza con Maxwell; sin

embargo las teoŕıas topológicas son suceptibles a grados de libertad locales asociados

a topoloǵıas no triviales, tanto de la variedad como del haz fibrado en el cual son

definidas [82, 103]. Por lo tanto es necesario llevar a cabo un análisis hamiltoniano

debido a la estructura no abeliana del álgebra.

Haciendo la descomposición 3 + 1 de S2[A,B] obtenemos

S2[A,B] =

∫ ∫

Σ

[
B0iI(ȦI

i − ∂iA
I
0 + f IJKAJ

0A
K
i ) +

1

2
BijIF I

ij

]
, (4.48)

de donde podemos identificar la siguiente densidad Lagrangiana

L = B0iI(∂0A
I
i − ∂iA

I
0 + f IJKAJ

0A
K
i ) +

1

2
BijIF I

ij . (4.49)

Para continuar con el método de Dirac estricto, definimos los momentos (ΠαI ,ΠαβI)

canónicamente conjugados a las variables dinámicas (AI
α, B

I
αβ)

ΠαI =
δL
δȦI

α

, ΠαβI =
δL
δḂI

αβ

. (4.50)

El siguiente paso para ver si una teoŕıa es singular es mediante la matriz hessiana,

cuyas componentes vienen dadas por

δ2L
δ(∂µAI

α)∂(∂µA
J
ρ )
,

δ2L
δ(∂µBI

αβ)∂(∂µA
J
ρ )
,

δ2L
δ(∂µBI

αβ)∂(∂µB
J
ργ)

, (4.51)

las cuales son idénticamente igual a cero, porlo tanto, el rango de la matriz Hessiana

es cero. Esto significa que esperamos 10(N2 − 1) restricciones primarias, las cuales

surgen de la definición de los momentos (4.65)

ϕ0I : Π0I ≈ 0,

ϕiI : ΠiI − B0iI ≈ 0,

ϕ0i
I : Π0i

I ≈ 0,

ϕij
I : Πij

I ≈ 0,

(4.52)

Por definición, el hamiltoniano canónico del sistema tiene la forma

Hc = ȦI
µΠ

µ
I + ḂI

0iΠ
0i
I + ḂI

ijΠ
ij
I − L

= −AI
0DiΠ

0i
I − 1

2
Bij

I F
I
ij ,

(4.53)
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de este modo, teniendo en cuenta las restriciones primarias, el hamiltoniano primario

se define como

HP = Hc +

∫
d3x

[
λI
0ϕ

0
I + λI

iϕ
i
I + λI

0iϕ
0i
I + λI

ijϕ
ij
I

]
, (4.54)

donde λI
0,λ

I
i ,λ

I
0i,λ

I
ij corresponden a los multiplicadores de Lagrange asociados a las

restriciones primarias (4.67). Para esta teoŕıa, el paréntesis fundamental de Poisson

está dado por

{AI
α(x),Π

µI(y)} = δµαδ
IJδ3(x, y),

{BI
αβ(x),Π

µνI(y)} =
1

2

(
δµαδ

ν
β − δµβδ

ν
α

)
δ3(x, y).

(4.55)

Para calcular las condiciones de consistencia, definimos como W , la matriz de

10(N 2 − 1) × 10(N 2 − 1) cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre las res-

tricciones primarias (4.67)

{ϕ0
I(x),ϕ

0
J(y)} = 0, {ϕ0

I(x),ϕ
i
J(y)} = 0,

{ϕ0
I(x),ϕ

0i
J (y)} = 0, {ϕ0

I(x),ϕ
ij
J (y)} = 0,

{ϕi
I(x),ϕ

j
J(y)} = 0, {ϕi

I(x),ϕ
0j
J (y)} =

1

2
δijδIJδ

3(x, y),

{ϕi
I(x),ϕ

jk
J (y)} = 0, {ϕij

I (x),ϕ
kl
J (y)} = 0,

(4.56)

donde rangoW = 6(N2 − 1) y por lo tanto con nulidad igual a 4(N2 − 1). De este

modo, usando los vectores nulos de W , las condiciones de consistencia dan lugar a

4(N2 − 1) restricciones secundarias

ϕ̇0
I = {ϕ0

I , HP} ≈ 0 ⇒ ψI := DiΠ
i
I ≈ 0,

ϕ̇ij
I = {ϕij

I , HP} ≈ 0 ⇒ ψI
ij :=

1

2
F I
ij ≈ 0,

(4.57)

mientras que el rango de W nos permite fijar el valor de los siguientes multiplicadores

de Lagrange

˙ϕ0iI = {ϕ0iI , HP} ≈ 0 ⇒ λI
i = 0,

˙ϕijI = {ϕijI , HP} ≈ 0 ⇒ λI
0i = 2DjB

ij
I + 2f I

JKAJ
0Π

iK .
(4.58)

Debido a que la teoŕıa no presenta restricciones terciarias, una vez con todas las res-

tricciones a la mano procederemos a separarlas en restricciones de primera y segunda

clase. Para esto, siguiendo el algoritmo de Dirac, debemos calcular el paréntesis de
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Poisson entre todas las restricciones, primarias y secundarias

{ϕ0P (x),ϕ0I(y)} = 0, {ϕ0P (x),ϕiI(y)} = 0,

{ϕ0P (x),ϕ0iI(y)} = 0, {ϕ0P (x),ϕijI(y)} = 0,

{ϕlP (x),ϕiI(y)} = 0, {ϕlP (x),ϕ0iI(y)} =
1

2
δilδ

PIδ3(x− y),

{ϕlP (x),ϕijI(y)} = 0, {ϕlmP (x),ϕijI(y)} = 0,

{ϕ0P (x),ψI(y)} = 0, {ϕlP (x),ψI(y)} = fPIKΠlKδ3(x− y),

{ϕ0lP (x),ψI(y)} = 0, {ϕlmP (x),ψI(y)} = 0, (4.59)

{ψlmP (x),ψI(y)} = 0, {ψP (x),ψI(y)} = fPIKDiΠ
iK

{ϕ0P (x),ψijI(y)} = 0, , {ψlmP (x),ψijI(y)} = 0

{ϕlP (x),ψijI(y)} =
1

2

(
−δljδ

PI∂i + δliδ
PI∂j + fPIK(δliA

K
j − δljA

K
i )

)
δ3(x, y),

{ϕlmP (x),ψijI(y)} = 0,

La matriz W ′ de 14(N2 − 1) × 14(N 2 − 1), cuyas componentes están dadas por los

paréntesis (4.75) tiene rango 6(N2 − 1) y nulidad 8(N 2 − 1). Lo cual implica, según

el algoritmo de Dirac estricto, que el sistema tiene 8(N2− 1) restricciones de primera

clase

γ0
I = Π0

I ≈ 0,

γij
I = Πij

I ≈ 0,

γI = DiΠ
iI + 2f I

JKB
J
0iΠ

0iK ,

ψI
ij =

1

2
F I
ij +

1

2
[DiΠ

0
j
I −DjΠ

0
i
I ],

(4.60)

donde podemos observar como se generalizan las restriciones (4.19), para el caso de

grupos de norma no abelianos. Por otro lado, el rango de W ′ nos permite determinar

las siguientes 6(N2 − 1) restricciones de segunda clase

χ0i
I = Π0i

I ≈ 0,

χi
I = Πi

I − B0i
I ≈ 0.

(4.61)

No obstante, podemos observar que no todas las restriciones de primera clase (4.76)

son independientes, esto es debido a la siguiente relación

ΥI
i ≡ ηi

jkψI
jk =

1

2
ηi

jkF I
jk + 2ηi

jkDjΠ
0
k
I , (4.62)

donde DiΥ
iI − ηk

ijf I
JKF

J
ijΠ

0kK = 0, debido a la identidad de Bianchi para el caso

no abeliano, ηijkDiF
I
jk = 0. Esto significa que debido a que se tiene una condición

adicional sobre las restriciones, el número de restricciones de primera clase indepen-

dientes es [8−1](N2−1) = 7(N2−1). Finalmente podemos realizar el conteo de grados
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de libertad de la acción S2[A,B] (4.47): tenemos 20(N2 − 1) variables dinámicas en

el espacio fase, 7(N 2 − 1) restricciones de primera clase independientes y 6(N2 − 1)

restricciones de segunda clase. Por lo tanto es sistema definido por S2[A,B] carece de

grados de libertad locales por punto del espacio-tiempo, es decir, corresponde a una

teoŕıa topológica.

Analogamente al caso electromagnético, las acciones (4.46) y (4.47) corresponden

a teoŕıas topológicas. Sin embargo, su acoplamiento rompe la estructura topológica

dando lugar a grados de libertad, más aún, resultando en la teoŕıa de Yang-Mills.

4.2.2 Análisis hamiltoniano de Yang-Mills como una teoŕıa

tipo BF

En esta sección desarrollaremos el análisis de Dirac estricto para la acción evaluada

en un álgebra de Lie no abeliana (4.43), la cual corresponde a la teoŕıa de Yang-Mills

expresada como una teoŕıa BF. Haciendo la descomposición 3+1 de (4.43), obtenemos

S[A,B] =

∫

M

[
1

2
BI

0iB
0iI +

1

4
BI

ijB
ijI − B0iI(ȦI

i − ∂iA
I
0 + f ijkAJ

0A
K
i )−

1

2
BijIF I

ij

]
d3xdt,

(4.63)

de donde podemos identificar la densidad lagrangiana

L =
1

2
BI

0iB
0iI +

1

4
BI

ijB
ijI − B0iI(ȦI

i − ∂iA
I
0 + f IJKAJ

0A
K
i )−

1

2
BijIF I

ij. (4.64)

Para continuar con el análisis hamiltoniano, es necesario definir los momentos

(ΠαI ,ΠαβI) canónicamente conjugados a las variables (AI
α, B

I
αβ)

ΠαI =
δL
δȦI

α

, ΠαβI =
δL
δḂI

αβ

. (4.65)

Por otro lado, las componentes de la matriz hessiana vienen dadas por

δ2L
δȦI

α∂Ȧ
J
ρ

,
δ2L

δḂI
αβδȦ

J
ρ

,
δ2L

δḂI
αβδḂ

J
ργ

, (4.66)

las cuales son idénticamente igual a cero, por lo tanto el rango de la matriz hessiana

es cero. Esto significa que esperamos 10(N2 − 1) restricciones primarias

ϕ0I := Π0I ≈ 0,

ϕiI := ΠiI + B0iI ≈ 0,

ϕ0iI := Π0iI ≈ 0,

ϕijI := ΠijI ≈ 0.

(4.67)

54



CHAPTER 4. MAXWELL Y YANG-MILLS COMO TEOŔIAS BF
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Por definición, el hamiltoniano canónico del sistema tiene la forma

Hc = ȦI
µΠ

µI + ḂI
µνΠ

µνI − L

=
1

2
ΠiIΠI

i −
1

4
BI

ijB
ijI − AI

0DiΠ
iI +

1

2
BijIF I

ij .
(4.68)

Teniendo en cuenta las restricciones primarias, el hamiltoniano primario viene dado

por

HP = Hc +

∫
d3x

[
λI
0ϕ

0I + λI
iϕ

iI + λI
0iϕ

0iI + λI
ijϕ

ijI
]
, (4.69)

donde λI
0,λ

I
i ,λ

I
0i,λ

I
ij son los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones

primarias (4.67). Para esta teoŕıa definimos los paréntesis de Poisson fundamentales

como

{AI
α(x),Π

µJ(y)} = δµαδ
IJδ3(x− y),

{BI
αβ(x),Π

µνJ(y)} =
1

2

(
δµαδ

ν
β − δµβδ

ν
α

)
δIJδ3(x− y).

(4.70)

Dentro del marco del algoritmo de Dirac, necesitamos conocer la evolución de las

restricciones primarias, estas relaciones dan lugar a las condiciones de consistencia.

Para esto, definimos como W , la matriz de 10(N2 − 1)× 10(N 2 − 1), cuyas entradas

son los paréntesis de Poisson entre las restricciones primarias (4.67)

{ϕ0P (x),ϕ0I(y)} = 0, {ϕ0P (x),ϕiI(y)} = 0,

{ϕ0P (x),ϕ0iI(y)} = 0, {ϕ0P (x),ϕijI(y)} = 0,

{ϕlP (x),ϕiI(y)} = 0, {ϕlP (x),ϕ0iI(y)} = −1

2
δliδ

PIδ3(x− y), (4.71)

{ϕlP (x),ϕijI(y)} = 0, {ϕ0lP (x),ϕ0iI(y)} = 0,

{ϕ0lP (x),ϕijI(y)} = 0, {ϕlmP (x),ϕijI(y)} = 0,

analizando la matriz W , podemos observar que rangoW = 6(N2 − 1) y por lo tanto

su nulidad es 4(N2−1). Por lo tanto, usando los vectores nulos de W , las condiciones

de consistencia dan lugar a 4(N2 − 1) restricciones secundarias

ϕ̇0I = {ϕ0I , HP} ≈ 0 ⇒ ψI := DiΠ
iI ≈ 0,

ϕ̇ijI = {ϕijI , HP} ≈ 0 ⇒ ψijI := BijI − F ijI ≈ 0,
(4.72)

mientras que el rango de W nos permite fijar el valor de los siguientes multiplicadores

de Lagrange

ϕ̇0iI = {ϕ0iI , HP} ≈ 0 ⇒ λI
i = 0,

ϕ̇ijI = {ϕijI , HP} ≈ 0 ⇒ λI
0i = 2DjB

jiI − 2f IJKAJ
0Π

iK .
(4.73)
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Las demás condiciones de consistencia, no dan origen a más restriciones, en vez de

eso, obtenemos el valor de los multiplicadores de Lagrange restantes [79],

ψ̇lmP = {ψlmP , HP} ≈ 0 ⇒ αP
lm = 0, λP

lm = DlΠ
mP −DmΠ

lP − fPKIFK
lmA

I
0.

(4.74)

Una vez con todas las restricciones de la teoŕıa a la mano, procederemos a sepa-

rarlas en restricciones de primera y segunda clase. Para esto, siguiendo el algoritmo

de Dirac, debemos calcular el paréntesis de Poisson entre todas las restricciones, pri-

marias y secundarias

{ϕ0P (x),ϕ0I(y)} = 0, {ϕ0P (x),ϕiI(y)} = 0,

{ϕ0P (x),ϕ0iI(y)} = 0, {ϕ0P (x),ϕijI(y)} = 0,

{ϕlP (x),ϕiI(y)} = 0, {ϕlP (x),ϕ0iI(y)} = −1

2
δilδ

PIδ3(x, y),

{ϕlP (x),ϕijI(y)} = 0, {ϕlmP (x),ϕijI(y)} = 0,

{ϕ0P (x),ψI(y)} = 0, {ψP (x),ψijI(y)} = −fPIMFM
ij , (4.75)

{ϕ0lP (x),ψI(y)} = 0, {ϕlmP (x),ψI(y)} = 0,

{ϕ0lP (x),ψijI(y)} = 0, {ψP (x),ψI(y)} = fPIKψK = 0,

{ϕ0P (x),ψijI(y)} = 0, , {ϕlP (x),ψI(y)} = fPIKΠlKδ3(x, y)

{ψlmP (x),ϕ0I(y)} = 0, {ψlmP (x),ϕijI(y)} = (δilδ
j
m − δimδ

j
l )δ

PIδ3(x, y),

{ϕlP (x),ψijI(y)} =
(
δljδ

PI∂i − δliδ
PI∂j + f IPK(δliA

K
j + δljA

K
i )

)
δ3(x, y),

La matrizW ′ de 14(N 2−1)×14(N2−1), definida a través de los paréntesis entre todas

las restricciones, y cuyas componentes están dadas por (4.75), tiene rango 12(N2−1)

y nulidad 2(N2 − 1). Lo cual implica, de acuerdo al método de Dirac estricto, que el

sistema tiene 2(N2 − 1) restricciones de primera clase y 12(N2 − 1) de segunda. Al

contraer los vectores nulos de matriz W ′ con las restricciones, podemos identificar las

restricciones de primera clase

γ0I = Π0I ≈ 0,

γI = DiΠ
iI + 2f IJKBJ

0iΠ
0iK + f IJKBJ

ijΠ
ijK ≈ 0.

(4.76)

análogamente, el rango nos permite determinar las restricciones de segunda clase

χiI = ΠiI + B0iI ≈ 0,

χ0iI = Π0iI ≈ 0,

χijI = ΠijI ≈ 0,

ϕijI = (BijI − F ijI) ≈ 0.

(4.77)

Finalmente podemos llevar a cabo el conteo de grados de libertad de la acción

(4.43): tenemos 20(N2 − 1) variables canónicas en el espacio fase, 2(N2 − 1) restric-

ciones de primera clase y 12(N2 − 1) restricciones de segunda clase. Por lo tanto,
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el Lagrangiano de Yang-Mills expresado como una teoŕıa BF tiene 2(N2 − 1) grados

de libertad por punto del espacio-tiempo, los cuales corresponden a los grados de

libertad de la teoŕıa de Yang-Mills [30].

Debido a la naturaleza no abeliana del álgebra de Lie SU(N), es necesario verificar

que las nuevas restriciones definidas en (4.76) y (4.77) forman un álgebra cerrada, pues

de lo contrario tendŕıamos inconsistencias en el análisis hamiltoniano. El álgebra entre

las restricciones de primera y segunda clase viene dada por

{γ0P (x), γ0I(y)} = 0, {χlP (x), γI(y)} = fPIKχlK = 0,

{γ0P (x),χiI(y)} = 0, {χ0lP (x), γI(y)} = fPIKχ0lP = 0,

{γ0P (x),χ0iI(y)} = 0, {χlmP (x), γI(y)} = fPIKχlmK = 0,

{γ0P (x),χijI(y)} = 0, {ϕlmP (x), γI(y)} = fPIKϕlmK = 0,

{γ0P (x),ϕijI(y)} = 0, {γP (x), γI(y)} = fPIKγK = 0, (4.78)

{γ0P (x), γI(y)} = 0, {χlP (x),χiI(y)} = 0,

{χlmP (x),χijI(y)} = 0, {χlP (x),χ0iI(y)} = −1

2
δilδ

PIδ3(x, y)

{χlP (x),χijI(y)} = 0, {ϕlmP (x),ϕijI(y)} = 0.,

{χlP (x),ϕijI(y)} = 0, {χ0lP (x),ϕijI(y)} = 0,

{χ0lP (x),χ0iI(y)} = 0, {χlmP (x),ϕijI(y)} = −1

2

(
δliδ

m
j − δljδ

m
i

)
δPIδ3(x, y),

{χlP (x),ϕijI(y)} =
(
δljδ

PI∂i − δliδ
PI∂j + fPIK(δljA

K
i − δliA

K
j

)
δ3(x, y)

donde podemos apreciar que las restricciones forman un álgebra cerrada. Más aún,

las restricciones de primera clase (4.76) forman un álgebra de Lie donde las cons-

tantes de estructura son funciones constantes. En algunas teoŕıas invariantes bajo

difeomorfismos definidas en cuatro dimensiones, entre ellas Relatividad General y

Husain-Kuchar, esta caracteŕıstica del álgebra no se cumple, lo cual da lugar a prob-

lemas en el ámbito de la cuantización, incluso en el formalismo BRST [85].

4.2.3 Ecuaciones de movimiento y transformaciones de

norma

Una vez que ya se tienen todas las restriciones de primera y segunda clase que presenta

la teoŕıa, esta información se usará para encontrar la evolución dinámica del sistema

v́ıa las ecuaciones de movimiento de Hamilton, aśı como de las transformaciones

de norma. Haciendo uso del hamiltoniano canónico (4.68), los multiplicadores de

Lagrange (4.73) y las restricciones de segunda clase (4.77), definimos a la acción

57



CHAPTER 4. MAXWELL Y YANG-MILLS COMO TEOŔIAS BF
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extendida como,

SE[A
I
µ,Π

µI , BI
µν ,Π

µνI ,λI
0,λ

I , uI
i , u

I
0i, u

I
ij , v

I
ij ] =

∫
d4x(ȦI

µΠ
µI + ḂI

µνΠ
µνI − 1

2
ΠiIΠI

i

+
1

4
BI

ijB
ijI + AI

0DiΠ
iI − 1

2
BI

ijF
I
ij − 2DiB

ijIΠ0jI + 2fPKIΠlKAI
0Π

0lK − 2DlΠ
mPΠlmP

+fPKIFK
lmA

I
0Π

lmP − λI
0γ

0I − λIγI − uI
iχ

iI − uI
0iχ

0iI − uI
ijχ

ijI − vIijϕ
ijI). (4.79)

de donde podemos identificar el hamiltoniano extendido,

HE = H ′ + λI
0γ

0I + λIγI , (4.80)

donde H ′ es una función de primera clase, y está dado por

H ′ =
1

2
ΠiIΠI

i +
1

4
BI

ijB
ijI + AI

0DiΠ
iI − 1

2
BI

ijF
I
ij − 2DiB

ijIΠ0jI + 2fPKIΠlKAI
0Π

0lK

−2DlΠ
mPΠlmP + fPKIFK

lmA
I
0Π

lmP . (4.81)

Realizando la variación de la acción extendida con respecto a todas las variables

dinámicas, obtenemos las ecuaciones de movimiento que representan la evolución

completa del sistema

δAP
0 : Π̇0P = DlΠ

lP + 2fJKP
(
ΠlKΠ0J + FK

lmΠ
lmJ

)
,

δΠ0P : ȦP
0 = λP

0 ,

δAP
l : Π̇lP = f IPKAI

0Π
lK +DiB

P
il − 2fKPJBljJΠ0jK − 2f IPKΠjKΠljI − 2Di

(
fKPIAI

0Π
ilK

)

+ f IPKΠlKλI + 2Div
ilP ,

δΠlP : ȦP
l = ΠlP −DlA

P
0 − 2fKPIAI

0Π
0lK + ulP ,

δBP
0l : Π̇

0lP = fPIKΠ0lKλI − 1

2
ulP ,

δBP
lm : Π̇lmP = 2DlΠ

0mP + fPIKΠlmKλI − 1

2
uP
lm,

δΠ0lP : ḂP
0l = DiB

ilP − fPKIΠlKAI
0 +

1

2
uP
0l,

δΠlmP : ḂP
lm = 2DlΠ

mP − fPKIFK
lmA

I
0 + f IJPλIBJ

lm + uP
lm,

δλI
0 : γ

0I = 0,

δλI : γI = 0,

δuI
i : χ

I
i = 0,

δuI
0i : χ

I
0i = 0,

δuI
ij : χ

I
ij = 0,

δvIi : ϕI
i = 0. (4.82)

Estas ecuaciones son totalmente equivalentes a las ecuaciones de Euler-Lagrange, y al

igual que en el formalismo hamiltoniano, expresan a un conjunto de ecuaciones difer-

enciales de segundo orden (4.44), mediante un sistema de ecuaciones diferenciales de
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primer orden. La presencia de las funciones arbitrarias λI y λI
0, las cuales correspon-

den a los multiplicadores de Lagrange asociados a las restriciones de primera clase

(4.76), surgen debido que las ecuaciones de movimiento (4.44) son invariantes bajo

ciertas transformaciones. Estas transformaciones, conocidas como de norma, son una

simetŕıa de las soluciones a las ecuaciones de movimiento. Por lo tanto la funciones

arbitrarias λ, parametrizan las soluciones f́ısicamente equivalentes del sistema.

Con el propósito de conocer estas simetŕıas, las cuales dejan covariantes a las

ecuaciones de movimiento, usaremos el formalismo propuesto por Castellani [66]. Este

procedimiento se basa en la conjetura de Dirac [1], la cual nos dice que las restricciones

de primera clase son suficientes para derivar las transformaciones de norma. Definimos

el generador de las transformaciones de norma, mediante las restriciones de primera

clase, de la siguiente manera

G =

∫

Σ

[
D0ϵ

I
0γ

0I + ϵIγI
]
d3x, (4.83)

donde los parámetros de norma ϵI0 y ϵI , corresponden a funciones infinitamente difer-

enciables, con soporte compacto, y están definidas en el espacio dual de las distribu-

ciones. De esta manera, las tranformaciones de norma que dejan covariantes a las

ecuaciones de movimiento son

δ0A
P
0 = D0ϵ

P
0 ,

δ0A
P
i = −Diϵ

P ,

δ0Π
0P = −fPKIϵK0 Π

0I ,

δ0Π
iP = fPIKΠiKϵI ,

δ0B
P
0i = fPIJϵIBJ

0i,

δ0Π
0i = fPIKϵIΠ0iK ,

δ0B
P
ij = fPIJϵIBJ

ij,

δ0Π
ijP = fPIKϵIΠijK . (4.84)

Si redefinimos los parámetros de norma de manera adecuada, ϵI0 = ϵI , obtenemos

A
′I
µ → AI

µ −Dµϵ
I ,

B
′I
µν → BI

µν − f I
JKϵ

JBK
µν , (4.85)

donde la primera relación, corresponde a las transformaciones de norma usuales para

la teoŕıa de Yang-Mills [30, 80], mientras que la segunda describe la transformación

del tensor de curvatura evaluado en un álgebra de Lie compacta.

De esta manera, a nivel cásico, la teoŕıa BF (4.43) describe el campo de Yang-Mills.

Más aún, si consideramos las restricciones de segunda clase (4.77) como igualdades

59



CHAPTER 4. MAXWELL Y YANG-MILLS COMO TEOŔIAS BF
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fuertes, recuperamos los resultados estándar de la literatura [80]. Análogamente al

caso abeliano, mediante el método de Senjanovic y bajo un esquema apropiado de

fijación de la norma [62, 86], es posible calcular su correspondiente acción cuántica

efectiva, la cual equivale a la acción cuántica para el campo de Yang-Mills [62, 79].

Para finalizar este caṕıtulo, cabe mencionar, que existen en la liteatura modelos al-

ternativos para estudiar la teoŕıa de Yang-Mills como una teoŕıa de primer orden [62].

Sin embargo, estos resultados se enfocan más en extrapolar el contenido topológico

mediante la introducción de observables no locales, como la presencia de monopolos

en el vaćıo. Un estudio sobre las relaciones entre esta clase de teoŕıas BF puede

hallarse en [79].
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Chapter 5

Gravedad en tres dimensiones:

Análisis de Dirac y simetŕıas de norma

¿Porque estudiar gravedad en tres dimensiones?. Cuando uno comienza a estudiar

mecánica cuántica, en la práctica se hacen uso de modelos de juguete; estos ejemplos

no solo proveen de útiles modelos para explicar la construcción canónica del espacio

de estados cuánticos del sistema, si no que juegan un papel importante en el desarrollo

del entendimiento de la mecánica cuántica misma.

Respecto a la Relatividad General, el equivalente a un átomo de hidrógeno para

una teoŕıa cuántica de la gravedad estaŕıa dado por un agujero negro. Explicar la

radiación de Hawking, fenómeno que podŕıa consisderarse como una de las observa-

ciones clave, posiblemente seŕıa uno de los mayores pasos hacia una teoŕıa cuántica de

la gravedad; de la misma forma en que la estabilidad y la discretización de los estados

de enerǵıa en el átomo fueron la piedra angular para el desarrollo de la mecánica

cuántica.

Actualmente, contamos con algunos modelos semiclásicos o perturbativos que de-

scriben la radiación de Hawking como un efecto cuántico que ocurre en el horizonte

de sucesos, en un espacio-tiempo espećıfico. Con relación a la mecánica cuántica,

estos modelos son análogos al modelo de Bohr para el átomo de hidrógeno, ya que

proporcionan una idea intuitiva en el entendimiento de algunas propiedades f́ısicas

del sistema, no obstante, estos ejemplos no están basados en una teoŕıa que podŕıa

considerarse fundamental [67].

Sin embargo, este caṕıtulo no es acerca del átomo de hidrógeno, si no acerca

del oscilador armónico. Al igual que el oscilador armónico en la mecánica cuántica,

gravedad en tres dimensiones es un muy buen modelo para estudiar algunas de las

principales caracteŕısticas de gravedad cuántica. Esto se debe, a que la teoŕıa com-

parte muchas de las propiedades t́ıpicas de gravedad, las cuales no están presentes en

otras teoŕıas de campo, como por ejemplo en la electrodinámica cuántica. Algunas
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de estas propiedades son por ejemplo, el hecho de que no existe una estructura de

fondo como el espacio de Minkowski, lo cual conduce a que no se hallen part́ıculas

ni otras configuraciones de campos que sean útiles como punto de partida para una

teoŕıa de perturbación. Más aún, si uno introduce artificialmente un fondo y describe

gravedad como una perturbación alrededor de una métrica fija, la teoŕıa cuántica re-

sultante no es renormalizable. Mientras que estas propiedades pueden ser relegadas a

meras dificultades técnicas, existe una razón más profunda concerniente a la fijación

de la norma. Los métodos covariantes aplicados a las teoŕıas de norma requieren que

la teoŕıa mantenga una simetŕıa de Poincaré de manera expĺıcita, no obstante, en

Relatividad General no existe una simetŕıa de Poincaré global [11].

Por otro lado, Relatividad General en tres dimensiones poseé un conjunto completo

de soluciones tanto a nivel clásico como cuántico, logrando de esta manera, enfrentar

algunos de los principales problemas conceptuales que surgen en cuatro dimensiones.

A continuación desarrollaremos un análisis de Dirac estricto para la teoŕıa de

gravedad en tres dimensiones con constante cosmológica. Esta teoŕıa, al igual que

Relatividad General en cuatro dimensiones, se caracteriza por tener como grupo de

norma a los difeomorfismos, sin embargo, carece de grados de libertad locales, es decir

la teoŕıa es topológica. Este caṕıtulo está basado en [87], donde se lleva a cabo un

análisis del álgebra de restricciones tanto a nivel continuo como discreto.

5.1 El formalismo de triadas y tétradas

Una tétrada (o triada en el caso de tres dimensiones) es un objeto que provee, de

manera alternativa, una forma de especificar geometŕıas de manera equivalente a la

métrica. Igualmente, el transporte paralelo, las derivadas covariantes y los tensores

de curvatura pueden ser formulados mediante una generalización de los śımbolos de

Christoffel, algunas veces de manera más conveniente, gracias a la notación de las

tétradas en términos de uno formas diferenciables.

Definimos una tétrada en el espacio-tiempo como un conjunto de cuatro campos

vectoriales eaI , donde I = 0, 1, 2, 3, tal que provee en cada punto del espacio tangente

una base ortonormal

gabe
a
Ie

b
J = ηIJ , (5.1)

siendo ηIJ la métrica de Minkowski. Podemos pensar al ı́ndice I, simplemente como

un ı́ndice que distingue campos vectoriales, sin embargo, podemos darle otra inter-

pretación mas útil si vemos a eaI como un doble campo vectorial: un campo vectorial

en el espacio tangente al espacio-tiempo que toma valores en el espacio de Minkowski.

A este tipo de variedades con copias de espacios vectoriales adheridas a cada punto se

le conocen como haces vectoriales (para una definición mas precisa, vease el Apéndice
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A). Los haces vectoriales son comunmente usados en la f́ısica de part́ıculas elemen-

tales, donde el espacio interno corresponde a diferentes representaciones de los grupos

de norma de las interacciones fundamentales.

Usando la métrica de Minkowski, podemos contraer los ı́ndices internos de la

tétrada

ηIJeaIebJ = δab , (5.2)

donde ebJ := gbce
c
J . Estas relaciones de ortogonalidad las hemos obtenido usando la

métrica del espacio-tiempo; sin embargo, es posible usar también la métrica interna

del espacio de Minkowski, es decir

eIa = ηIJebJgab. (5.3)

Estas relaciones muestran de hecho que eIa es el inverso de eaI , de la misma forma que

gab es el inverso de gab. A eIa se le llama comunmente co-tétrada. En términos de es-

pacios vectoriales, sea TpM el espacio tangente a una variedad M , y sea Mp el espacio

interno de Minkowski en cada punto p. La tétrada proporciona una isometŕıa eaI(p) :

Mp → TpM , con vI 7→ eaI(p)v
I con mapeo inverso eIa(p) : TpM → Mp. Sin cambiar la

geometŕıa, podemos reemplazar todos los ı́ndices del espacio tangente por ı́ndices in-

ternos y viceversa, mediante la contracción con las tétradas y las co-tétradas: para un

campo tensorial T a1...an
b1...bn

, definimos T I1...Im
J1...Jm

= eI1a1 · · · eInane
b1
J1
· · · ebmJmT

a1...an
b1...bn

.

La ecuación (5.3), proporciona a la tétrada de una interpretación adicional: ésta

contiene toda la información encontrada en la métrica, ya que ésta última puede

ser totalmente reconstruida mediante la tétrada. Por lo tanto, la tétrada puede ser

tomada como el ingrediente fundamental para describir la geometŕıa, teniendo a la

métrica como un concepto derivado. No obstante, la tétrada tiene un número mayor

de componentes independientes; esta diferencia se esclarece debido a que podemos

aplicar una transformación de Lorentz, eaI → Λ J
I e

a
J , sin cambiar la métrica gab 1.Es

decir, las transformaciones de Lorentz dotan a la tétrada de nuevos grados de libertad,

a los cuales llamaremos grados de libertad internos para distinguirlos de aquellos que

surgen de la geometŕıa del espacio-tiempo.

Sobre el haz vectorial podemos definir una conexión ωIJ
µ , es decir, una 1-forma con

valores en un álgebra de Lorentz, la cual nos sirve para determinar derivadas sobre

las fibras

Dµv
I = ∂µv

I + ωI
µJv

J . (5.4)

1Usando la definición de una tranformación de Lorentz:

ηIJΛ J
I Λ L

J eaKebL = (ΛT ηΛ)KLeaKebL = ηKLeaKebL = gab.
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Al igual que la conexión de Levi-Civita (o de Christoffel) Γ(g), que es compatible con

la métrica, i.e. ∇µgνρ = 0, requerimos que la conexión ωI
µJ , sea compatible con la

tétrada, i.e. Dµe
I
ν = 0. A esta conexión se le conoce como la conexión de esṕın, y

tiene como propiedad que

ωI
µJ = eIν∇µe

ν
J . (5.5)

Dada una conexión podemos definir su curvatura mediante

RIJ = dωIJ + ωI
K ∧ ωKJ , (5.6)

si ahora hacemos uso la conexión de esṕın en términos de las tétradas (5.5), podemos

expresar a la curvatura como

RIJ
µν(ω(e)) = eIρeJσRµνρσ(e), (5.7)

donde Rµνρσ(e) corresponde al tensor de Riemann construido mediante las tétradas

[67]. Esta relación también conocida como la segunda ecuación estructural de Cartan,

nos permite ver que Relatividad General es una teoŕıa de norma cuyo grupo local

interno corresponde al grupo de Lorentz, siendo el tensor de Riemann el análogo al

tensor electromagnético de la conexión de esṕın.

5.2 Análisis de Dirac

En esta sección llevaremos a cabo el anális de Dirac estricto de la formulación a primer

orden de gravedad en tres dimensiones con constante cosmológica. La acción para la

teoŕıa [50, 88, 11], está dada por

S [e, A] =

∫

M
eI ∧ F I +

Λ

3
ϵIJKe

I ∧ eJ ∧ eK , (5.8)

donde F I [A] = dAI + ϵIJKA
J ∧AK , es la curvatura asociada a la 1-forma de conexión

AI = AI
αdx

α, evaluada en el álgebra de Lie su(2), la cual define una derivada co-

variante actuando en el grupo interno. Por otro lado, eI = eIµdx
µ es una 1-forma

evaluada en su(2), la cual tiene propiedades de una tŕıada, y Λ corresponde a la

constante cosmológica. M, es una variedad de dimension tres tal que M = R × Σ,

siendo Σ una superficie de Cauchy (la cual puede tomarse como compacta y sin fron-

tera) y R representa un parámetro de evolución. En el análisis subsecuente, las letras

mayúsculas denotarán las componentes en el espacio interno, entretanto las letras

griegas ı́ndices de espacio-tiempo, las cuales toman valores 0, 1, 2. El grupo interno

posee una métrica invariante bajo su(2), denotada por δIJ , al igual que un elemento

de volumen dado por el tensor de Levi-Civita ϵIJK .
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Las ecuaciones de movimiento que surgen de la variación de la acción están dadas

por

De = 0,

F + Λe ∧ e = 0, (5.9)

donde podemos observar, que las ecuaciones de Einstein en tres dimensiones, partic-

ularmente en el caso en que la constante cosmológica Λ es cero, implican un espacio-

tiempo localmente plano, es decir, no es posible encontrar ondas gravitacionales ni

fuerzas asociadas a las propiedades geométricas de la variedad. El espacio-tiempo

localmente luce como el espacio de Minkowski, (a menos que nos encontremos en la

vecindad de una singularidad) y por lo tanto las observables de carácter local como

la curvatura no existen. Las soluciones no triviales a las ecuaciones de movimiento

surgen a partir de topoloǵıas no triviales, particularmente si el espacio no es simple-

mente conexo. Un ejemplo de esto, es el transporte paralelo de un vector a lo largo

de una curva cerrada no contráıble; esta acción en general produce un vector rotado,

siendo el ángulo de rotación uno de los grados de libertad globales asociados a la

teoŕıa en tres dimensiones [11, 89].

Realizando la descomposición 2 + 1 de la acción (5.8) tenemos que

S [e, A] =

∫

R×Σ

ηij
[
e0IF

I
ij − 2eiIF

I
0j + ΛϵIJKe

I
0e

J
i e

K
j

]
, (5.10)

donde ηij = ϵ0ij. De esta forma, la densidad lagrangiana viene dada por

L = ηij
[
e0IF

I
ij − 2eiIF

I
0j + ΛϵIJKe

I
0e

J
i e

K
j

]
. (5.11)

Para continuar con el algoritmo de Dirac estricto, necesitamos definir los momen-

tos (pαA, π
α
A), canónicamente conjugados a las variables dinámicas (eAα , A

A
α )

pαA =
δL
δėAα

, πα
A =

δL
δȦA

α

. (5.12)

El siguiente paso para ver si una teoŕıa es singular, es mediante la matriz Hessiana

y cuyas componentes están dadas por

δ2L
δ(∂µAA

α )δ(∂µA
B
β )

,
δ2L

δ(∂µeAα )δ(∂µA
B
β )

,
δ2L

δ(∂µeAα )δ(∂µe
Bβ)

, (5.13)

haciendo uso de (5.11), estos elementos son id́enticamente igual a cero, por lo tanto

el rango de la matriz hessiana es cero. Esto significa que esperamos 18 restricciones

primarias, las cuales surgen a nivel Lagrangiano debido a la definición de los momentos

ϕ0
A := p0A ≈ 0,

ϕa
A := paA ≈ 0,

ψ0
A := π0

a ≈ 0,

ψa
A := πa

A − 2ηabeAb ≈ 0. (5.14)
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Por definición y despreciando términos en la frontera, el hamiltoniano canónico

del sistema tiene la forma

Hc = −
∫

Σ

dx3ηij
[
−e0IF

I
ij − ΛϵIJKeI0e

J
i e

K
j

]
− AI

0Diπ
i
0. (5.15)

Teniendo en cuenta las restricciones primarias, construimos el hamiltoniano primario

HP = Hc +

∫

Σ

dx3
[
λI
0ϕ

0
I + λI

iϕ
i
I + ρI0ψ

0
I + ρIiψ

i
I

]
, (5.16)

donde λI
0, λ

I
i , ρ

I
0 y ρIi corresponden a los multiplicadores de Lagrange asociados a las

restricciones primarias (5.14). Para esta teoŕıa definimos los paréntesis de Poisson

fundamentales como

{eAα (x0, x), pµI (y
0, y)} = δµαδ

A
I δ

3(x, y),

{AA
α (x

0, x), πµ
I (y

0, y)} = δµαδ
A
I δ

3(x, y). (5.17)

Para determinar las condiciones de consistencia, definimos como W , a la matriz de

18×18 cuyas entradas vienen dadas por los paréntesis de Poisson entre las restriciones

primarias (5.14)

{ϕ0
A(x),ϕ

0
I(y)} = 0, {ϕa

A(x),ϕ
0
I(y)} = 0

{ϕ0
A(x),ϕ

i
I(y)} = 0, {ϕa

A(x),ϕ
i
I(y)} = 0,

{ϕ0
A(x),ψ

0
I (y)} = 0, {ϕa

A(x),ψ
0
I (y)} = 0,

{ϕ0
A(x),ψ

i
I(y)} = 0, {ϕa

A(x),ψ
i
I(y)} = −2ηaiδAIδ(x, y),

{ψ0
A(x),ϕ

0
I(y)} = 0, {ψa

A(x),ϕ
0
I(y)} = 0 (5.18)

{ψ0
A(x),ϕ

i
I(y)} = 0, {ψa

A(x),ϕ
i
I(y)} = −2ηaiδAIδ(x, y),

{ψ0
A(x),ψ

0
I (y)} = 0, {ψa

A(x),ψ
0
I (y)} = 0,

{ψ0
A(x),ψ

i
I(y)} = 0, {ψa

A(x),ψ
i
I(y)} = 0,

donde podemos observar que el rangoW = 12, y por lo tanto W tiene nulidad 6.

De esta manera, usando los vectores nulos de W , las condiciones de consistencia dan

lugar a 6 restricciones secundarias

ϕ̇0
A = {ϕ0

A, HP} ≈ 0 ⇒ DA := ηabFA
ab + ΛηabϵABCe

B
a e

B
c ≈ 0,

ψ̇0
A = {ψ0

A, HP} ≈ 0 ⇒ GA := Daπ
a
A ≈ 0, (5.19)

mientras que el rango de W nos permite fijar el valor de los siguientes multiplicadores

de Lagrange

ϕ̇a
A = {ϕa

A, HP} ≈ 0 ⇒ ρaA = −ΛϵABCe
B
0 e

C
a ,

ψ̇a
A = {ψa

A, HP} ≈ 0 ⇒ λA
a = −Dae

A
0 + 2ϵABCA

B
a e

C
0 − 1

2
ϵABCA

B
0 πaC .(5.20)
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Debido a que la teoŕıa no presenta restricciones terciarias [87], una vez con todas

las restricciones a la mano procederemos a separarlas en restricciones de primera y

segunda clase. Para esto, siguiendo el algoritmo de Dirac estricto, debemos calcular

el paréntesis de Poisson entre todas las restricciones, primarias (5.14) y secundarias

(5.19)

{ϕ0
A(x), GI(y)} = 0, {ϕa

A(x), GI(y)} = 0

{ϕ0
A(x), D

I(y)} = 0, {ϕa
A(x), D

I(y)} = 2ΛηaiδIA,

{ψ0
A(x), GI(y)} = 0, {ψa

A(x), GI(y)} = ϵ K
AI πa

K(y)δ(x, y)

{ψ0
A(x), D

I(y)} = 0, {ψa
A(x), D

I(y)} = 2ηai
[
δIA∂i(y) + ϵ I

A KA
K
i (y)

]
δ(x, y),

{DA(x), DI(y)} = 0, {GA(x), D
I(y)} = ϵ I

A CD
C = 0

{GA(x), GI(y)} = ϵ C
AI GC = 0. (5.21)

La matriz W ′ de 24×24, cuyas componentes están dadas por los paréntesis (5.18)

y (5.21), tiene rango 18 y nulidad 6. Al contraer los vectores nulos de la matriz W ′

con las restricciones, podemos identificar las restricciones de primera clase

ϕ0
A := p0A,

ψ0
A := π0

A,

GA := Daπ
a
A + ϵ C

AB eBa p
a
C ,

DA := ηabFA
ab − ΛηabϵABCe

B
a e

C
b + ΛϵA C

B eBa π
a
C +Dap

aA, (5.22)

análogamente, el rango nos permite identificar las restricciones de segunda clase

ϕa
A := paA,

ψa
A := πa

A − ηabeAb . (5.23)

Una vez separadas las restricciones de primera y segunda clase, podemos llevar a

cabo el conteo de grados de libertad de la teoŕıa dada por la acción (5.8): tenemos 18

variables canónicas en el espacio fase, 12 restriciones de primera clase independientes

y 12 restricciones de segunda clase. Por lo tanto, gravedad en tres dimensiones con

constante cosmológica carece de grados de libertad locales por punto del espacio

tiempo, es decir, corresponde a una teoŕıa topológica.

Para continuar con el formalismo de Dirac estricto, es necesario verificar que las

nuevas restricciones definidas en (5.22) y (5.23) forman un álgebra cerrada. De esta

manera, el álgebra entre las restricciones de primera y segunda clase, definida en el
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espacio fase completo, viene dada por

{ϕ0
A(x),ϕ

0
I(y)} = 0, {ϕa

A(x),ϕ
i
I(y)} = 0,

{ϕ0
A(x),ϕ

i
I(y)} = 0, {ϕa

A(x),ψ
0
I (y)} = 0,

{ϕ0
A(x),ψ

0
I (y)} = 0, {ϕa

A(x),ψ
i
I(y)} = −2ηaiδAIδ(x, y),

{ϕ0
A(x),ψ

i
I(y)} = 0, {ϕa

A(x), GI(y)} = ϵ K
AI ϕa

K ,

{ϕ0
A(x), GI(y)} = 0, {ϕa

A(x), D
I(y)} = 0,

{ϕ0
A(x), D

I(y)} = 0, {ψa
A(x),ψ

i
I(y)} = 0,

{ψ0
A(x),ψ

0
I (y)} = 0, {ψa

A(x), GI(y)} = ϵ K
AI ψa

K ,

{ψ0
A(x),ψ

i
I(y)} = 0, {ψa

A(x), D
I(y)} = ϵ I

A Kϕ
a
K ,

{ψ0
A(x), GI(y)} = 0, {GA(x), GI(y)} = ϵ C

AI GC ,

{ψ0
A(x), D

I(y)} = 0, {GA(x), D
I(y)} = ϵ I

A CD
C ,

{DA(x), DI(y)} = 0, (5.24)

de donde podemos apreciar que las restriciones forman un álgebra cerrada. Observa-

mos también, que a diferencia de Relatividad General en cuatro dimeniones y la teoŕıa

de Husain-Kuchar, las relaciones (5.24) forman efectivamente un álgebra de Lie, ya

que sus constantes de estructura corresponden a funciones constantes. Esta propiedad

del álgebra hace que gravedad en tres dimensiones sea completamente resoluble tanto

a nivel clásico como a nivel cuántico [88].

5.3 Transformaciones de norma

Una vez que ya se tienen todas las restricciones de primera y segunda clase que

presenta la teoŕıa, esta información se usará para encontrar las transformaciones de

norma, aśı como la evolución dinámica del sistema. Haciendo uso del hamiltoniano

canónico (5.15), los multiplicadores de Lagrange (5.20) y las restriciones de segunda

clase (5.23), obtenemos la acción extendida, la cual viene dada por

SE[e
A
α , p

α
A, A

A
α , π

α
A,λ

A
0 ,λ

A
α , ρ

A
α , γ

A, ξA] =

∫
[ėAαp

α
A + ȦA

απ
α
A −H ′ − λA

αϕ
α
A − ρAαψ

α
A

− γAGA − ξAD
A]d4x, (5.25)

donde H ′ está formado por una combinación lineal de resricciones de primera clase

H ′ = −AA
0 GA − e0AD

A (5.26)

siendo λA
α , ρAα , γA , ξA los multiplicadores de Lagrange asociados a las restriciones

de primera (5.22) y segunda clase (5.23). De la expresión dada por la acción exten-

dida (5.25), obtenemos que el hamiltoniano extendido, el cual es el generador de la
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evolución dinámica del sistema y es una función de primera clase, está dado por

HE = H − λA
0 ϕ

0
A − ρA0 ψ

0
A − γAGA − ξAD

A. (5.27)

Debido a que la dinámica de la teoŕıa viene dada por una función que depende

exclusivamente de las restriciones de primera clase (5.22), se dice que el sistema es

totalmente restringido. Es decir, la evolución es generada por las tansformaciones de

norma. Con el propósito de conocer esta simetŕıa de norma, usaremos el formalismo

propuesto por Castellani [66].

Definimos el generador de las transformaciones de norma a partir de las restric-

ciones de primera clase, de la siguiente manera

G =

∫

Σ

[
D0ε

A
0 ϕ

0
A +D0η

A
0 ψ

0
I + εAGA + ηAD

A
]
d3x, (5.28)

donde los parámetros εA0 , ε
A, ζA0 y ζA, corresponden a funciones infinitamente diferen-

ciables , con soporte compacto y están definidos en el espacio dual a las distribuciones.

De esta manera, las transformaciones de norma de la teoŕıa, aplicadas a todas las va-

riables del espacio fase son

δ0e
A
0 = D0ε

A
0 ,

δ0e
A
a = ϵAIJε

IeJa −Daη
A,

δ0A
A
0 = D0η

A
0 ,

δ0A
A
a = −Daε

A + ΛϵAI
Je

J
a . (5.29)

De donde podemos observar, que las transformaciones de norma generadas por la

subálgebra formada por las restricciones de Gauss GA y por FA, corresponden a las

transformaciones generadas por el álgebra de Poincare ISO(2, 1) [88]. Sin embargo, a

nivel Lagrangiano la acción (5.8) es invariante bajo difeomorfismos [11]. El formalismo

de Dirac estricto nos permite recuperar esta simetŕıa a nivel hamiltoniano, mediante

la redefinición de los parámetros de norma: −εI0 = εI = −vαAI
α, −ηI0 = ηI = −vαeIα.

Tomando en consideración lo anterior, las transformaciones de norma toman la forma

e
′A
α −→ eAα + Lve

A
α + (v ×De)Aα ,

A
′A
α −→ AA

α + LvA
A
α + [v · (F + Λe ∧ e)]Aα , (5.30)

donde los productos punto y cruz, son los usuales y actúan en los ı́ndices de espacio-

tiempo. Los términos que acompañan a los difeomorfismos, corresponden a las ecua-

ciones de movimiento de la teoŕıa (5.9). Debemos señalar, que las transformaciones

(5.30) son válidas siempre y cuando se cumplan las ecuaciones de movimiento (on-

shell), a diferencia de las teoŕıas de norma usuales (Maxwell, Yang-Mills) donde el
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término que acompaña a la transformacion de norma siempre es cero. Esta discrep-

ancia con las teoŕıas de norma, de hecho es esperada; en las teoŕıas de campo usuales,

las ecuaciones de movimiento son exactamente invariantes bajo transformaciones de

norma, mientras que las ecuaciones de Einstein, transforman módulo una combinación

de las mismas ecuaciones de movimiento [90]. Por lo tanto resulta natural esperar

una transformación de norma que proporcione una invariancia on-shell.
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Chapter 6

Conclusiones

En estas notas hemos aplicado de manera consistente el algoritmo de Dirac-Bergmann

a diversas teoŕıas de norma, poniendo particular énfasis al caso de teoŕıas invariantes

bajo difeomorfismos. Una formulación hamiltoniana completa significa llevar a cabo

todos los pasos en el algoritmo de Dirac: (i) se definen los momentos canónicos para

todas las variables dando lugar a las restricciones primarias, (ii) se halla el hamilto-

niano, (iii) se considera la evolución temporal de las restricciones hasta que (iv) el

álgebra de Dirac forme un álgebra cerrada (al menos on-shell), (v) las restricciones

son clasificadas como restricciones de primera y segunda clase, (vi) se construye el

paréntesis de Dirac o se resuleven las restricciones de segunda clase (via reducción

hamiltoniana), (vii) de acuerdo con la conjetura de Dirac, se construye el generador

de las transformaciones de norma mediante las restricciones de primera clase, (viii) se

derivan las transformaciones de norma para todos los campos de manera consistente.

El formalismo de Dirac-Bergmann no solo nos permite estudiar la dinámica y las

simetŕıas de una teoŕıa, las cuales pudieran pasar inadvertidas usando otros formalis-

mos, si no que al mismo tiempo nos restringe de encontrar propiedades atribúıdas a

una teoŕıa, las cuales pudieran no existir. En particular, nos referimos a la invariancia

de norma, la cual debe ser derivable de las restricciones de la teoŕıa sin ambigüedades.
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Appendix A

Elementos de geometŕıa diferencial

A.1 La derivada de Lie

Dado un campo vectorial v en una variedad M , es posible derivar campos tensoriales

a lo largo de la direccón de v. A diferencia de la derivada covariante, la definición de

la derivada de Lie no requiere ninguna estructura extra, tal como una conexión o una

métrica. Para un escalar f , la derivada de Lie es equivalente a la acción de un campo

vectorial como una derivación: Lvf = vf = va∂af . Una vez que hayamos definido la

derivada de Lie para un campo vectorial, en la dirección de otro campo vectorial, la

definición puede ser extendida a cualquier campo tensorial usando la regla de Leibniz.

El conmutador de dos campos vectoriales, Lvw = [v, w] con [v, w]a = vb∂bw
a −

wb∂bv
a, satisface los requerimientos para ser una derivación, y por lo tanto puede

ser usado como una definición adecuada de la derivada de Lie: L (fwa) = fLvw
a +

(vf)wa, para una función f . Para obtener la derivada de Lie de 1-formas, digamos

ωa, usamos la regla de Leibniz y la naturaleza escalar de ωaw
a, siendo wa, un campo

vectorial arbitrario. De esta manera

(Lvωa)w
a + ωa [v, w]

a = (Lvωa)w
a + ωav

b∂bw
a − ωaw

b∂bv
a,

por otro lado

Lv (ωaw
a) = va∂a

(
ωbw

b
)
= va (∂aωb)w

b + ωbv
a∂aw

b,

por lo tanto

Lvωa = vb∂bωa + ωb∂av
b, (A.1)

ya que wa es un campo vectorial arbitrario. Sin embargo, el concepto de derivada de

Lie surge de una manera mas general cuando es aplicado a campos tensoriales. Sea va

un campo vectorial, a lo largo del cual la derivada será definida, y consideremos una

familia uniparamétrica de difeomorfismos Φ
(v)
t : M → M , la cual es definida mediante
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integración. Este mapeo satisface Φ
(v)
t ◦ Φ(v)

s = Φ
(v)
t+s, asimismo Φ

(v)
0 es la identidad y

dΦ
(v)
t /dt |p, en cada punto p ∈ M , es igual al campo vectorial v evaluado en el punto

p, es decir, v (p). Donde la derivada se interpreta como la acción del campo vectorial

sobre alguna función f

dΦ
(v)
t

dt
|pf =

df
(
Φ

(v)
t (p)

)

dt
|t=0. (A.2)

La familia uniparamétrica de difeomorfismos puede hallarse integrando un sistema de

ecuaciones diferenciales de primer orden, usando un sistema coordenado. El mapeo

Φt define una imagen rećıproca (o pull-back) sobre funciones y tensores covariantes,

mientras que define un jacobiano (o push-forward) en tensores cotravariantes [38].

La imagen rećıproca sobre funciones se define simplemente por Φ∗
tf (p) = f (Φt (p)).

Sobre campos vectoriales w, el jacobiano Φt∗w, se define como la acción de los difeo-

morfismos sobre las curvas integrales generadas por el campo vectorial w, y después

obtener el campo vectorial generado por las curvas integrales nuevas. La imagen

rećıproca de un vector contravariante ωa, se definde como (Φ∗
tωa)w

a = ωa (Φt∗wa),

para cualquier vector wa. 1

Usando el jacobiano con Φt, o la imagen rećıproca con Φ−1
t = Φ−t, la familia

uniparamétrica de difeomorfismos puede usarse para definir, de manera general, la

derivada de Lie a lo largo de un campo vectorial v, cuyas curvas integrales esten dadas

por Φt. Sea T un tensor arbitrario, Φt define un mapeo, el cual será denotado por

ΦtT , tal que

LvT =
dΦ

(v)
t T

dt
, (A.3)

proporciona las identidades de la derivada de Lie para escalares y campos vectoriales,

las cuales fueron mencionadas anteriormente.

A.2 Tensores con densidad

Para una métrical espacial hab, su determinante es una función pero no un escalar,

esto se debe a que su valor cambia bajo una transformación de coordenadas. Sin

embargo, la combinación
√
det h d3x es un tensor, mientras que

√
det h no lo es.

De esta manera, podemos introducir un nuevo tipo de objetos covariantes, llamados

tensores con densidad, los cuales pueden ser entendidos como tensores multiplicados

por alguna potencia del determinante de la métrica. Esta definición es independiente

1La diferencia entre la imagen rećıproca y el jacobiano, es mas clara si uno considera mapeos mas

generales de una variedad M a una variedad N . De esta manera, el jacobiano de un tensor contravariante

en M , es un tensor del mismo tipo en N , mientras que la imagen rećıproca de un tensor en N es un

tensor del mismo tipo en M . A menos que el mapeo considerado de M a N sea invertible, no es posible

mapear un tensor covariante de M a N , ni uno contravariante de N a M .
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de la dimensión y de la signatura de alguna variedad Riemanniana, es decir, pueden

ser objetos definidos en el espacio o en el espacio-tiempo, o incluso en una variedad

de dimensión arbitraria con cualquier signatura.

Un tensor con densidad πa1,...,ak
b1,...,bl

, de peso n ∈ R, es un objeto definido en una

variedad diferenciable, cuya transformación bajo un cambio de coordenadas xa 7→ x′a′ ,

está dada por

π
′a′1...a′k

b′1...b
′
l
= | det

(
∂xc

∂x′c′

)
|nπa1...ak

b1...bl

∂x′a′1

∂xa1
. . .

∂x′a′k

∂xak

∂xb1

∂x′b′1
. . .

∂xbl

∂x′b′l
. (A.4)

En particular, un tensor con densidad de peso cero es un tensor, y
√

| det g| es un

escalar con densidad de peso uno. Podemos observar, que el peso de un densidad es

una propiedad aditiva bajo la multiplicación tensorial. Cualquier tensor con densidad

de peso n, puede ser transformado a un tensor, simplemente multiplicandolo por

| det g|−n/2. Un ejemplo de un tensor con densidad, son los objetos ϵa1...aD , definidos

de tal forma que son antisimétricos en todos los ı́ndices y ϵ1...D = 1, en cualquier

sistema de coordenadas. Uno puede observar que ϵa1...aD , es una densidad tensorial

de peso 1, mientras que ϵa1...aD , es una densidad tensorial de peso −1. En particular,

ϵa1...aD no puede obtenerse bajando lo ı́ndices de ϵa1...aD , ya que esta operación no

cambia el peso de los tensores.

Los tensores con densidad ϵa1...aD y ϵa1...aD , toman los mismos valores constantes

en cualquier sistema de coordenadas, de esta manera, es rasonable que sus derivadas

covariantes sean cero ∇aϵa1...aD = 0 = ∇aϵ
a1...aD , esto implica que ∇a det g = 0, ya

que el tensor métrico es covariantemente constante.

Sea πa1,...,ak
b1,...,bl

, una densidad tensorial de peso n, | det g|−n/2πa1,...,ak
b1,...,bl

es un

tensor con densidad de peso cero, es decir un tensor, por lo tanto su derivada covari-

ante está dada por

∇aπ
a1,...,ak

b1,...,bl
= | det g|n/2∇a

(
| det g|−n/2πa1,...,ak

b1,...,bl

)

= ∂aπ
a1,...,ak

b1,...,bl
+ Γa1

acπ
ca2,...,ak

b1,...,bl
+ . . .+ Γak

acπ
a1,...,ak−1c

b1,...,bl

−Γc
ab1

πa1,...,ak
cb2,...,bl

− . . .− Γc
abl
πa1,...,ak

b1,...,bl−1c
− nΓb

baπ
a1,...,ak

b1,...,bl
,

donde el último término surge de la derivada parcial ∂a log det g = 2Γb
ba. Las derivadas

de Lie de ϵa1...aD y de ϵa1...aD son cero, no obstante, la derivada de Lie de la métrica

en general no es cero, de tal manera que

Lv det g = 2det g∇av
a, (A.5)

por lo tanto, la derivada de Lie de un tensor con densidad de peso n, πa1,...,ak
b1,...,bl

, es

Lvπ
a1,...,ak

b1,...,bl
= | det g|n/2Lv

(
| det g|−n/2πa1,...,ak

b1,...,bl

)
+ nπa1,...,ak

b1,...,bl
∇av

a, (A.6)
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donde en el lado derecho, la derivada de Lie actúa sobre un tensor sin peso.

Las densidades tensoriales surgen de manera natural en formlaciones canónicas

de teoŕıas de campo, donde la métrica del espacio-tiempo es considerada como uno

de los campos f́ısicos. En los términos de la forma
∫
d3xφ̇pφ, que aparecen en la

transformada de Legendre, uno no puede insertar la raiz cuadrada del determinante

de la métrica como un factor en la medida, ya que φ y pφ no seŕıan variables canónicas.

Los tensores con densidades, que surgen como momentos canónicos, tienen influencia

en la aparición de la restricción que da origen a los difeomorfismos, ya que genera

derivadas de Lie, cuyas expresiones dependen de su peso. Es decir, las variables

canónicas transforman de una manera diferente ya que una de ellas siempre es un

tensor con densidad.

A.3 Haces fibrados

En algunas formulaciones de Relatividad General a primer orden, el campo funda-

mental no es el tensor métrico, sino las conexiones y las tétradas (en el espacio-

tiempo) o triadas (en el espacio). Tales formulaciones están relacionadas con aspectos

geométricos que no necesariamente surgen de una formulación métrica.

Muchas teoŕıas de campo son descritas por objetos dependientes del espacio-

tiempo, los cuales toman valores en un espacio vectorial V . La estructura matemática

detrás de esta noción es la de un haz vectorial, el cual puede ser entendido como una

variedad base M (tal como el espacio-tiempo), con copias de un espacio vectorial V ,

adherido a cada punto x ∈ M . De esta manera, surge una generalización del espacio

tangente con un espacio interno Vx, llamadas fibras del haz vectorial, las cuales no

están asociadas a ninguna dirección en el espacio base. Tal y como sucede en el haz

tangente, un haz vectorial normalmente no es trivial, i.e., no es de la forma v ×M .

Un campo f́ısico es entonces una sección del haz vectorial, el cual asigna a cada punto

x ∈ M un vector vA ∈ Vx. Ejemplos de este tipo de teoŕıas son las teoŕıas de norma,

cuyas fibras son representaciones de los grupos de norma, y gravedad, la cual puede

ser formulada con campos tensoriales en un espacio tangente o con n-adas en un

espacio vectorial interno.

Un haz fibrado (B,M, π) sobre M con fibra F , es una variedad diferenciable B,

con un mapeo sobreyectivo π : B → M , con una pre-imagen π−1 (x) ≃ F para todo

x ∈ M . Tal que la fibra es localmente trivial: para una cubierta abierta M =
∪

λ Uλ

de la variedad baseM , π−1 (Uλ) ≃ Uλ×F , para todo λ. Existe entonces una familia de

difeomorfismos fλ tal que cada p ∈ π−1 (Uλ) puede ser identificado con (π (p) , fλ (p)).

Si restringimos este mapeo a π−1(x), tenemos una identificación fλ|x : π−1(x) → F ,

de todas las fibras con la fibra general F . Sin embargo, esta identificación depende
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de la vecindad usada, entonces diferentes vecindades superpuestas pueden dar lugar

a diferentes identificaciones [103, 104].

Teniendo en cuenta esto, consideremos funciones de transición gλµ(x) := fλ|x ◦
(fµ|x)−1 : F → F , definida para toda x ∈ Uλ ∩ Uµ. Estos mapeos muestran como

la identificación de puntos en una fibra cambia cuando usamos una trivialización

local distinta. Las funciones de transición son invertibles, con g−1
λµ = gµλ, y cuya

composición esta dada por gλµ ◦ gµν = gλν . En la mayoŕıa de los casos, uno está

interesado en G-haces, es decir, haces fibrados cuyas funciones de transición toman

valores en la representación de algún grupo, el cual actúe sobre las fibras F .

Un haz principal (P,G,M, π) es un G-haz (P,M, g) con fibras F = G, donde G

actúa sobre si mismo mediante la traslación por la izquierda Lg : G → G, h 7→ g · h.
Una importante propiedad de los haces principales es que tiene, de manera natural,

una acción por la derecha del grupo G sobre P , definida por Rgp = fλ|−1
π(p)(f). En

esta definición, las vecindades proveen de una trivialización local, pero la acción por

la derecha de G es independeinte de la elección. De hecho

fλ|π(p) · g =
(
gλµ(π(p))fµ|π(p)

)
· g = fλ|π(p) ◦µ |−1

π(p)

(
fµ|π(p) · g

)
.

lo cual prueba que Rg es independiente de la trivialización. La acción derecha permite

identificar campos vectoriales verticales invariantes por la izquierda, es decir, campos

vectoriales va ∈ P tales que π∗va = 0, con el álgebra de Lie del grupo estructural.

Para cada X ∈ LG, donde LG denota el álgebra de Lie del grupo G, existe un campo

vectorial vertical X̃ en P para el cual X̃|p = dRexp(tX)p/dt. F́ısicamente, la acción

derecha del grupo de estructura sobre una haz fibrado codifica las transformaciones

de norma, donde los campos de norma están dados por las conexiones.

A.4 Conexiones

Para definir derivadas en un haz vectorial, es necesario comparar vectores en diferentes

puntos. En el espacio tangente, esto se logra introduciendo una 1-forma de conexión

ΓB
aC , es decir, un objeto el cual taΓB

aC al ser evaluado en un punto x, da un mapeo

lineal vB 7→ taΓB
aCv

C en un espacio vectorial Vx, para cada vector ta tangente a M .

Para una curva en M , nos permite definir

δvB = −taΓB
aCv

Cδt, (A.7)

como un desplazamiento infinitesimal del vector vC en el punto x, a lo largo de la

curva cuyo vector tangente es ta en x. Si el espacio vectorial Vx es una representación

de algún grupo de Lie, los valores vaΓB
aC , están restringidos al álgebra de Lie del

grupo. En este caso, los componentes de la conexión se escriben como Γi
a, donde
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ΓB
aC = Γa

a (Ti)
B
C , siendo Ti los generadores del álgebra de Lie. En la teoŕıa de las

interacciones débiles, el grupo de estructura es SU(2), cuyos generadores son las

matrices de Pauli; las componentes de la conexión corresponden a los campos de

norma Γi
a con i = 1, 2, 3, los cuales están dados por los bosones vectoriales Z y W±.

Integrando los desplazamientos infinitesimales (A.7), a lo largo de la curva obten-

emos una expresión en el grupo de Lie, la cual corresponde al transporte paralelo u

holonomı́a de un espacio vectorial a otro. Usando la 1-forma de conexión en término

de los generadores, la integración de la ecuación de transporte infinitesimal está dada

por

he (Γ) = P exp

(∫

e

taΓi
aTidλ

)
, (A.8)

donde e(λ) es la curva con vector tangente ta. Esta expresión representa una solución

a la ecuación de transporte paralelo

dhe (Γ)

dλ
= Γi

at
aTihe (Γ) . (A.9)

Debido a que los campos vectoriales en una teoŕıa de norma son secciones de una haz

fibrado, en lugar de trabajar con secciones, es posible introducir una conexión como

derivada covariante en el haz completo P . La conexión está definida a través de una 1-

forma θ en P , la cual toma valores en el álgebra de Lie del grupo de estructura, tal que

R∗
gθ = Ad g−1θ, para todo g ∈ G y θ(X̃) = X, para todo X ∈ LG. Estas propiedades

demuestran que una conexión generalizan la noción de la forma de Maurer-Cartan de

un grupo de Lie G a un haz principal con grupo de estructura G [38, 103, 104].

Con la conexión θ, podemos definir uns espacio horizontal H ⊂ TP , como el

espacio nulo de θ : θ(H) = 0. El espacio nulo no puede tener una componente vertical

debido a la transitividad de la acción por la derecha de G en P . Con la noción

de la horizontabilidad, podemos levantar vectores tangentes v ∈ TM , a vectores

horizontales ṽ ∈ TP , tales que θ(ṽ) = 0 y π∗ṽ = v. De esta manera el transporte

paralelo se define como el mapeo de π−1(e(0)) a π−1(e(1)) mediante el levantamiento

de la curva e para todos los puntos de la fibra.

A.5 n-adas (n-beins)

Sobre un haz vectorial existen dos clases de vectores y de campos tensoriales, aquellos

que toman valores en la fibra, por ejemplo un grupo de norma, y los que toman valores

en el espacio tangente de la variedad base. Para relacionar estas dos clases de objetos

es necesario introducir una estructura adicional, la cual comunmente, se hace en el

contexto de las fibras equipadas con una métrica ηAB.

Una n-ada (o n-bein) eaA, A = 1, . . . , n, en una variedad Riemanniana de dimensión

n (en cuatro dimensiones corresponde a una tétrada, en tres dimensiones a una triada,
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A.5. N-ADAS (N-BEINS )

en dos dimensiones a una diada), es una base ortonormal de campos vectoriales, tales

que eaAeBa = ηAB. Donde el ı́ndice A enumera los campos vectoriales independientes

en la base ortonormal de TM . De la misma manera, el objeto eaA es una sección del

haz fibrado, el cual es el producto tensorial del haz tangente y otro haz vectorial sobre

M . El śımbolo ηAB, en la condición de normalización de las n-adas, corresponde a la

métrica de la fibras.

Podemos contraer las tétradas usando los ı́ndices internos, ηABeaBeBb = δab , de esta

manera

ηABeaAeBbe
b
C = ηABeaAηBC = eaC = δaBe

b
C ,

puesto que ebC , es una matriz invertible ya que es parte de una base ortonormal.

La matriz inversa de eaA, difiere solo por la posición de los ı́ndices y está dada por

eAa = ηABebBgab. Por lo tanto, usando las n-adas es posible reemplazar la métrica del

espacio-tiempo, convirtiendola en un concepto derivado.

De este modo, estamos tratando con un haz vectorial sobre el espacio-tiempo

M , equipado con dos espacios vectoriales normados adheridos a cada punto x ∈ M .

Tenemos el espacio tangente TxM con la métrica gab, pero también copias Vx del

espacio vectorial interno con una métrica constante ηAB. (Desde el punto de vista

de las transformaciones en el espacio-tiempo, esta métrica es un escalar) Una n-

ada proporciona un conjunto de isometŕıas entre los espacios TxM y VxM , donde

eaA(x) : Vx → TxM , vA 7→ eaAv
A, y de la misma manera, el mapeo inverso está dado

por eAa (x) : TxM → Vx. Desde un punto de vista práctico, las n-adas son usadas para

reemplazar los ı́ndices de espacio-tiempo por ı́ndices internos y viceversa .

Al igual que la métrica define una conexión compatible en el haz tangente, llamada

conexión de Christoffel, una n-ada también define una conexión compatible [67, 105].

Las 1-formas de conexión pueden ser calculadas mediante ωaAB = ebA∇aeBb, donde

∇a es el operador de derivación compatible con la métrica definida por la tétrada.

Usando las 1-formas de conexión ωaAB, podemos definir una derivada covariante y

un transporte paralelo para campos tensoriales con ı́ndices internos, Dav
A = ∇av

A +

ωA
a Bv

B. Si aplicamos la derivada covariante a la métrica interna ηAB, la cual es

constante, tenemos que

DaηAB = ∇aηAB − ωC
a AηCB − ωC

a BηAC = −ωaBA − ωaAB = 0. (A.10)

Por lo tanto, la 1-forma de conexión debe ser antisimétrica en los ı́ndices internos, lo

cual está de acuerdo con el hecho que taωA
a B, en la teoŕıa general de conexiones, debe

tomar valores en el álgebra de Lie del grupo que preserva ηAB (por ejemplo, el grupo

de Lorentz, si el espacio interno corresponde al espacio de Minkowski). En términos

de la base del álgebra de Lie, Ti, definimos los coeficientes de la conexión de esṕın ωi
a,

mediante ωA
a B = ωi

A (Ti)
A
B.
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Cualquier n-ada determina una única conexión de esṕın, la cual es covariante-

mente constante Dae
B
b = 0. Escribiendo la derivada covariante en términos de las

componentes de la conexión, observamos que ∂ae
B
a −Γc

abe
B
c +ΓB

aAe
A
b = 0, siendo Γc

ab la

conexión de Christoffel, por lo tanto ΓB
aA = −ebA

(
∂ae

B
b − Γc

abe
B
c

)
. Usando la expresión

de la conexión de Christoffel en términos de la métrica, podemos escribir

ηFGΓ
G
aE = ebEecFΓ

c
ab − ebE∂aebF = 2

(
∂[bea][F

)
ebE] + eBa e

b
[Ee

c
F ]∂be

B
c , (A.11)

donde hemos expresado a la conexión puramente en términos de la n-adas.

A.6 Geometŕıa de Poisson

A diferencia de la geometŕıa del espacio-tiempo, la cual está determinada por un

tensor métrico, el cual es un tensor de segundo rango y simétrico; la geometŕıa del

espacio fase está determinado por un tensor de segundo rango, antisimétrico conocido

como el tensor de Poisson P ij. El cual debe satisface la identidad de Jacobi

Pk[i∂kPjl] = 0. (A.12)

Este tensor proporciona un paréntesis de Poisson {f, g} := P ij(∂if)(∂jg), a cualquier

par de funciones del espacio fase f , g. Un tensor de Poisson, también provee de un

campo vectorial Hamiltoniano generado por una función del espacio fase, digamos H:

el cual está dado por P ij(∂jH)∂i en una base coordenada, o de manera mas general

por P♮dH, donde P ♮ : T ∗M → TM , es un mapeo el cual levanta los ı́ndices del

espacio cotangente usando el tensor de Poisson. Si P ij es invertible, el espacio fase

es una variedad simpléctica con una forma simpléctica Ωij = (P ij)
−1
, la cual, usando

la identidad de Jacobi, es una 2-forma cerrada [36, 26].

A.6.1 Estructura local de las variedades de Poisson

Una variedad de Poisson puede consruirse mediante hojas simplécticas, las cuales

proveen de una foliación (posiblemente singular) de la variedad. Las hojas

simplécticas están definidas como las superficies integrales de la distribución

P ♮ (T ∗
xM) ⊂ TxM , las cuales son inntegrables debido a la identidad de Jacobi. El

espacio co-normal a la foliación, es decir, el espacio nulo del mapeo P♮, está dado por

las funciones de Casimir CI , tales que P♮
(
dCI

)
=

(
P ij∂iC

I
)
∂j = 0. Si uno factoriza

las direcciones co-normales, es decir remueve el espacio nulo del tensor de Poisson, se

induce en la variedad una estructura simpléctica [49].

Localmente siempre es posible elegir un sistema de coordenadas llamado coorde-

nadas de Casimir-Darboux (xα, CI), con las cuales el tensor de Poisson toma la forma
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(
P ij

)
=

(
Παβ 0

0 0

)
, (A.13)

donde

(
Παβ

)




0 1 0 0

−1 0 0 0
. . .

0 0 0 1

0 0 −1 0




es el tensor de Poisson estandar en una variedad simpléctica. En general, una forma

simpléctica Ωαβ, definida en una hoja de la variedad de Poisson, no puede ser exten-

dida a toda la variedad. Si esto es posible, entonces tenemos la siguiente definición

[41]

Definición A.6.1 Una forma presimpléctica compatible con una variedad de Poisson

(M,P), es una 2-forma cerrada Ω̃ en M , tal que ı∗LΩ̃ = ΩL, para todas las hojas L

de la foliación. Donde ıL : L → M es el encajamiento de la hoja L en M , y ΩL es la

estructura simpléctica de la hoja inducida por P.

A.6.2 Restriciones

La geometŕıa de Poisson juega un papel muy importante en el análisis Hamiltoniano

de los sistemas con restricciones. Si comenzamos con una variedad simpléctica, y

luego imponemos las restricciones para obtener una subvariedad, la imagen rećıproca

de la forma simpléctica en la superficie de restricción automáticamente es cerrada y

no-degenerada. De hecho, de esta manera uno puede dar una definición mas general

de las restricciones [41, 49]

Definición A.6.2 Sea (M,P) una variedad de Poisson, y sea ı : C → M , una

subvariedad encajada tal que ı∗TC ⊂ P♮(T ∗M). (La subvariedad C está contenida en

alguna hoja simpléctica de (M,P)). Llamamos a C una restricción

1. de primera clase si {0} ̸= P♮
(
T ∗⊥
x C

)
⊂ TxC, para todo x ∈ C,

2. de segunda clase si P ♮
(
T ∗⊥
x C

)
∩ TxC = {0}.

En ambos casos, hemos definido el espacio co-normal como

T ∗⊥
x C := {α ∈ T ∗

xM : α(v) = 0, ∀v ∈ TxC}.
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A.7 Variedades globalmente hiperbólicas

El término de hiperbolicidad global está intimamente relacionado con las condiciones

de causalidad, las cuales forman parte de las llamadas jerarqúıas causales que definen

un espacio-tiempo y están vinculadas con el probelma de la censura cósmica y pre-

dictibilidad [67, 106]. En la literatura existen diferentes definiciones acerca de lo que

es una variedad hiperbólica, sin embargo, la definición mas común es la siguiente:

Definición A.7.1 Una variedad (M, g), sin frontera, es una variedad hiperbólica si

y sólo si se cumplen las siguientes condiciones

1. Para todo par de puntos p, q ∈ M , J−(p) ∩ J+(q) es compacto. Donde

J−(p) denota el conjunto de puntos que pueden ser alcanzados mediante curvas

causalmente orientadas al pasado, no espacialoides, mientras que J+(q) denota

al conjunto de puntos que puden ser alcanzados mediante curvas orientadas al

futuro (es decir, no existen singularidades desnudas).

2. Causalidad fuerte, es decir, para todo p ∈ M existe una vecindad U de p tal que

ninguna curva temporaloide cruza la vecindad U más de una vez.

Entre las principales caracteŕısticas de una variedad globalmente hiperbólica, una de

las más importantes, es la existencia de una función global en M que se interprete

como el tiempo. Esto es, un campo escalar t cuyo gradiente ∇at es temporaloide y

con dirección hacia el futuro en todo punto de M . Esta función de tiempo global nos

permite distinguir entre eventos futuros y pasados sin tener violaciones de causalidad.

La hiperbolicidad global es equivalente a la existencia de superficies de Cauchy,

es decir, una variedad globalmenbte hiperbólica puede ser foliada por una familia de

superficies de Cauchy. En otras palabras M , es topológicamente isomorfa al producto

de una superficie de Cauchy Σ y algún intervalo I ∈ R, resultado probado por Geroch

en 1970 [107]. En resumen, un espacio-tiempo globalmente hiperbólico es un espacio-

tiempo en el cual las ecuaciones de movimiento están completamente determinadas

por los datos iniciales especificados en una hipersuperficie, es decir, es un problema

bien definido con valores iniciales.
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Elementos de Análisis

B.1 El espacio de las funcione continuas

Supongamos X, un espacio compacto. Denotareos como C(X), al espacio de las

funciones continuas sobre X, con la norma

∥f∥ = sup
x∈X

|f(x)|. (B.1)

Teorema B.1.1 Todo espacio de Banach L, es isomorfo a un subespacio cerrado de

algun espacio C(X). Si L es separable, entonces X puede tomarse como el interalo

[0, 1].

Sea Ω un subconjunto abierto de Rn, y Ω, la cerradura de Ω en Rn. Usando

la notación estandar: x = (x1, . . . , xn), x
k = xk1

1 · · · xkn
n , el operador de derivadas

parciales, ∂l = ∂l1
1 · · · ∂ln

n , |k| = k1 + · · ·+ kn. El espacio Cr(Ω), denota a la colección

de funciones en Ω, con derivdas parciales hasta un orden r, tal que ∂lf , |l| ≤ r, son

funciones acotadas en Ω. La norma en Cr(Ω), se define mediante la fórmula

∥f∥Cr := sup
|l|≤r

|∂lf(x)|, x ∈ Ω. (B.2)

La convergencia en Cr(Ω), significa la convergencia uniforme de las funciones mismas

y sus derivadas parciales hasta orden r. El espacio Cr(Ω), corresponde a un espacio

de Banach [48].

Sin embargo, en la práctica, uno a veces necesita usar conceptos relacionados a la

diferenciabilidad de las funciones. Para esto, los espacios comunmente usados son

• El espacio C∞(Ω), el cual consiste en el espacio formado por todas las funciones

infinitamente diferenciables en Ω. La topoloǵıa de C∞(Ω), es determinada por

una familia de seminormas pKl, donde K es un subconjunto compacto, y l =

(l1, . . . , ln) un conjunto arbitrario de ı́ndices

pKl(f) := sup
x∈K

|∂lf(x)|. (B.3)
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Teorema B.1.2 C∞(Ω) es un espacio normado completo y numerable (y por lo tanto

metrizable).

• El espacio C∞
0 (Ω), consiste de todas las funciones infinitamente diferenciables

con soporte compacto en Ω. C∞
0 (Ω), no es un espacio cerrado en C∞(Ω), y por

lo tanto no es completo en la topoloǵıa de C∞(Ω).

• El espacio S(R), consiste en espacio formado por las funciones infinitamente

diferenciables en Rn, las cuales decrecen rápidamente en el infinito. La topoloǵıa

de S(R), está dada por una familia de seminormas

pα,β(f) = sup
x∈Rn

|xα∂βf(x)|, (B.4)

con α y β un conjunto de multi-́ındices.

La relación entre estos espacios, está dada por

C∞
0 (Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ C∞(Rn). (B.5)

Teorema B.1.3 El espacio C∞
0 (Rn) es denso en Lp(Rn, dx) para 1 ≤ p < ∞, en

S(Rn), y C∞(Rn). El espacio S(Rn) es denso en Lp(Rn, dx), para 1 ≤ p < ∞, y en

C∞(Rn)

B.2 Funciones Generalizadas (Distribuciones)

El concepto de función generalizada o distribución, surge de manera natural en diver-

sos problemas en matemáticas y f́ısica, cuando uno desea extender cierts operaciones

a un dominio más extenso. Un ejemplo es la delta de Dirac, la cual está definida por

las siguients propiedades

δ(x) = 0, para todo x ̸= 0, δ(0) = ∞,

∫ ∞

−∞
δ(x)dx = 1.

Resulta que estas propiedades dejan de ser contradictorias, si una función generalizada

se entiende como un elemento dual del espacio L′, donde L denota el espacio de las

funciones de prueba, el cual está dado comunmente por C∞(Ω), C∞
0 (Ω) o S(R)n. Los

elementos C ′∞(Ω), C ′∞
0 (Ω) y S ′(R)n, resultan en funciones generalizadas en el dominio

Ω, funciones generalizadas con soporte compacto en Ω y distribuciones pesadas en

Rn, respectivamente.

Teorema B.2.1 Sea f una función localmente integrable (integrable en cada com-

pacto) con respecto a una medida de Lebesgue dx, en una región Ω. La relación

ϕ 7→
∫
Ω
ϕ(x)f(x)dx, es una funcional lineal en C∞

0 (Ω). Si f es cero fuera de algún

conjunto compacto K ⊂ Ω, esta es una relación de funcionales continuas es C∞(Ω).
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Las funciones generalizadas descritas por este teorema, son llamadas funciones

generalizadas regulares; es decir corresponden a funciones ordinarias localmente in-

tegrables. Sin embargo, existen funciones generalizadas que no son regulares. Por

analoǵıa al caso regular, el valor de una función generalizada F , sobre una función

de prueba ϕ, es frecuentementes escrita como
∫
Ω
F (x)ϕ(x)dx = ⟨F,ϕ⟩. Por supuesto,

esta expresión no puede tomarse literalmente, puesto que la integral diverge o no tiene

sentido. Supongamos Ω un subconjunto de Rn el cual contiene al origen. La delta de

Dirac δ(x), se define como un elemento del espacio C∞(Ω), dado por la fórmula
∫

Ω

δ(x)ϕ(x)dx = ϕ(0). (B.6)

Debido a que C∞
0 (Ω), está continuamente embebido en C∞(Ω), toda funcional lineal

en C∞(Ω) da lugar a una funcional lineal en C∞
0 (Ω) por restricción [108]. De esta

manera, tenemos que

C ′∞(Rn) ⊂ S ′(Rn) ⊂ C ′∞
0 (Rn). (B.7)

A diferencia de la funciones ordinarias, las funciones generalizadas no tienen un

valor definido en un punto. No obstante, la expresión F (x) = 0, en el dominio U ⊂ Ω,

hace sentido para unfa función generalizada F ∈ C ′∞(Ω). Por definición, esto significa

que ⟨F,ϕ⟩ = 0, para todas las funciones de prueba tal que suppϕ ⊂ U .

Teorema B.2.2 Los espacios C ′∞(Ω), C ′∞
0 (Ω) y S ′(Rn), son completos en la

topoloǵıa ∗-débil. Es decir, si una sucesión {Fn} de funciones generalizadas, es tal que

{⟨Fn,ϕ⟩} es de Cauchy para cualquier función de prueba ϕ, entonces limn→∞ Fn = F ,

existe y es una función generalizada del mismo tipo que Fn.

B.3 Operaciones con Funciones Generalizadas

Denotemos por L a los espacios C∞(Ω), C∞
0 (Ω) y S(Rn), sea L′ su correspondiente

espacio dual y L′
0 algún subespacio denso de L′, el cual consiste de funciones gener-

alizadas regulares.

• Multiplicación. Sea f ∈ C∞(Ω), el operador M(f) de multiplicación por f ,

admite una extensión continua de C∞
0 (Ω) a C ′∞

0 (Ω). Sea L = C∞
0 (Ω) = L′

0,

B = M(f). La restricción de B′ a L′
0 se obtiene de la siguiente forma. Sea

ϕ ∈ C∞
0 (Ω), g ∈ L′

0, entonces

⟨B′g,ϕ⟩ = ⟨g, Bϕ⟩ = ⟨g, fϕ⟩ =
∫

Ω

g(x)f(x)ϕ(x)dx. (B.8)

Por lo tanto B′ act’ua sobre L′
0 como la multiplicación por f . Esta operación admiete

una extensión continua a todo el espacio C ′∞
0 (Ω).
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Ejemplo. El producto de una función δ sobre una linea, por una función infini-

tamente diferenciable f . Tenemos que ⟨fδ,ϕ⟩ = ⟨δ, fϕ⟩ = f(0)ϕ(0). Lo cual está

de acuerdo con la idea intuitiva acerca el comportamiento de la función δ, bajo la

multiplicación.

• Diferenciación. Denotemos por ∂j a la derivada parcial ∂/∂xj, y ∂k el operador

∂|k|/∂xk1
1 · · · ∂xkn

n . El operador ∂k admite una extensión continua de C∞
0 (Ω)

a C ′∞
0 (Ω). Para esto consideremos el caso de ∂j, considerando a B = −∂j y

calculemos la restricción de B′ en C∞0(Ω)

⟨B′f,ϕ⟩ = ⟨f, Bϕ⟩ = −
∫

Ω

f(x)
∂ϕ(x)

∂xj

dx =

∫

Ω

∂f(x)

∂xj

ϕ(x)dx. (B.9)

Por lo tanto B′ coincide con ∂j en C∞
0 (Ω). Por lo tanto, el operador ∂/∂xj admite

una extensión continua a C ′∞
0 (Ω).

Ejemplo. La función generalizada ∂kδ, actúa de acuerdo a la siguiente fórmul

⟨
∂kδ,ϕ

⟩
= (−1)|k|∂kϕ(0). (B.10)

Teorema B.3.1 Toda función generalizada F ∈ C ′∞(Ω) puede ser escrita de la

forma

F = ∂kf, (B.11)

donde k denota un multi-́ındice, y f es una función generalizada regular.

Prueba: [48].

B.4 Algebras de Banach

Un álgebra de Banach, es un álgebra A, sobre los números complejos, con una norma

∥ · ∥, con la cual A es completa, es decir, A es una espacio de Banach, de tal forma

que la desigualdad

∥a · b∥ ≤ ∥a∥∥b∥, (B.12)

se cumple para todo a, b ∈ A. Esta expresión implica que la multiplicación en A es

un mapeo continuo de A×A → A [108].

Un álgebra A es unital, si existe un elemento 1A ∈ A, tal que

1Aa = a1A, ∀a ∈ A. (B.13)

Al elemento 1A se le conoce como la identidad de A, el cual es único.
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Sea A un álgebra de Banach unital. Para cada a ∈ A, denotamos por

Res(a) := {λ ∈ C : λ1− a es invertible} , (B.14)

al conjunto resolvente de a ∈ A. Su complemento

σA(a) := C \Res(a), (B.15)

es conocido como el espectro de a, el cual corresponde a un conjunto cerrado en C.

Teorema B.4.1 (Gelfand-Mazur) Sea A un álgebra de Banach unital, de tal ma-

nera que todos los a ∈ A distintos de cero son invertibles. Entonces A = C1.

Sea A un álgebra de Banach conmutativa, definimos el espacio estructural ∆A,

como el conjunto de todos los homomorfismos continuos, distintos de cero,m : A → C.
Este espacio, llamado comunmente como el espacio de ideales maximales, provee de

una biyección entre ∆A y el conjunto de ideales maximales de A. Los elementos

de ∆A corresponden a funcionales lineales multiplicativas, las cuales obedecen au-

tomáticamente m(1) = 1 [48].

De esta manera, cada a ∈ A, define una función â, la cual actúa sobre el espacio

estructural,

â : ∆A → C

m 7→ â(m) = m(a).

El mapeo a 7→ â, es un homomorfismo de álgebras entreA y el álgebra de las funciones

continuas definidas en ∆A. Este mapeo es conocido como la transformada de Gelfand

[109].

Teorema B.4.2 (Gelfand-Naimark) Sea A una ∗álgebra de Banach. El conjunto

Â := {â : a ∈ A}, es una subálgebra densa en C0(∆A).

Si A es una C∗ álgebra conmutativa, entonces la tranformada de Gelfand a 7→ â,

corresponde a un isomorfismo isométrico

A → C0(∆A). (B.16)

En particular, ∥â∥∆ = ∥a∥, además de que m(a∗) = m(a).

Teorema B.4.3 (Construcción GNS) Dada una C∗-álgebra A con identidad, un

estado ω (funcional en A, existe un espacio de Hilbert Hω y una representación

πω : A → B(Hω), donde B(Hω) denota al espacio de los operadores lineales acotados,

tal que

1. Hω, contiene un vector ćıclico Ψω,
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2. ω(A) =
(
Ψω, πω(A)Ψω

)
,

3. Cualquier otra representación π en el espacio de Hilbert Hπ, cuyo vector ćıclico

satisface

ω(A) = (Ψ, π(A)Ψ) , (B.17)

es unitariamente equivalente a πω, es decir, existe una isometŕıa U : Hπ → Hω,

tal que

Uπ(A)U−1 = πω(A), UΨ = Ψω. (B.18)

Prueba: [109].
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