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Informacién para el lector

El objetivo de las presentes notas es introducir al lector en el estudio de sistemas
Hamiltonianos con simetrias de norma. En la actualidad, este tipo de sistemas se en-
cuentran practicamente en todas las areas de la fisica moderna, asi como forman una
herramienta fundamental en el estudio de diversos problemas en fisica-matematica,
tales como el estudio de aspectos modernos en teoria cudntica de campos, formula-
ciones no perturbativas, métodos de cuantizacion algebraicos, topologia de los espacios
de soluciones, cuantizacion en variedades con curvatura, geometria no conmutativa,
teorias en el reticulo, por mencionar algunas. Como parte del contenido del pro-
grama de la Licenciatura en Matematicas Aplicadas, las notas sirven como material
bibliografico totalmente autocontenido para los cursos optativos de Temas Selectos
de algebra y geométria I y II. Las notas también forman parte como material com-
plementario para el curso de Fisica Tedrica II o alguna optativa enfocada al area de
Fisica Tedrica perteneciente a la Licenciatura en Fisica, ya que el formalismo Hamil-
toniano para este tipo de sistemas raramente es considerado en los cursos de licen-
ciatura. Finalmente, el presente material sirve como material de apoyo en la materia
de Cuantizacién de Sistemas de Norma, perteneciente al programa en la Maestria en

Matematicas Aplicadas y Fisica Matematica.
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Chapter 1

Introduccion

.1 feel that there will always be something missing from them
[non-Hamiltonian methods] which we can only get by working

from a Hamiltonian.

—P.A.M. Dirac, Lectures on Quantum Mechanics.

En la actualidad, la teoria de la Relatividad General y la Mecanica Cuantica
se encuentran entre los mayores logros intelectuales del siglo XX. Cada una de es-
tas teorias ha alterado profundamente los conceptos que subyacen en nuestro en-
tendimiento del mundo fisico que nos rodea. Sin embargo, a pesar de que ambas han
sido increiblemente exitosas describiendo los fenémenos fisicos con un sorprendente
grado de exactitud, cada una en su propio dominio, estas nos ofrecen dos retratos
muy distintos de la realidad. A primera vista, incluso uno podria sorprenderse de
como la fisica ha sido capaz progresar ante tal conflicto. Desde luego, la razén se
encuentra en el hecho “accidental” de que las constantes fundamentales de nuestro
universo conspiran para hacer la longitud de Planck tan pequena, mientras que la
energia de Planck es inmensamente grande. Es debido a esto, que hemos podido
usar una precisa imagen geométrica de la relalidad, la cual esta dada por la Relati-
vidad General, cuando tratamos con fenomenos de caracter astrofisico; mientras que
el mundo atéomico y subatéomico son descritos por la Mecdnica Cuantica. Aunque
esta estrategia es apropiada en la préactica, resulta ser bastante insatisfactoria desde
un punto de vista conceptual; la raiz de esto se debe a que a lo largo de la historia,
nuestra experiencia en la fisica nos dice que estos dos retratos del universo deben ser
aproximaciones que surgen como limites de una teoria mas fundamental, la cual debe
representar una sintesis de la Relatividad General y la Mecanica Cuantica, es decir,

una teoria cuantica de la gravedad. Es esta teoria la que debemos invocar cuando
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afrontamos fenémenos como el big bang y la evolucion de agujeros negros, donde los
mundos de la Relatividad General y la Mecanica Cuéantica inevitablemente coinciden.
La necesidad de una teoria cuantica de la gravedad fué advertida por primera vez

por Einstein en 1916 en la Preussische Akademie Sitzungsberichte. El escribio:

Newvertheless, due to the inneratomic movement of electrons, atoms would
have to radiate not only electromagnetic but also gravitational energy, if
only in tiny amounts. As this is hardly true in Nature, it appears that
quantum theory would have to modify not only Maxwellian electrodynamics

but also the new theory of gravitation.

Los primeros trabajos sobre el tema comenzaron a aparecer a mediados de los anos
treinta, principalmente por Bronstein, Rosenfeld y Pauli. El objetivo era lograr para
gravedad lo que se habia obtenido para el caso de las otras fuerzas fundamentales. En
aquel tiempo, el proceso de cuantizacion se habia llevado a cabo de manera exitosa
para el caso del campo electromagnético, usando tanto el enfoque canénico como el
covariante. En el tratamiento candnico, y usando el principio de incertidumbre de
Heisenberg como guia, los campos eléctrico y magnético surgen de manera natural
como estados cuanticos invariantes de norma. Mientras que en el enfoque covariante
uno cuantiza los modos de oscilaciéon del campo de Maxwell en el espacio-tiempo,
sin necesidad de llevar a cabo una descomposicén (3 + 1), de esta manera, los esta-
dos cuénticos surgen como elementos de un espacio de Fock. En el caso del campo
electromagnético, ambos métodos son completamente equivalentes, no obstante, en
el caso gravitacional la diferencia es profunda. Esto no es accidental, y la razon se
encuentra profundamente arraigada en una de las caracteristicas fundamentales de la
teoria, el doble papel que juega la métrica del espacio-tiempo.

Para apreciar mejor este punto tomemos como ejemplo a Maxwell, la cual es una
teoria de campo definida en un espacio-tiempo de Minkowski. En este caso, los campos
dindmicos son representados mediante un tensor, F,

na
mientras que la geometria del espacio-tiempo provee la nocién de causalidad, es decir,

en el espacio de Minkowski;

la arena sobre la cual los campos se propagan. Finalmente, las isometrias de la métrica
nos permiten construir cantidades fisicas tales como flujos de energia, momento y
momento angular, los cuales estan asociados a las ondas electromagnéticas.

Por el contrario, en el caso de Relatividad General y las teorias invariantes bajo
difeomorfismos, no existe una geometria de fondo. La métrica del espacio-tiempo es
una variable dindmica fundamental, que de manera semejante al caso de la métrica de
Minkowski, determina la geometria del espacio-tiempo, proporciona los conos de luz
y determina la propagacion de todos los campos fisicos (incluida la métrica misma).
Por otro lado, es el analogo al potencial gravitacional Newtoniano, y por lo tanto

funge como la entidad dindmica basica de la teoria. Este doble papel que juega la

2
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métrica equivale precisamente al principio de equivalencia, el cual yace en el corazéon
de la teoria de la Relatividad General. Esta caracteristica, es la responsable de la
poderosa economia conceptual de la teoria, asi como de su elegancia y belleza estética;
sin embargo también es la causante de su extraneza, la cual trae consigo una serie de
problemas técnicos y conceptuales. Un ejemplo de las dificultades que surgen al no
tener una geometria de fondo, es el problema para definir una energia y un momento.
Debido a que a priori no tenemos un espacio-tiempo, para poder introduccir los
conceptos bésicos de causalidad,tiempo y evolucién, es necesario resolver primero las
ecuaciones de movimiento y construir a partir de ellas un espacio-tiempo.

En relacién a la teoria cuédntica, los problemas llegan a ser significativamente
mas serios. Debido al principio de inertidumbre, la Mecanica Cuantica nos dice que
las particulas no tienen trayectorias bien definidas, y la evolucion temporal solo se
manifiesta mediante amplitudes de probabilidad. De manera similar, en una teoria
cuantica de la gravedad, el espacio-tiempo no estaria completamente identificado,
haciendo que las nociones fisicas de causalidad, tiempo y estados asintéticos, no esten
bien definidos.

Este tipo de problemas son abordados tanto por métodos candnicos como covari-
antes, sin embargo, la postura de ambos es draméticamente diferente. En el enfoque
canoénico, el cual es el tema central de esta tésis, tiene como objetivo llevar a cabo
una formulaciéon hamiltoniana bien definida, para luego emplearla como paso previo
al proceso de cuantizacion. Las relaciones fundamentales de conmutacién dan origen
a las relaciones de incertidumbre, mientras que los operadores definidos en hipersu-
perficies capturan de alguna manera las nociones de causalidad. El énfasis en estos
tratamientos candnicos es preservar el caracter geométrico de la Relatividad General,
y por ende de las teorias generalmente covariantes, reteniendo la fusién que existe
entre gravedad y geometria, tal y como Einstein la formulé.

La primera etapa del programa, basada en la formulacién hamiltoniana, fué llevada
a cabo en los anos sesenta por Dirac, Bergmann, Arnowitt, Deser, Misner y otros
2, 3, 4, 5]. En esta formulacién, la variable dindmica fundamental es la 3-métrica, la
cual estd definida en hipersuperficies espaciales. Esto tiene como consecuencia, que
la formulacion hamiltoniana de Relatividad General pueda ser interpretada como una
teoria dinamica de geometrias tridimensionales, la cual fué bautizada anos despiies
por Wheeler como geometrodinamica. En una segunda etapa, el mismo Wheeler
llevé a cabo un ambicioso programa en el cual los nimeros cuanticos asociados a
las particulas elementales surgirian mediante configuraciones topoldgicas no triviales
del espacio-tiempo cudntico, haciendo que la fisica de particulas pudiera reformularse
como una quimica geométrica. Sin embargo, la mayor parte del trabajo concerniente

a la geometrodindmica permanecié de manera formal, incluso en la actualidad, existen
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muchos problemas los cuales permanecen sin resolver. Posteriormente, el programa
se enfrenté a otro tipo de limitaciones, los conceptos y técnicas que habian sido tan
exitosas en la electrodinamica cuantica parecian no funcionar. En particular, en el
marco de la geometrodindmica cuantica es complicado entender como emergen los
gravitones, como calcular matrices de dispersiéon y como los diagramas de Feynman,
mediante procesos virtuales, dan lugar a correcciones radiativas. En palabras de
Weinberg, el énfasis de la geometria en el enfoque candnico acrecento la brecha entre
la Relatividad General y la teoria de las particulas elementales [6].

En el enfoque covariante [4, 7, 8|, a diferencia del canénico, el énfasis fué puesto
sobre las técnicas de teorias de campo, mas que en la geometria. El primer paso
de este programa es dividir la métrica del espacio-tiempo g,,, en dos partes, g,, =
Ny + \/ﬁhw, donde 7, es una métrica de fondo, a menudo tomada como plana, G
es la constante de Newton, y h,, es una desviacién de la métrica, la cual da lugar a
un campo dindmico. Por lo tanto, el doble papel que jugaba la métrica ahora esta
dividido. La actitud general, hacia sacrificar la fusién entre gravedad y geometria,
es que es un precio bajo que pagar si queremos usar la poderosa maquinaria de la
teoria de pertubaciones; de hecho esta divisién hace que la mayoria de los problemas
conceptuales discutidos anteriormente desaparezcan. A nivel cudntico, el campo h,,
se propaga sobre el espacio-tiempo de fondo 7,,, el cual si se toma como plano, define
operadores de Cassimir sobre el grupo el Poincaré, dando lugar a una particula de
espin dos con masa cero, llamada gravitén. De esta manera, la teoria cudntica de la
gravedad es reducida a una teoria cuantica de campos sobre un espacio de Minkowski.

Consecuentemente, una segunda etapa en el programa de cuantizacién covariante
surgio con gran entusiasmo, el lema era: elige una lagrangiana, perturba y expande.
Este entusiasmo fué generado por el descubrimiento de que la teoria de Yang-Mills,
acoplada a fermiones, es renormalizable, lo cual llevé al origen de la teoria de las
interacciones electrodébiles; la fisica de particulas fué testigo del renacimiento de la
teoria cuantica de campos. Como era de esperarse, este entusiasmo contagié el area
de Relatividad General, sin embargo, anos depués el formalismo covariante sufrié su
primer gran problema. Gravedad pura no es renormalizable a dos lazos, mientras que
gravedad acoplada con materia no es renormalizable incluso a un lazo. Esto significa,
que la teoria cuantica requiere de un ntmero infinito de parametros indeterminados,
y aunque uno ain puede usar ésta como una teoria efectiva, a nivel fundamental no
tiene poder predictivo alguno. Desde entonces, se ha invertido mucho esfuerzo en la
posibilidad de tener teorias mas sofisticadas, como es el caso de supergravedad N = 8
(siendo N el numero de supersimetrias presentes), donde la cancelacién de estos
infinitos ocurren a orden de dos lazos, incluso si la teoria estd acoplada con materia.

Sin embargo, existe la creencia de que a ordenes mas altos, la teoria continte siendo




CHAPTER 1. INTRODUCCION

no-renormalizable.

A mediados de los ochenta, tanto el enfoque canénico, el cual era mayoritariamente
perseguido por los relativistas, como el covariante por la fisica de particulas, recibieron
un impulso inesperado, el cual llevé a una tercera etapta en el desarrollo de la gravedad
cuantica. Por el lado covariante, esta teoria corresponde a la teoria de cuerdas, cuya
base ideoldgica radica en reemplazar las particulas puntuales por objetos extendidos
unidimensionales, llamados cuerdas. Bajo este esquema las particulas corresponden
a los modos de excitacién de las cuerdas, incorporando una particula de espin dos, la
cual correspone al graviton. Sin embargo, a pesar de todas las propiedades fascinantes
de la teoria, perturbativamente presenta serias limitaciones, un ejemplo es el caso
bosoénico, en donde las series divergen incontrolablemente, el cual continia siendo un
problema sin resolver. Recientemente, la teoria de cuerdas esta enfocada a problemas
muy interesantes como es el caso de la dualidad ADS/CFT, y el uso de dualidades
entre diferentes aspectos de la misma teoria.

Por el lado relativista, esta tercera etapa comenzd con la siguiente observacion:

el programa de geometrodindmica presentado inicialmente por Dirac, Bergmann,
Wheeler, entre otros, se simplifica considerablemente si en lugar de tomar a la 3-
métrica como el objeto fundamental, consideramos a la conexién. De hecho, actual-
mente se sabe que en los cincuentas, Schrodinger y el mismo Einstein habian expresado
a Relatividad General como una teoria de conexiones. Sin embargo, ellos usaron la
conexién de Levi-Civita, lo cual hizo que la teoria llegara a ser demasiado complicada.
Tal vez, la ventaja mas importante de usar conexiones en lugar de métricas, es que el
espacio fase de Relatividad General se comporta de manera similar al de las teorias
con campos de norma usuales. La brecha entre Relatividad General y la teoria de
las particulas elementales a la cual se referia Weinberg, es removida sin sacrificar la
escencia geométrica de Relatividad General [9].
En particular, mientras que existe una geometria de fondo en la teoria de las inter-
acciones débiles y fuertes, en el caso de gravedad surgen nuevas propiedades. Entre
estas encontramos que el mundo es relacional, sélo los eventos independientes de las
coordenadas son significativos, esto es las teorias deben ser generalmente covariantes.
De la misma forma, el campo gravitacional corresponde a la geometria del espacio-
tiempo, esto es, la geometria es un aspecto puramente dinamico. Relatividad General
no es una teoria de campos en un espacio-tiempo curvo, es una teoria de campos, los
cuales evolucionan unos con respecto a otros [10].

Dada la importancia del estudio de este tipo de sistemas en préacticamente to-
das las dreas de la fisica y su relacién directa con aspectos geométricos, topoldgicos
y dinamicos en diversos problemas en matematicas, el tema principal de las pre-

sentes notas consiste en estudiar la estructura hamiltoniana de teorias con simetrias
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de norma, poniendo énfasis en algunas teorias invariantes bajo difeomorfimos me-
diante el Método de Dirac o Algoritmo de Dirac-Bergmann. En esta propuesta, y
considerando el espiritu de la covariancia general de la Relatividad General, se con-
sidera a todas las variables presentes en la accién, como variables dindmicas. De esta
manera, uno trabaja con el espacio fase completo, lo cual permite conocer de manera
explicita la estructura completa de las restricciones y las transformaciones de norma.
Este tratamiento, también nos proporciona la posibilidad de relacionar la estructura
canodnica de las teorias invariantes de norma con algunos aspectos sobre diferentes
esquemas de cuantizacion, tales como la construccion de integrales de trayectoria y
métodos discretos. Cabe senalar, que este formalismo resulta como punto de partida
para estudiar aspectos modernos en teoria cuantica de campos, tales como formula-
ciones no perturbativas, métodos de cuantizacion algebraicos, topologia de los espacios
de soluciones, cuantizacion en variedades con curvatura, geometria no conmutativa,

teorias en el reticulo, solo por mencionar algunas.




Chapter 2

El formalismo de Dirac-Bergmann

En la fisica, las simetrias observadas en la naturaleza juegan un papel central en
la construccion de cualquier teoria que pretenda describir algin fenémeno fisico. Si
la dindmica de una teoria es descrita a partir de una funcién lagrangiana, entonces
esta funciéon debe reflejar tales simetrias. Sin embargo, esto no significa que todas
las simetrias de una accién debieran ser observadas. Actualmente, todas las teorias
que describen las interacciones fundamentales son teorias invariantes con respecto
a grupos de simetria locales o versiones espontaneamente rotas de éstas. Para las
teorias de Yang-Mills ésta simetria corresponde a las transformaciones de norma,
para relatividad general y teoria de cuerdas son los difeomorfismos, y las teorias
supersimétricas son invariantes bajo transformaciones locales supersimétricas. En
este tipo de teorias, comunmente llamadas teorias de norma o de manera mas general
sistemas singulares, las simetrias locales relacionan diferentes soluciones que provienen
de las mismas condiciones iniciales y por lo tanto la solucion general a las ecuaciones de
movimiento contiene funciones arbitrarias. Por lo tanto, existe un conjunto continuo
de aceleraciones correspondientes a las mismas posiciones y velocidades iniciales. Este
conjunto esta definido por las llamadas restricciones lagrangianas !. De esta manera,
todas las teorias de norma son sistemas con restricciones.

En la practica, la presencia de restricciones significa que la formulacion de una
teoria presenta cierta redundancia. Sin embargo, para que una teoria sea determin-
ista, no es posible obtener diferentes soluciones que provengan de las mismas condi-
ciones iniciales. Por consiguiente, éstas soluciones deben ser consideradas como dos
representaciones diferentes de la misma configuracion del sistema fisico. El ntmero
de soluciones fisicamente independientes es menor al que uno esperaria, teniendo en
cuenta el nimero de condiciones iniciales requeridas en un conjunto de ecuaciones

diferenciales parciales de segundo orden. De ésta mamera, deben existir restricciones

IPara ser mas preciso, este conjunto esta definido por las identidades de Bianchi validas off-shell, es

decir, expresiones que no hacen uso de las ecuaciones de movimiento.

7
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2.1. SISTEMAS LAGRANGIANOS SINGULARES

adicionales sobre las condiciones iniciales, las cuales no forman parte de las ecua-
ciones de movimiento sino de las restriciones. Es precisamente por ésto que surgen
las restricciones, es decir, funcionales del espacio fase que no proporcionan ecuaciones
para las derivadas temporales de las variables candénicas. De manera mas precisa, las
restricciones implican condiciones que deben ser satisfechas por los valores iniciales,
al mismo tiempo que muestran como deben ser identificadas las diferentes represen-
taciones de la misma solucién fisica.

Los primeros trabajos sobre el estudio de sistemas singulares tienen mas de cin-
cuenta anos. Dirac, en sus trabajos clasicos, establecié el formalismo para tratar
dichos sistemas de forma autoconsistente [1]. Afos mas tarde, Bergmann en una
serie de ensayos, investigd la conexion entre restricciones e invariancias [12, 13, 14].
Después de la introduccion de las variables de Grassman para describir fermiones
[15], el formalismo se extendié para incluir campos con espin semientero [16, 17]. El
desarrollo culminé con la aparicién del elegante y poderoso formalismo BRST [18].
Este y otros resultados clasicos han tenido un papel fundamental en la cuantizacion
de teorfas de norma, tanto en el formalismo de integral de trayetoria [19, 20] , como
en el formalismo canénico [21, 22].

En la literatura existen excelentes tratamientos sobre sistemas singulares, ademés
de los ensayos clasicos de Dirac [23]. Algunos se enfocan en sistemas con un nimero
finito de grados de libertad [24], otros en teorias de campo [25, 26, 27, 28, 29].

En lo sucesivo, presentaremos una aproximacion puramente lagrangiana al prob-
lema de las restriciones [24], la cual nos permitird probar un importante nexo entre
simetrias y sistemas singulares. Mas adelante, introduciremos el elegante formalismo
hamiltoniano, donde demostraremos que las simetrias locales estan intimamente rela-
cionadas con las restricciones. Aunque ambas formulaciones tienen sus méritos, la
conexién entre la existencia de simetrias de norma y las restricciones de primera clase

como generadores de estas simetrias, solo es manifiesta en el formalismo hamiltoniano.

2.1 Sistemas lagrangianos singulares

El punto de partida para estudiar la dinamica de los sistemas singulares es el principio
de Hamilton, que en su forma lagrangiana para un sistema con un numero finito
de variables dindamicas establece que: entre todas las trayectorias en el espacio de
configuracion, que a los tiempos t; y to pasan por dos configuraciones dadas, aquella

que clasicamente sigue el sistema es la que hace que la accién

S[d(1)] = / L), 4i(t) dt, 2.1)

tenga un valor extremo o estacionario, con ¢' las coordenadas, ¢' = dq'/dt sus re-

8
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2.1. SISTEMAS LAGRANGIANOS SINGULARES

spectivas velocidades y n = 1,..., N. En esta seccién asumiremos que la funcién la-
grangiana depende a lo més de primeras derivadas, sin embargo, es posible hacer una
generalizacién para teorias con derivadas de mas alto orden [30]. La condiciones bajo

las cuales la accion tiene un valor estacionario son las ecuaciones de Fuler-Lagrange,

d oL OL o*’L .; 0°L .. OL
——t =949 —== .qj—f— - =
dt 9¢*  0q’ 0G'0qJ 0G'0q? aq’

Claramente, la ecuaciones de movimiento de una accién que dependa de las variables

0. (2.2)

de configuracion y de sus correspondientes velocidades, son ecuaciones diferenciales
de segundo orden. Sin embargo, obtenemos un conjunto completo de ecuaciones
diferenciales de segundo orden, en general acoplado, solo si la matriz

0*L 53
la cual multiplica a la segunda derivada de ¢' en la ecuacién (2.2), es no-degenerada.
Si esto ocurre, uno puede invertir W;;, también conocida como matriz hessiana, y

obtener explicitamente las ecuaciones de movimiento

i ( 0L oL
_ —1\i [ -k
=) ( 040" *aqj)’

en lugar de obtenerlas de manera implicita 2. Por otro lado, si W;; es degenerado,

(2.4)

las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.2), nos dicen que ¢' y ¢* son tales que el vector

definido como
0*L .. OL

(A R — J
Vi (¢, d") - diogl T ag

(2.5)

el cual proviene del principio variacional, y que es igual a W; ijj, se encuentre en la
imagen de W;; : RY — RY| visto como un mapeo lineal entre espacios vectoriales.
Si W;; no es invertible, la imagen bajo el mapeo anterior tiene una co-dimensién del
mismo tamano que el correspondiente espacio nulo, y por lo tanto el mapeo no es
suprayectivo. De esta manera, V;, debe encontrarse en un subespacio de dimension
menor que N, el cual no es linealmente independiente, imponiendo restricciones no
triviales entre las variables de configuracion y sus valores iniciales.

Como la matriz hessiana W;; es una matriz simétrica, tiene M = N — rango W
vectores nulos Y/, con s = 1,..., M, tal que Y/WW;; = 0. Multiplicando las ecuaciones

de Euler-Lagrange (2.2) por la matriz Y, obtenemos

A ) A
¢@w):n(hww+%gznmmea (26)

2Formalmente, la funcién lagrangiana es una funcional definida en el espacio tangente al espacio de
configuraciones, de manera que sea lineal y suficientemente diferenciable. Esta funcional tiene como
rango un espacio de Banach, o de manera mas general un espacio de Sobolev, ya que en estos espacios
el teorema de la funcién implicita es vélido [31, 32]
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Estas funcionales son las restricciones que deben ser impuestas sobre ¢' y ¢, en par-
ticular, sobre sus valores iniciales los cuales evolucionaran de acuerdo a las ecuaciones
diferenciales de segundo orden. A este tipo de restricciones se le conoce como res-
tricciones lagrangianas.En la discusién anterior hemos demostrado que las ecuaciones
de movimiento y las restricciones lagrangianas estdn contenidas en las ecuaciones
de Fuler-Lagrange. En lo subsecuente probaremos una importante relacion entre
simetrias locales y sistemas singulares, la cual nos dice que toda teoria de norma es

necesariamente singular.

2.2 Identidades de Bianchi generalizadas

Si una teoria posee una simetria local, es posible mapear soluciones en soluciones sin
cambiar las condiciones iniciales. Por lo tanto esperariamos que las teorias de norma
sean sistemas singulares, esta propiedad se deriva de las llamadas identidades de
Bianchi generalizadas [33, 34], las cuales derivaremos a continuacién. Por simplicidad,
en lugar de usar un sistema con un nimero finito de grados de libertad usaremos el
formalismo de teorfa de campos *(més adelante veremos las sutilezas de como pasar
de un sistema mecénico de dimension finita a uno continuo de dimensién infinita).

Sean las tranformaciones de punto definidas como

¥ = 2 (x) ~x+dx,
Pa) = (@), 2) ~e(@)+op(r), (2.7)
las cuales dejan las accién invariante
/ddzv’ﬁ (¢, 0¢,2') = /ddxﬁ (p, 00, 1), (2.8)
forman un grupo continuo de transformaciones, las cuales implican
0L + L0,02" = 0, (L") + 0, (a(g—}ipa)&p“) + L0, (2.9)

n una teoria de campo la dindmica es descrita por funciones x), definidas en el espacio-tiempo
3E t d lad d t f @ definid I t

con valores en cierto espacio de Banach. Para pasar de la mecanica puntual a una teoria de campo
podemos reemplazar lo incides discretos por indices continuos:

¢ (t) — ¢ (2),
sumatorias por integrales:
Sdd 3 [ gt
i
y las derivadas de funciones se convierten en derivadas funcionales:

oL oL

- — .
oqt 5 ()

10



CHAPTER 2. EL FORMALISMO DE DIRAC-BERGMANN
2.2. IDENTIDADES DE BIANCHI GENERALIZADAS

donde L, son las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo ¢ y
0" = 0" — D"t ~ " (x) — ¢ (), (2.10)

es una diferencia infinitesimal entre las nuevas y las viejas transformaciones en un

mismo punto. Debido a la invariancia de la accion se sigue que

oL - _
Sy )\“) Lo =0, 2.11
9 (0y0) (2:11)

donde A es una funcion continua. A la expresién anterior se le conoce como las iden-

oy (Edm” +

tidades de Bianchi generalizadas, podemos notar que en ningtin lado hemos usado
las ecuaciones de movimiento, y por lo tanto las ecuaciones (2.11) son identidades
off-shell. Asumamos ahora que la accion es invariante bajo transformaciones locales,
entonces podemos parametrizar las transformaciones a través de funciones dependi-

entes del espacio-tiempo
Ot = e A, dep" = €,B*" + 0,€,C*, (2.12)

donde ¢, () parametriza las transformaciones locales infinitesimales y B y C' son los
llamados descriptores o parametros de norma [12], los cuales generalmente dependen
de las coordenadas y sus derivadas. Sustituyendo esta expresion en las identidades
de Bianchi generalizadas (2.11), obtenemos finalmente

0 = L, (B — 8,0 A% — §,00m) — Coamg, e (2.13)
+C (0, Wy 0,05¢" + Wiy 0,0,05") .

donde W es la matriz hessiana. Ya que no hemos hecho uso de las ecuaciones de

movimiento, podemos concluir que
cealryyro) — g, (2.14)

donde los paréntesis significan simetrizacion entre los indices. En particular si los
parametros C'** son distintos de cero, corresponden a los vectores nulos de la matriz

Hessiana W, haciendo que el sistema sea singular. Por otro lado si C' = 0, la ecuacion
(2.13) se reduce a

(B — A% — A%9,0") WU = . (2.15)

De esta manera concluimos de nuevo que el sistema es singular. Hemos probado un
importante resultado, el cual nos dice que todas las teorias de norma son necesaria-
mente singulares. Sin embargo, el razonamiento reciproco no es valido ya que existen

sistemas singulares que no corresponden a una teoria de norma [26].

11
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2.3 Formulacién hamiltoniana para sistemas con

retricciones

En la formulacién hamiltoniana, al igual que en la formulacién lagrangiana, es posi-
ble demostrar de donde surgen las restricciones. Usando la definicién usual de los

momentos canénicos

Co oL
(7)) = > 2.16
pi (¢, &) 9 (2.16)
obtenemos N variables independientes sélo si la matriz W;; = 9p;/d¢’, que es

idénticamente igual a la matriz hessiana (2.3), es invertible de tal forma que podemos
resolver al menos de manera local ¢*. De otra manera, el mapeo (¢, ¢') — (¢*, pi (q,4)),
el cual para el caso de sistemas sin restricciones es una transformaciéon uno a uno en el
espacio fase, define una subvariedad de dimensién menor a la cual denotaremos como
I',. La imagen de esta tranformaciéon puede ser caracterizada por las restricciones
primarias ¢, (¢*,p;) = 0, es decir, un conjunto de funciones definidas en el espa-
cio fase que representan a la subvariedad I',. De hecho las funciones ¢, pueden ser
consideradas como coordenadas transversales a la imagen de (¢, ¢') — (¢, p: (q,4))-
Localmente, el espacio fase completo dado por todas las (¢%, ') puede ser caracter-
izado por las coordenadas (¢, pj, ¢s), sin embargo, pudieran no existir expresiones
globales. Afortunadamente en la mayoria de los casos de interés, las constricciones
primarias surgen a partir de la accién, del mismo modo en que lo hacen los momentos
canonicos. Por ejemplo, si una variable, digamos ¢, cuya primera derivada no aparece
en la accién o aparece sélo a través de términos de frontera, entonces p = dL/0¢ = 0,
y corresponde inmedidtamente a una restriccion primaria.

Existen diferentes maneras de representar a la superficie definida por las restric-
ciones primarias I',. Sin embargo es necesario imponer condiciones en la eleccién
de las funciones 1),, para que sean consistentes con el formalismo Hamiltoniano. A
estas condiciones se les conoce con el nombre de condiciones de reqularidad, las cuales

pueden ser enunciadas, de manera alternativa, como:

1. Las funciones independientes ¢, con s = 1,..., M, pueden tomarse localmente
como las primeras M coordenadas de un sistema coordenado regular en una

vecindad de I',.

2. Los gradientes d¢y,...,d¢ys, son localmente independientes en la subvariedad
I',, es decir, dpy A ... Ay # 0 en '),

Por ejemplo, si ¢ es una restriccién admisible, ¢? no lo es, ya que d (¢?) = 2¢dé = 0
en I',. Una vez que nuestras restricciones son regulares, podemos continuar con la

formulacion Hamiltoniana.

12
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2.3.1 Las ecuaciones de Hamilton

Uno podria suponer que existen ciertos obstdaculos para definir un Hamiltoniano en

un sistema con restricciones debido a que la transformada de Legendre

implica relaciones entre las velocidades, ¢*, y los momentos, p;. Si las relaciones (2.16)
no pueden ser invertidas para reemplazar las ¢* en términos de las p;, serfa imposible
obtener una funcién Hamiltoniana, H (g, p), definida en el espacio fase.

A pesar de la no invertibilidad en el caso con restricciones, la funcion Hamilto-
niana es siempre una funcional bien definida de ¢' y p;. Para asegurar esto, debemos
probar que el valor de H en la expresién (2.17) no cambia cuando variamos ¢* mientras
dejamos fijo el valor de p;. Estas variaciones son posibles ya que existe un ntmero
menor de p; independientes que de ¢ en la presencia de restricciones primarias. Us-
ando el mapeo de ¢* a p;, el espacio fase original de posiciones y velocidades es fibrado
por subvariedades que consisten en todos los puntos que son mapeados a los mismos
valores de (¢', p;). Para que una funcién esté bien definida en (¢*, p;), debemos ase-
gurarnos que es constante a lo largo de las fibras, es decir, que su variacién dependa
s6lo de las variaciones de ¢ y de p;, pero no de ¢".

Usando la definicién de los momentos candnicos (2.16), los cuales implicitamente
contienen la informacion sobre las restricciones primarias, la variacién de la ecuacién

(2.17) implica que

oL
og

oL
aq'

L(Sqi. (2.18)

6" — .
q aqz

6H = ¢'0p; + pidd' — 6q" = ¢'Sp;i —

La ultima ecuacién puede ponerse en términos de la variacién de una funcién definida
en el espacio fase de momentos
OH OH

-5q" + —dp;, (2.19)

0H =
0q op;

ya que depende sélo de las variaciones de ¢' y de p;, mientras que las variaciones con
respecto a ¢*, han sido canceladas una vez que se usé la definicién de los momen-
tos. Por lo tanto H es una funciéon bien definida en la superficie generada por las

restricciones primarias. *

4El ejemplo de una funcién que no estd bien definida en la superficie generada por las restricciones
. . .,L‘ Ve . T 1 ..
primarias es ¢*. Su valor no estd determinado solamente especificando un punto de (q ,pj) en la superficie
de restriccion I',,. De acuerdo con lo anterior, la variacién a lo largo de ¢* puede ser expresado en términos
p
de ¢’ y de p; sélo si ¢ es una de las velocidades expresables en términos de los momentos, es decir, una

de las velocidades que no den una restriccién.

13
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La transformada de Legendre nos determina una funcién, H (¢', p;), definida en la

superficie de restricciones primarias, I',, cuya variacién usando las ecuaciones (2.18)

y (2.19) satisface
0H 0L 4 oH
- - ! —q i — U, 22
(8q“+8q2)5q+<8pi q)dp 0 (2.20)

para cualquier variacién (dq’, dp;) tangente a la superficie definida por las restricciones

primarias. Escribiendo ésta ecuacion de la forma

OH 0L O0H 5qi)
L9 i — 0, 2.21
(@Q‘ dq' " Op; q) (5pj (2.21)

podemos observar que el vector

. (9H  OL 0H .
YT \og Tog oy 1)

debe ser normal a la superficie de restriccién. Debido a que esta superficie es repre-

sentada por las funciones ¢s = 0, con s = 1,..., M, una base para el espacio normal

. (a@ aqbs)
S aql ) ap] Y

de todas las restricciones primarias. De esta manera, hemos demostrado que 6 =

estd dada por los gradientes

> A°v,, donde A°, son funciones definidas en el espacio fase, o escrito de otra forma

0H 0L 0¢s
: - = N 2.22
oq' * g’ oq'’ (222)
oH . 0¢s
—q¢ = \N=—. 2.23
Op; 1 Op; ( )
Finalmente hemos obtenido las ecuaciones de Hamilton
y OH 0o,
- _— 2.24
, oL oH O
R Y 2.25
p oq oq + oq ( )

Comparando las expresiones anteriores con las ecuaciones de Hamilton para sis-
temas sin restricciones [35], observamos que surgen nuevos términos debido a las

restriciones. Sin embargo, escribiendo

O(H — Xo¢py) 0N

o= 2.2
L O(H=X¢) N

14
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advertimos que las ecuaciones anteriores, médulo términos que son cero en la superficie
de restriccién definida por ¢s = 0, pueden verse como las ecuaciones de Hamilton

usuales para la funcién Hamiltoniana primaria, H,, dada por
H,=H — X¢,. (2.28)

De esta manera, podemos escribir las ecuaciones de Hamilton como

_ 0H, . OH,
~ apl Y p’b ~ an Y

-1

q

(2.29)

donde el signo de la igualdad débil, =, denota una identidad médulo términos que son
cero sobre la superficie de restriccién I',. Mientras que el valor de la Hamiltoniana
primaria no cambia cuando se anaden retricciones primarias y es independiente de
A%, la evolucion que genera depende de las derivadas de ¢,. A diferencia de ¢, sus
derivadas pudieran no ser cero, y por lo tanto la evoluciéon depende de las funciones

A®. Debido a esto, conviene introducir el concepto de igualdad fuerte e igualdad débil.

Definicién 2.3.1 Una funcion F' definida en una vecindad de I',, es débilmente igual

a cero si,

Fr,=0, (2.30)

donde I',, es la subvariedad definida por las restricciones primarias. Por otro lado, se

dice que F' es fuertemente iqual a cero si,

OF OF
=

Flr,=0, y (a_qzv an; (2.31)

Teniendo en cuenta estas definiciones y del hecho que las restricciones satisfacen

las condiciones de regularidad, podemos demostrar la siguiente propiedad [26]

Teorema 2.3.1 Si F'(q,p) es una funcion (suave) débilmente igual a cero, entonces

F = f"¢,,, para algunas funciones f™.

Prueba
Elijamos un conjunto independiente de restriciones, ¢,,, tal que formen las primeras
coordenadas de un sistema coordenado regular (¢,,, x) en una vecindad de la superficie

de restriccién I'),. Debido a que F (0, x) = 0, tenemos

1 d 1
F(¢p,x) = /0 %F’ (1o, ) dr = ¢m/0 F,. (t¢,x)dr, (2.32)
por lo tanto
1
F = f"¢, donde fm :/ F o (1¢,x)dr. (2.33)
0
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Esto prueba el teorema en una vecindad U de cualquier punto de I',. Para extender el
resultado de manera global, consideremos una cubierta de la superficie de restriccion
a través de conjuntos abiertos, U;, en los cuales la prueba anterior es valida. Para
completar la cubierta en todo el espacio fase, anadimos conjuntos abiertos, Vj, tales
que no intersectan la superficie definida por las restricciones I',, de tal forma que en
Vi tenemos que F' = (F/¢y,) ¢m. Por lo tanto en cada Vi, la propiedad F' ~ 0, implica
F = f"¢,,. Finalmente hemos construido una cubierta del espacio fase por abiertos
O, = (U;, V), tales que en cada O, la funcién F' es débilmente igual a cero. Sin
embargo, no podemos garantizar que las funciones f”* sean iguales en la intersecién
de dos vecindades O, N Og. Para esto, usaremos la propiedad de una particién finita
de la identidad, es decir, definamos un conjunto de funciones suaves no negativas g,,

que cumplen las siguientes propiedades:

1. El suppg, C O, donde supp g, denota el soporte compacto de f,, es decir, la

cerradura del conjunto dado por g, # 0.
2. >, 9a =1 en todas partes.

3. Cada punto posee una vecindad en la cual la suma, ) ga, €s una suma finita.

Definiendo las funciones f™ = > _ gof2', donde fI* denota las funciones f™ evaluadas
en la vecindad O,, finalmente obtenemos que f"¢n, = > Gof0Om = >, faF =
F. Esto prueba el teorema de manera global, ya que los coeficientes f™ estan bien
definidos y son regulares en todo punto del espacio fase.

Hemos visto que las restricciones ¢; y las funciones ¢ juegan un papel fundamental
en las ecuaciones de Hamilton, sin embargo, la teoria matemaética de las restricciones
es descrita de una mejor manera en términos de estructuras de Poisson las cuales

derivaremos en la siguiente seccion.

2.4 Estructuras de Poisson

Para estudiar el comportamiento general de las teorias con restriciones, particular-
mente las teorfas invariantes bajo difeomorfismos, el concepto de paréntesis de Pois-
son y el de estructura simpléctica es una herramienta muy util. Al igual que en la
mecanica clasica [35], definimos el paréntesis de Poisson entre dos funciones arbitrarias

del espacio fase como

0q' Op; Op; 0¢

= (8f dg  Of 89) (2.34)

i=1
para un sistema con un nimero finito de grados de libertad (més adelante veremos la
generalizacién para el caso de dimensién infinita). Y cumple las siguientes propiedades

(siendo f, g, h funciones arbitrarias):
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1. Antisimetria: {f,g} = —{/f, g}

2. Linealidad: {c1f + cag,h} = c1 {f,h} + c2{g, h}, con ¢; y ¢o constantes.
3. La regla de Leibiniz: {f,gh} ={f, g} h+g{f, h}.
4. La identidad de Jacobi: {{g,h}, f} +{{f,9},h} +{{h, f},g}=0.

Con la definicién de paréntesis de Poisson, podemos reescribir las ecuaciones de

movimiento (2.29) de una manera mas compacta

¢ ~{¢ Hy}, pi~{piHpy}. (2.35)

Viendo las variaciones (¢', p;) como una campo vectorial, entonces, el campo vectorial
hamiltoniano con componentes {-, H,}, genera el flujo dinamico de las variables del
espacio fase.

El paréntesis de Poisson (2.34), proporciona una estructura geométrica al espacio
fase similar a la nociéon de geometria riemanniana que surge del tensor métrico. Si

expresamos la ecuacién (2.34) como

{f,9} =P (0:f) (8;9). (2.36)

lo cual siempre es posible debido a la linealidad del paréntesis de Poisson y a la regla
de Leibiniz, es claro que la estructura del paréntesis es capturada por el bivector o
2-tensor contravariante P¥, llamado tensor de Poisson, que a diferencia del tensor
métrico es antisimétrico. Mas aun, como consecuencia de la identidad de Jacobi, debe

satisfacer
Eikl’])ijajpkl = 0. (237)

Reciprocamente, cualquier 2-tensor antisimétrico que satisfaga (2.37), define un
paréntesis de Poisson por medio de (2.36). La expresién (2.34), representa la forma lo-
cal del paréntesis eligiendo como sistema coordenado en el espacio fase ¢' y p;, también
llamadas coordenadas de Darboux °, las cuales son preservadas bajo transformaciones
canonicas.

La expresién (2.34) suministra al tensor de Poisson una propiedad adicional, la
matriz P¥ es invertible, con inversa

Qij = (7)_1) (238)

ij
Aunque la invertibilidad no es un requerimiento para un tensor de Poisson, tal y

como discutiremos mas adelante, el caso no degenerado tiene ciertas propiedades

5Véase apéndice A
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interesantes. Si la inversa §2;;, de P% existe, es un 2-tensor covariante antisimétrico
llamado forma simpléctica.

Al igual que con los tensores métricos, uno esperaria que usaramos el mismo
simbolo para denotar la matriz inversa del tensor de Poisson. No obstante, no lo
haremos por las siguientes razones: un tensor de Poisson no degenerado define una
proyeccién PP : T*M — TM, a; — P¥a; del espacio cotangente al espacio tangente
de una variedad M, subiendo indices contrayendo con P¥.5 Este mapeo es similar a
la inversa del tensor métrico, a excepcion que el tensor de Poisson es antisimétrico.
El mapeo inverso, * = P! : TM — T*M, v' — (P);jl v/ = Q07 define una
biyeccién bajando los indices. En particular, podemos obtener

(PF), (P, P = () = = (P,

gl

, (2.39)

el cual es el negativo de €2;;. Debido a esta antisimetria en la geometria de Poisson,
existe cierta ambiguedad la cual no esta presente en la geometria riemanniana, por
esta razon no seguiremos la convencién usual denotando con la misma letra un tensor
y su inverso.

Si contraemos la identidad de Jacobi (2.37), con €2,,;, debido a la relacién entre

los dos tensores, obtenemos
P70 Qe — On e + Ok Q) = P (dQ),, = 0. (2.40)

Por lo tanto, el inverso de un tensor de Poisson invertible es una 2-forma cerrada.
También es no degenerada debido a la invertibilidad; cualquier 2-forma que satisfaga
estas propiedades la llamaremos forma simpléctica. Una estructura de Poisson (M, P)
sobre una variedad M con un tensor de Poisson invertible es equivalente a una es-
tructura simpléctica (M, Q) [36, 37, 43].

2.5 Estructuras pre-simplécticas

Dado un tensor de Poisson, podemos asociar un campo vectorial Hamiltoniano X; a

una funcién arbitraria f definida en la variedad de Poisson ”

Xf = Phdf = —Pij (8lf) 0j. (241)

En términos del paréntesis de Poisson, podemos escribir a Xy = {-, f}, como la accién

del campo vectorial sobre una funcién definida en el espacio fase. El paréntesis de

6A este isomorfismo se le conoce como isomorfismo musical, el cual es denotado en ocasiones por
b :T*M — TM, con inversa b : TM — T*M. Un mapeo andlogo se usa en Relatividad General

empleando el tensor métrico.
"En la geometria Riemanniana, esta construccién nos daria un vector normal a la superficie dada por

f = constante.
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Poisson, también puede ser expresado en términos de los campos vectoriales Hamil-

tonianos y la forma simpléctica:
Q (X, X,) = Q;P*PIO forg = —PY0,f0,9 = —{[, 9} - (2.42)

Es posible interpretar el campo vectorial Hamiltoniano, como la direcciéon de cam-
bio en el espacio fase generada por la funcién f; si f = p, entonces X, = 9/0q. Si
f corresponde a una de las coordenadas candnicas, el cambio vectorial Hamiltoniano
esta definido a lo largo de su momento candnico. En este sentido, el campo vectorial
Hamiltoniano generaliza la nocién de momento para una funcién arbitraria del espa-
cio fase. Integrando el campo vectorial X, obtenemos una familia uniparamétrica de
difeomorfismos, es decir, un flujo Hamiltoniano CI>§f ) generado por f [38] . Asi, el flujo
dindmico de un sistema canoénico es generado por la funcién Hamiltoniana definida
en el espacio fase.

Si debilitamos el requerimiento de que el tensor de Poisson sea invertible, surge
una diferencia entre la estructura simpléctica y la de Poisson. Un tensor de Poisson
no invertible atin puede proporcionar una geometria de Poisson, pero no una formu-
lacion simpléctica equivalente. Una 2-forma cerrada no invertible se llama una forma
presimpléctica, la cual proporciona una estructura presimpléctica al espacio fase. Sea
(2;; una forma presimpléctica, cuyo espacio nulo C' C T'M, estd compuesto por cam-
pos vectoriales v* tales que ;07 = 0. Estos campos vectoriales definen un flujo sobre
el espacio fase, el cual puede ser factorizado identificando los puntos en la érbita
del flujo. El espacio fase resultante es simpléctico, de esta manera, una estructura
geométrica reducida puede ser asociada con una estrucutra presimpléctica [39].

Si un tensor de Poisson P¥ es degenerado, existen funciones C7 llamadas funciones
de Casimir® las cuales satisfacen {C’I f } = 0 para cualquier funcién f [40]. Luego,
las 1-formas dC! se encuentran en el espacio nulo de P¥, es decir, PY9,C! = 0.
Teniendo esto en cuenta, es natural definir una distribucién * 7" C TM, tal que
dCT (v) = v'9;CT = 0, para todo v’ € T [38]. Cualquier campo vectorial v’ de la
distribucién es aniquilado por el espacio nulo de P¥, y por lo tanto se encuentra en su
imagen, de este modo v’ = P%q; para algin covector «;. Reciprocamente, cualquier

Pla; satisface P¥a;0;CT = 0, y por lo tanto pertenece a T, luego T = ImP*.

8En el formalismo Hamiltoniano las funciones de Casimir corresponden a las restriciones, sin embargo,

es en la formulacién simpléctica donde uno puede visualizar las propieades geométricas de las restricciones.
9Una distribucién de dimensién [ sobre una variedad M de dimensién n, es un mapeo D, que

asigna a cada punto p € M un subespacio vectorial, D, C T,M, de dimensién [. Un conjunto
de k 1-formas {a',...,a*} define una distribucién de dimensién (n —k) la cual estd dada por
D= {v, e T,M|c(v,) =0,i=1,... k}.
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Debido a la identidad de Jacobi (2.37), la distribucién T' es integrable . y por lo
tanto la variedad de Poisson es foliada '! en subvariedades generadas por la dis-
tribucion, con espacios tangentes aniquilados por las funciones de Casimir. Las
superficies integrales de la distribuciéon u hojas de la foliacién son llamadas hojas
simplécticas, ya que el tensor de Poisson restringido al espacio cotangente de las

superficies es invertible [29, 41].

2.6 Significado geométrico de las restricciones

Consideremos una variedad simpléctica M, con una forma simpléctica €2;; y un tensor
de Poisson P¥. Si restringimos la variedad M a una hipersuperficie C, definida por las
funciones de restriccién ¢4 = 0, las cualidades simplécticas heredadas dependen de las
propiedades del subconjunto C. Estas propiedades estan determinadas principalmente
por los campos vectoriales Hamiltonianos generados por las restricciones [43].12

Llamaremos a una restriccién ¢4 de primera clase, con respecto a todas las res-
tricciones, si el campo vectorial Hamiltoniano generado por la restriccién es tangente
a la superficie C. Por otro lado, si el campo vectorial Hamiltoniano generado por
la restriccién ¢g, no es tangente en ninguna parte a la superficie C, llamaremos a la
restriccion de segunda clase. Usando la definicién de un campo vectorial Hamiltoni-
ano (2.41), el enunciado anterior es equivalente a decir que ¢, es de primera clase si
{bs, ¢} es cero débilmente; en otro caso ¢, es de segunda clase. (Debemos notar que
no hemos impuesto ninguna condicién sobre el paréntesis de Poisson en la superficie
definida por las restricciones).'

Podemos equipar a la superficie generada por las restricciones con una forma
presimpléctica £ usando la imagen reciproca (o pull back) de la forma simpléctica
Q de la variedad M [38]. Si:C — M denota el encaje de la superficie C en M,

19Una distribucién es integrable si dados dos vectores v' = P a; y w' = P¥j; en la distribucién, el
i

paréntesis de Lie, [v,w]’, pertenece también a la distribucién. Usando la identidad de Jacobi, un célculo
sencillo muestra que

[v,w]" = P (PI* (nd; 1 — Brdjen) + anB;0P1) =: Pily, (2.43)

el cual es un elemento de la distribucién.

1En general, la foliacién puede ser singular, las hojas o hipersuperficies generadas por la foliacién
pudieran no tener la misma dimensién.

12 Asumimos que los campos vectoriales Hamiltonianos generados por las restricciones son distintos de

cero en una vecindad de la superficie C. Tales restricciones, llamadas regulares, proveen un buen sistema

coordenado local que es transversal a la superficie definida por las restricciones.
13| a terminologia de restricciones de primera y segunda clase fué introducida por Anderson y Bergmann

en 1951 [12], desarrollada mas tarde por Dirac [1], y finalmente fué usada para el caso de gravedad por
el mismo Dirac [23].
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la imagen reciproca de la forma simpléctica estd dada por = *Q (no podemos
dotar directamente a la superficie de una estructura de Poisson, ya que el tensor de
Poisson es contravariante). Si una de las restricciones es de primera clase, digamos
¢, la forma presimpléctica es degenerada, ya que su correspondiente campo vectorial
Hamiltoniano |, X;, es tangente a la superficie generada por las restricciones, y por
lo tanto define un campo vectorial X en esta superficie simplemente por restriccion.
Para ver esto, usando la definicién de campo vectorial Hamiltoniano (2.42), tenemos
que ﬁabyb =* (QUX(;) =1*(0;¢) = 0.

Sélo si las restricciones son de segunda clase, es posible dotar a la superficie
generada por las restricciones, de una estructura simpléctica. En este caso, uno
puede tomar como espacio fase el espacio fase reducido, en donde las restricciones
han sido resueltas. Sin embargo, si existen restricciones de primera clase, el flujo
del campo vectorial Hamiltoniano debe ser factorizado para obtener el espacio fase
reducido, como un espacio cociente de la superficie generada por las restricciones con
su respectiva estructura presimpléctica. En otras palabras, este flujo corresponde al

flujo de norma generado por las restricciones, lo cual discutiremos mas adelante.

2.7 El algortimo de Dirac-Bergmann

Con la informacion obtenida acerca de la geometria de Poisson y de la teoria
matematica de las resricciones definidas en superficies simplécticas, podemos re-
gresar al andlisis Hamiltoniano y a la dinamica de los sistemas con restricciones.
Habfamos obtenido el Hamiltoniano primario, H, (2.28), como la suma del Hamilto-
niano candnico y las restricciones primarias ¢, multiplicadas por ciertos parametros
A%, El papel que juegan las funciones \°, es el de multiplicadores de Lagrange, los
cuales anaden las restricciones primarias al Hamiltoniano original asegurandose que
estas sean implementadas. Es posible que estos parametros permanezcan indetermi-
nados, ain resolviendo las ecuaciones de movimiento, lo cual depende de la forma
de las restricciones mismas. Por lo tanto, hacer una clasificacién de estas se vuelve

relevante.

2.7.1 Restricciones secundarias

Ademas de las restricciones primarias, existen ecuaciones que deben satisfaces ciertos
valores iniciales. Esto siginifica, que las ecuaciones de movimiento deben preservar las
restricciones, dando lugar a las condiciones de consistencia [1, 12]. Estas condiciones

surgen debido a que la evolucién temporal de las restricciones primarias, tal y como
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las restricciones mismas, deben ser cero en todo instante de tiempo'?,

0= 0, ~ {5, H} = X' {65, &1} =: {0, H} = N'Cy. (2.44)

La matriz definida como Cy; := {¢s, ¢:}, (la cual depende del espacio fase), determina
la estrucura de las restricciones del sistema. De las condiciones de consistencia (2.44),

distinguimos dos casos.

1. det Cy # 0: en este caso no obtenemos nuevas restricciones, cumpliendose asi las
condiciones de consistencia (2.44). Los multiplicadores A* son completamente
determinados, y la evolucién de cualquier funcién del espacio fase, digamos

f (q,p), esta dada por
fAf HY = {f,6. (C7)" {00, H}. (2.45)

Por lo tanto, el flujo Hamiltoniano generado por las restriciones es enteramente
establecido. En otras palabras, dadas las condiciones iniciales (¢, p) € I';,, donde
I', es la superficie generada por las restricciones, la evolucién del sistema es

determinado y permance en I',.

2. det Cy; = 0: en este caso, no todos los multiplicadores A\! pueden ser determina-
dos a través de las condiciones de consistencia (2.44). Nuevas restricciones, lla-
madas restricciones secundarias, surgen de las ecuaciones de movimiento (2.44),
a diferencia de las restricciones primarias, las cuales surgen de la definicion de
los momentos. Las restricciones secundarias toman entonces la siguiente forma,
ws {¢s, H} = 0, donde w? es un vector nulo de la matriz definida por las resric-
ciones primarias, w;Cg = 0. Si el vector nulo w] no es trivial, entonces la re-

stricién primaria ¢, = 0, se preserva durante la evolucién sélo si w? {¢s, H} = 0.

Aligual que las restricciones primarias, las restriciones secundarias implican condi-
ciones de consistencia de la forma (2.44), las cuales pueden generar nuevas restric-
ciones. El proceso contintia hasta que todas las condiciones de consistencia sean
completamente satisfechas, es decir, asegurar que todas las restricciones se cumplan
en todo instante de tiempo. Una vez terminado el algoritmo, el sistema estara com-

pletamente determinado.

2.7.2 El Hamiltoniano total

Una vez encontrado el conjunto completo de restricciones, la distincion entre restric-
ciones primarias y secundarias es irrelevante. Por lo tanto, a partir de ahora deno-

taremos a todas las restricciones derivadas del algortimo de Dirac-Bergmann como

14Para un Lagrangiano no admisible, esta relacién seria inconsistente. Por ejemplo, tomemos L = ¢—g,
con lo cual obtenemos que, H = qy ¢ =p— 1. En este caso las condiciones de consistencia resultarian,

1 =~ 0. Sin embargo, tales lagrangianos inconsistentes no tienen puntos estacionarios y podemos excluirlos.
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¢,, incluyendo las primarias y las secundarias. De las condiciones de consistencia

(2.44) para todas las restricciones se tiene,

QB/L = {¢;u HT} = {¢u> H} + A {Cb,ua ¢V} ~ 0, (246)

con pu,v=1,...,J, donde J es el niumero total de restricciones encontradas, y Hr, es
el Hamiltoniano total. La ecuacién (2.46), es un sistema de ecuaciones lineales para

los multiplicadores \”, cuya solucién general se puede escribir como
AN=U"4+V", (2.47)

con UY una solucién particular de las ecuaciones inhomogeneas y V* la solucion mas
general del sistema homogeneo, V” {¢,, ¢,} = 0. Debido a que V" es la solucién mas
general, puede ser escrita como una cambinacion lineal de soluciones independientes,
VY = v'V¥ con i = 1,...,I, siendo I el nimero de soluciones independientes del

sistema homogéneo. Con lo anterior
No=U" + 'V, (2.48)

Debido a que las v; son completamente arbitrarias, los multiplicadores A\* pueden
separarse en un parte que se fija mediante las condiciones de consistencia y otra
que permanece indeterminada. Usando la Hamiltoniana total, es posible escribir las

ecuaciones de movimiento

f= {fHy={f. H+U"¢, +v'¢;}, (2.49)
= {f,H'}+v' {f, i},

donde H' = H + U"¢, y hemos definido v'V;"¢* = v'¢;. Estas ecuaciones con-
tienen [ funciones arbitrarias, y por construccién son equivalentes a las ecuaciones de

movimiento de Euler-Lagrange (2.2) [26].

2.8 Restricciones de primera y segunda clase

Como se mencion6 anteriormente, la diferencia entre las restriciones primarias y se-
cundarias es un tanto irrelevante en el esquema Hamiltoniano. Sin embargo, tal
y como lo vislumbramos en el enfoque presimpléctico, es fundamental clasificar las

restricciones entre primera y segunda clase.

Definicién 2.8.1 Sea F una funcion definida en el espacio fase, se dice que es de
primera clase st su paréntesis de Poisson con todas las restricciones es débilmente

cero,
{F,¢,} =0, (2.50)

de otra manera, se dice que F' es de sequnda clase.
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Si F' de primera clase, por el Teorema 2.3.1, {F, ¢,} es una combinacién lineal de
las restricciones, es decir, {F,¢,} = f,”¢,. De esta propiedad se infiere el siguiente

resultado

Teorema 2.8.1 FEl paréntesis de Poisson entre dos funciones de primera clase, es

también de primera clase.

Prueba Sean F'y G dos funciones de primera clase, entonces, {F,¢,} = f,"¢, ¥y
{G, ¢u} = g,/ ¢,. Usando la identidad de Jacobi obtenemos

{rGY, o = {{F0u}, G = H{G o}, F} (2.51)
= {f#V¢V7G} - {g,uy¢l/aF}>
= (£ 9= 9" 1,°) da+ ({£,%G} = {£,°.G}) ¢a = 0.

Como una aplicacién a este concepto, es sencillo demostrar que tanto H’ como ¢;,
los cuales fueron definidos en la seccién anterior, son de primera clase [26]. Mas ain,
las restricciones ¢; forman un conjunto completo de restricciones de primera clase,
por lo que cualquier restriccién de primera clase es una combinacion lineal de las ¢;
(con coeficientes que son funciones del espacio fase), médulo términos cuadréticos
de las restricciones de segunda clase. Por lo tanto, el Hamiltoniano total (2.46), es
la suma de una Hamiltoniano, H', de primera clase y restricciones de primera clase
multiplicadas por coeficientes arbitrarios. Sin embargo, la descomposicion de Hr en
H' y ¢' no es unica, ya que siempre es posible afadir una combinacién lineal de

restricciones sin afectar el valor del Hamiltoniano total.

2.8.1 Separacion de las restricciones de primera y segunda

clase

Una vez encontrado el conjunto completo de restricciones por medio del algortimo
de Dirac-Bergann, las restricciones de primera clase no tienen que ser directamente
alguna de las restricciones primarias o secundarias; en general seran combinaciones
lineales de éstas. Para hallarlas es necesario usar los vectores nulos de la matriz cuyas
entradas son todos los paréntesis de Poisson entre las restricciones, para finalmente
contraerlos con las restricciones y asi obtener las restricciones de primera clase cor-
rectas (i.e. todas las restricciones de primera clase independientes entre si) [42, 44].

Sea W' la matriz J x J cuyas entradas estan dadas por

(;B = {¢O¢a ¢ﬁ} ) (2'52)

donde ¢, son todas las restricciones primarias y secundarias encontradas, siendo
a=1,...,J.
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Teorema 2.8.2 Si det W' = 0, entonces ezisten (J — R) restriciones de primera

clase, siendo R el rango de la matriz W'.

Prueba
Ya que det W’ & 0, y suponiendo que rango W’ < J, entonces existen (J — R) vectores

nulos, w con i = 1,...,(J — R), tales que

W {pa, ¥p} =~ 0, (2.53)

debido a la linealidad, obtenemos

{W?Qbow ¢ﬁ} ~ 0, (254)

con respecto a todas las restricciones, ya sean primarias o secundarias. De esta ma-
nera las restricciones definidas como v; := w*¢,, forman un conjunto de (J — R)
restricciones de primera clase. En esta representacién, las restricciones son comple-
tamente separadas en restricciones de primera clase, a las cuales denotaremos con la
letra v, y de segunda clase, denotadas por x. Con lo anterior, el nimero de restriccio-
nes de segunda clase es igual al rango de la matriz W', la cual usando los paréntesis

entre las restricciones toma la forma

o1 (y) ¢2(y) T ¢J(y)

o1(z) [ A{b1, 1} {d1, b2} - {d1, 0}
Pa(x) {b2, 01} {2, 02} -+ {02,045}

os(x) \ {os, 01} Qs P2} - {Ps 05}

YY) Xa(y)

_ V5 () (8 DO[} >’ (2.55)

donde D,p es una matriz R x R, antisimétrica, par e invertible sobre la superficie de

restricciones.

Ejemplo 2.8.1 (Mecanica cldsica en una superficie) Consideremos un sistema
con coordenadas q' y ¢*, con momentos pi, pa, cuya dindmica es descrita por el

Hamiltoniano

1
H=5(pi+p)+V(dha)+Af(d'¢), (2.56)

donde las dos funciones V' y f, respectivamente, toman el papel de un potencial y una

restriccion haciendo que el movimiento permanezca en la superficie f (¢, q¢*) = 0.
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Ya que el momento p, no aparece en el Hamiltoniano, inmediatamente tenemos una
restriccién primaria, ¢; := py = 0. La cual implica una restriccién secundaria,
¢ = —{px,H} = f(¢*,¢*) = 0. Por condiciones de consistencia, esta restriccion

implica una retricciéon terciaria

of of
¢z = {f’H}:a_(]lp1+8_(12p2:O’

la cual al mismo tiempo conlleva a otra restriccion

02 f 0% f 0% f

= HY = ——_p’4+2—— — 2
¢4 {¢37 } P) (q1>2p1 + 8q18q2p1p2 + P) (q2>2p2
of (V. af\ of (oV Of\
dq" (5(11 * A6‘611) I (3(12 * A3(12> =0

Las restricciones secundarias, requieren que todas las posiciones permanezcan en la
superficie f = 0, y las terciarias aseguran que el momento sea tangente a esta super-
ficie. (La restriccién tericiaria puede ser escrita como ¢3 = N- p =0, siendo N=V f
un vector normal a la superficie.) La tltima restriccién es equivalente a una ecuacién
balanceada entre las componentes normales, N- ﬁ, de la fuerza F' = —VV — \V f,la
cual se obtiene como la suma de una fuerza externa debido al potencial, una fuerza
ejercida por la superficie, y una fuerza centrifuga dada en términos de los momentos
y de derivadas de segundo orden de f. La expresion de la fuerza centrifuga para una
superficie en general no es facil de reconocer, sin embargo, si aplicamos el ejemplo a un
circulo de radio R, f (¢%, ¢?) = (¢")°+(¢%)° — R?, la fuerza centrifuga se reduce a j2/R,
que es la forma usual para una particula de masa igual a uno. (En teorfas invariantes
bajo difeomorfismos, en particular Relatividad General, las primeras derivadas de los
vectores normales, tal y como se encuentra en este ejemplo, proveen una medida de la
curvatura extrinseca de las superficies embebidas en el espacio [45].) La fuerza ejer-
cida por la superficie —AV f, es determinada una vez que resolvamos las restriccion
¢, = 0 para )\, lo cual siempre es posible, ya que N2 = (9f/9¢") + (0f/9q")° # 0,
para una superficie regular. En este punto, observamos que algunas de las restric-
ciones deben ser de segunda clase, ya que s6lo hemos podido conocer el valor de un
multiplicador de Lagrange.

Un célculo sencillo, muestra que el algebra de restricciones es de segunda clase.
De hecho, {¢1, ¢4} = N2 = {¢2, 3}, mientras que claramente, ¢, tiene un paréntesis
de Poisson cero con ¢y y ¢3. Los paréntesis de Poisson, {¢a, ¢4} v {¢3, ¢4} son muy
extensos, sin embargo la matriz formada por todas las restriciones, {¢;, ¢;}, tiene

como determinante N* # 0, probando asi que las restricciones son de segunda clase.
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2.9 Transformaciones de norma

Como hemos visto en el analisis general de estructuras de Poisson, las restricciones
de primera clase juegan un papel central debido a que la superficie de restriccion
no es simpléctica. Las restricciones generan un flujo Hamiltoniano tangente a la
superficie de restriccién, a través de una forma presimpléctica la cual es degenerada,
y es obtenida mediante la imagen reciproca de la forma simpléctica definida en el
espacio fase completo. La interpretacién fisica de este resultado, nos dice que las
restricciones de primera clase no sélo restrigen los valores iniciales, sino que también

generan tranformaciones de norma. El mapeo infinitesimal

F(q,p) = F(q,p) + 6F (¢,p) == F (q,p) + {F, €"Va} (2.57)

para una funcién del espacio fase F', el cual esta definido por las restricciones
de primera clase 7y,, mapea soluciones de las restricciones y de las ecuaciones de
movimiento en otras soluciones; bajo este mapeo, 0.y, ~ 0 ~ 6. Hr.

Interpretar estas tranformaciones como transformaciones de norma, significa que
no debemos considerar a las soluciones provenientes del mapeo del flujo Hamiltoni-
ano generado por las restricciones de primera clase, como fisicamente distintas. Sin
embargo, no estamos aplicando simplemente una simetria para pasar de una solucion
conocida a otra nueva, como rotar una érbita en un potencial esféricamente simétrico,
lo cual da lugar a una nueva solucién. Las transformaciones de norma mapean solu-
ciones matematicamente distintas en otras, pero estas deben interpretarse meramente
como diferentes representaciones de la misma solucién fisica.

El flujo generado por el Hamiltoniano total, Hr, el cual contiene a las restriccio-
nes primarias y secundarias, nos proporciona la evolucién de cualquier funcion del
espacio fase f, mediante f = {f, Hr}. En general, el cambio en el tiempo de una
funcion f, depende entonces de un nimero de parametros indeterminados A%, co-
rrespondientes a las restricciones de primera clase, a menos que {f,7,} = 0, para
toda ~,, restriccion de primera clase. Si el paréntesis de Poisson de f con todas las
restricciones de primera clase es cero, a este tipo de funciones se les conoce como
observables completas de Dirac. Una funcion del espacio fase que cuyo paréntesis de
Poisson con las restricciones de primera clase no es cero, mantiene cierta dependencia
con algunos multiplicadores de Lagrange durante su evolucién. Para tener una teoria
bien definida y sin ambiguedades en las predicciones fisicas, la tinica conclusion vi-
able es que el flujo infinitesimal, generado por {f,7,}, s6lo cambia la representacién
matematica pero no cambia la informacién fisica observable. El cambio de f es ex-
clusivamente una transformacion de norma sin afectar el estado fisico del sistema.

Sin embargo, como veremos en los capitulos subsecuentes, existen sistemas cuyo

Hamiltoniano total es una combinacion lineal de restricciones de primera clase
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[42, 44, 46, 47]. En estos casos, las restricciones juegan varios papeles: restringen
a los valores iniciales de las funciones a permanecer en la superficie de restriccién,
generan las transformaciones de norma identificando soluciones fisicamente equiva-
lentes y proporcionan el Hamiltoniano total, es decir las restricciones generan las
ecuaciones de movimiento. Sin embargo, debido a la naturaleza de las restricciones,
los multiplicadores de Lagrange permanecen indeterminados, por lo tanto, la nocién
absoluta de evolucion no es tnica. Cualquier eleccién del Hamiltoniano total resul-
tara en las ecuaciones de movimiento escritas en una norma particular, pero debido
a que la teorfa es invariante bajo las transformaciones de norma, todos los conjuntos

de ecuaciones obtenidos de diferentes normas son equivalentes.

2.10 El paréntesis de Dirac

Si uno no soluciona explictamente las restricciones, lo cual en algunas ocasiones puede
resultar muy complicado, es posible trabajar con un sistema con restricciones de
manera implicita, usando todas las restricciones sin resolverlas. En este caso, es
necesario ser cuidadoso ya que el flujo Hamiltoniano generado por las funciones del
espacio fase no debe abandonar las superficie de restriccién. Esto estaria garantizado
si todas las restricciones fueran resueltas de manera explicita, ya que todos los flujos
automaticamente yacerian en el espacio fase reducido. Si las restricciones son de
primera clase, su flujo Hamiltoniano es tangente a la superficie de restriccion, lo
cual no causa problema en este contexto. Sin embargo, las restricciones de segunda
clase generan un flujo transversal a esta superficie, por lo tanto, si no son resultas,
contribuirfan con términos en el Hamiltoniano que harian que el flujo se alejara de la
superficie de restriccion.

En lugar de resolver todas las restricciones de segunda clase, uno puede modificar
el paréntesis de Poisson de tal manera que el flujo Hamiltoniano generado por las
restricciones, con respecto a la nueva estructura de Poisson, sea tangente a la superficie

de restriccién. Esto es posible introduciendo el paréntesis de Dirac
{£.9yp = 1{F9} =D {F xa} Uxa xe )™ H{xen 9} - (2.58)
ab

Donde x, denota a todas las restricciones de segunda clase, para las cuales la matriz
inversa de {xq, X»} siempre existe. Con este nuevo paréntesis de Poisson, el flujo gen-
erado por las restricciones de segunda clase no se aleja de la superficie de restriccion,

sino que es cero ya que

{fa Xa}D = {f> Xa} - Z {f? Xb} ({Xba Xc})il {Xcv Xa} = 0. (259)
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El nuevo tensor de Poisson definido por el paréntesis de Dirac es degenerado, con las
restricciones de segunda clase como funciones de Casimir. Ademas, cualquier funcién
del espacio fase f, cuyo campo vectorial Hamiltoniano ya es tangente a la superficie
generada por las restricciones de segunda clase, con el paréntesis de Poisson original,
es decir, Xyx, = 0, para todas las restricciones de segunda clase x,, tenemos que
{f:Xa} = P90, f0iXa = —X}0jXa = —XsXa = 0. Por lo tanto, {f, g} = {f, g}, para
cualquier otra funcion del espacio fase g. En resumen, el paréntesis de Dirac deja
inalterada la estructura de Poisson para las funciones que generan flujos tangentes a
la superficie de restriccién; mientras remueve cualquier flujo externo producido por
las restricciones de segunda clase. Atn, si las restricciones de segunda clase no pueden
ser resueltas, el paréntesis de Dirac nos asegura que no tenemos flujos espurios que
afecten las ecuaciones de movimiento.

Usando el paréntesis de Dirac, los flujos generados por las restricciones de primera
clase no pueden ser removidos de forma similar, ya que la matriz {v,,7}, no es
invertible. Para obtener un espacio fase con una estructura simpléctica, los flujos
generados por las restricciones de primera clase deben ser factorizados [20, 26, 19],
mas adelante veremos que esta factorizacion es sttil en el caso de teorias invariantes

bajo difeomorfismos.

2.11 Teorias de campo

Tanto el formalismo Lagrangiano como el Hamiltoniano aplicado a teorias de campo,
siguen la misma linea de los sistemas con un nimero finito de grados de libertad, hasta
ahora discutidos. Uno puede describir tales teorias, mediante variables independientes
¢ (x), etiquetadas no con un parametro discreto sino con uno continuo. Aunque la
mayoria de las construcciones siguen este razonamiento, existen ciertas dificultades,
especialmente las relacionadas con derivadas de los campos. Por ejemplo, en lugar de
tener relaciones de tipo d¢' /¢’ = 5;'-, para variables independientes; surgen derivadas
funcionales d¢ (z) /0p (y) = 0 (z,y), donde la nueva derivada es denotada por el
simbolo variacional § y § (x,y) es la distribucién delta de Dirac.

Sea S [p] una funcional definida en una variedad de dimensién n, cuya variacion,

(la parte lineal en @) estd dada por

59 — / 0= Al (2)] 60 () (2.60)

entonces se dice que S, es funcionalmente diferenciable por ¢, con derivada funcional
3S/0p (x) = Alp(x)] [48]. Formalmente, todas las reglas de diferenciacién, tales
como linealidad y la regla de la cadena, pueden ser extendidas a derivadas funcionales.

Las derivadas funcionales de derivadas espaciales de una funcién, pueden calcularse
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mediante la formula de integracion por partes, por ejemplo

5
o ()

donde hemos usado condiciones de frontera para eliminar algunos términos. Estas

/ dPxN® (y) py (y) Batp (y) = —0a (N (%) py(a)) »

condiciones de frontera determinan si una funcional es diferenciable. Usar este con-
junto de reglas es suficiente para definir sistemas con un nimero infinito de grados
de libertad, sin embargo se requiere cierto cuidado en manejar las distribuciones.
Para evitar el uso explicito de las distribuciones, y trabajar con relaciones al-
gebraicas bien definidas, uno puede probar (o pesar) las funcionales. En lugar de
trabajar con combinaciones locales de los campos, es posible considerar integrales de
la forma ¢ [u] == [d"z+/| det g | (z) ¢ (), sobre una variedad arbitraria con una

métrica g, para funciones arbitrarias u (z) '

. No se pierde ninguna informacion,
ya que ¢ (x), puede ser reconstruida siempre y cuando ¢ [u| sea conocida para toda

funcién de prueba p (z). De esta manera, la derivada de los campos

b0l TaergTu ). (2.61)

o (z)

es libre de distribuciones delta. De la misma manera, el paréntesis de Poisson entre

funcionales es una relacion algebraica bien definida

[ (O g b6f i
(f.01= [ (&o(a:)apw(x) 5p¢(x)590(1’>>’ (2.62)

para un campo escalar con sus respectivos momentos. De esta manera, en vez de

{eo(@),pp (W)} =0(z,9),

tenemos
{olul,pe ()} = VIdetg |u(y),

una funcién y no una distribucion.

En el contexto de las funciones de prueba, el peso de la densidad de los campos
es fundamental, ya que determina los factores de la métrica \/W , requeridos
para tener integrales bien definidas 1. Cualquier funcién X que se transforme como

X' =| det (9z#/d2™) | X, atin si no es obtenida del determinante de la métrica, se

15Usualmente se toma como el espacio de funciones de prueba, las funciones infinitamente diferenciables
con soporte compacto, C§°. El espacio de las funciones de prueba es un espacio vectorial real, cuya
topologia esta definida a través del limite de sucesiones. Con esta topologia, C§° es un espacio vectorial
topolégico completo y localmente convexo, aunque no es metrizable.

16| a medida definida por d"z+/| g |, es invariante bajo el cambio de coordenadas z* +— x'*, ya que

V| det g’ | =| det (x*/0x™) | \/| det g |.

30



CHAPTER 2. EL FORMALISMO DE DIRAC-BERGMANN
2.11. TEORIAS DE CAMPO

llama densidad escalar (de peso uno), y cualquier tensor que tranforme con un factor
de | det (0z#/0x™) |, se llama densidad tensorial (de peso uno).

Cuando pesamos una funcion, explicitamente incluimos la métrica junto con una
funcion de prueba. Su momento candnicamente conjugado correspondiente, no ob-
stante, se comporta de manera diferente ya que aparece junto con la funcién en el
término simpléctico del Lagrangiano. Por ejemplo, [ d*x¢p,, y ningin otro campo,
ni siquiera el tensor métrico, es permitido en este término, de otra manera, p, no
seria el momento candnico de ¢. Por lo tanto el momento canénico de una funcion
debe ser una densidad. (Mas informarcién sobre las propiedades de las densidades

tensoriales pueden encontrarse en el Apéndice A.)
Ejemplo 2.11.1 (Electromagnetismo en el espacio de Minkowski)

La accion para la teorfa de Maxwell en un espacio-tiempo con métrica 1, estd dada

por
1
Sem [A] = _Z/d%F‘W (A) Fyp (A) nMPn”e, (2.63)

donde F,, (A) = 0,A, — 0,A,. Podemos observar que

0SEM _ plpvlo
50,4, (0pAg — 05 4,) 007,
tomando p = 0,
5SEM o A vo
e (A(, _ &,AO) 7. (2.64)

Si v = 0, el lado derecho de la ecuacién anterior es cero idénticamente; es decir, la
accion no depende de la derivada temporal de Ag, por lo que su momento candnico
dSEMm/IAg, es una restriccidén primaria. Por consistencia, la restriccién secundaria

que esta implica es la ley de Gauss

d 6SEM o 6SEM o M ab o a
Ty e a(abAO Ab>5 — 9,E° ~ 0,

donde el campo eléctrico E* = §9 (Ab — GbAO) , proporciona el momento canoénico de
A {Aa (), E® (y)} = 6. (2,y). En esta etapa solo los indices espaciales contribuyen,
mientras que la métrica fija contiene la informacién sobre las densidades.

La restriccion de Gauss no genera maés restricciones, por lo tanto el sistema estda
completamente caracterizado. FEn nuestro espacio fase, uno puede eliminar la re-
striccién primaria, dejando como variables canénicas a A,, con momento E°, sujetas
a la restriccion de Gauss 0, E* ~ 0. La restriccién de Gauss no depende de A,, y por lo
tanto es de primera clase. Siusamos las funciones de prueba, G [A] = [ &*zA (z) 9,E°,

obtenemos un &lgebra abeliana {G [A1],G [A3]} = 0. La restriccién pesada genera
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transformaciones de norma dejando fijo a F“, mientras que A, se transforma como
{Aa, G[A]} = —0aA.

Si introducimos una condiciéon para fijar la norma, por ejemplo la norma
de Coulomb, C := §%9,4, = 0, junto con una funcién de prueba C[K] =

[ &zK (z) C (), el sistema deja de ser de primera clase. De esta forma, el paréntesis
(G[A],C K]} = / Pady (90) () (60K (4)) 8 (x,y) = / BrK5"0,0,,

el cual no es cero en la superficie de restriccién. El sistema dado por la ley de Gauss
junto con la condicién de fijacién de la norma es de segunda clase, para toda las
funciones de prueba que cumplan §%°9,9,A # 0. Para funciones arménicas, las cuales
satisfacen §%°0,0,A = 0, la fijacién de la norma no es completa y no nos da un sistema
de restricciones de segunda clase. Esto se debe a que la norma de Coulumb, fija la
libertad de norma de la tranformacion A, — A, — J,A, sélo hasta alguna funcién
armonica [27].

En general, fijar la norma requiere que los subespacios intersecten a cada una
de las orbitas, generadas por las restriciones de primera clase, sélo una vez. Si esto
es posible, lo cual es muy complicado de manera explicita, la libertad de norma
desaparece. Ya que todos los flujos de norma son transversales a la superficie definida
por la fijacién de la norma, el conjunto de restricciones mas las condiciones de fijacién

de la norma forman un sistema de segunda clase por construccién [27, 49].
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Chapter 3

Analisis hamiltoniano de teorias tipo
BF

Haciendo uso del formalismo aprendido en la seccién anterior, en este capitulo desar-
rollaremos el andlisis Hamiltoniano de una teoria tipo BF, la cual servira de punto
de partida para comprender como funciona el formalismo de Dirac en el caso de una
teoria con simetrias no triviales, ademas de que este modelo presenta algunas de
las caracteristicas algebraicas encontradas en teorias invariantes bajo difeomorfismos
como es el caso de Relatividad General. Debemos destacar, que en el andlisis canonico
que llevaremos a cabo tomaremos como variables dindmicas sélo aquellas variables en
la accion que posean derivadas temporales, mientras que las variables restantes seran
relegadas a multiplicadores de Lagrange, imponiendo las restricciones. Bajo esta dis-
posicion, la teoria tipo BF es una teoria invariante bajo difeomorfismos espaciales, sin
embargo, ésta invariancia esta rota dando lugar a tranformaciones de norma asociada
a rotaciones un un algebra de Lie .

Desafortunadamente, el tratamiento candénico rompe la simetria entre el espacio
y el tiempo, lo cual no sucede a nivel Lagrangiano, esto sugiere que la formulacién
Hamiltoniana no es la adecuada para estudiar de manera covariante este tipo de sis-
temas. En teorfas de campo tradicionales, (Maxwell, Yang-Mills, etc.) el formalismo

Hamiltoniano y Lagrangiano producen como resultado las mismas simetrias de norma,

'En la literatura matematica, el término difeomorfismo se refiere a un mapeo de una variedad a otra,
el cual es diferenciable, uno a uno, sobreyectiva y con inversa diferenciable. Sin embargo, en la literatura
sobre Relatividad General, el término difeomorfismo es equivalente a la transformacién del tensor métrico

6(difeo)guu = _Vufu - vufvv

donde &, corresponde al pardmetro de norma. Podemos notar, que el lado derecho de esta expresién
corresponde a la derivada de Lie del tensor métrico, el cual es un tensor que se transforma de manera
covariante.
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entonces, podemos preguntarnos por qué las teorias invariantes bajo difeomorfismos,
entre ellas Relatividad General, se comportan de manera particular. Podria ser una
propiedad particular de la simetria de norma, tal vez estas teorias son tales que las
formulaciones hamiltoniana y lagrangiana conducen a diferentes resultados, o simple-
mente el procedimiento para analizarlas es incompleto. En los capitulos subsecuentes,
haciendo uso de sistemas particulares, probaremos que la formulacion candnica es de
hecho coherente con los difeomorfismos cuando el formalismo de Dirac es aplicado de

manera consistente, explicando asi las posibles discrepancias.

3.1 Las teorias tipo BF

Actualmente, las teorfas BF [55, 56, 57| definidas en un espacio o espacio-tiempo ar-
bitrarios, han demostrado proveer de profundas relaciones entre las teorias de campo
topoldgicas y las teorfas de campo usuales 2. Desde versiones no métricas de Rela-
tividad General [58, 59, 60] hasta nuevas formulaciones de la teoria de Yang-Mills
(61, 62, 63]. En la formulacién de primer orden, la teoria de Yang-Mills puede ser
expresada como una perturbaciéon, alrededor de una constante de acoplamiento, de
una teoria puramente topoldgica. En este contexto, ambas formulaciones poseen las
mismas propiedades perturbativas [64, 65]. Sin embargo, a pesar de estos desarrollos,
existen ciertos aspectos que no estan completamente entendidos en el caso especifico
de cuatro dimensiones. Esto se debe, gran parte a las complicaciones técnicas que
surgen en cuatro dimensiones en relaciéon con escenarios de dimensién menor.

La razon principal para usar una version modificada de una teoria BF yace en
el andlisis Hamiltoniano, ya que puede entenderse como una teoria invariante bajo
difeomorfismos, cuya simetria se rompe a nivel de la accién; reproduciendo asi el
sector topologico de Yang-Mills. No obstante, ambas teorias comparten las mismas
propiedades perturbativas alrededor del espacio moduli definido por las conexiones

planas mediante un encajamiento topolégico [47].

2En la literatura existen diferentes definiciones acerca de lo que es una teoria topoldgica:

e Una teoria topoldgica de tipo Schwarz, es una teoria de campos cuyas funciones de correlacién
son invariantes topoldgicos, es decir, la medida en la integral de trayectoria es explicitamente
independiente de la métrica.

e Una teoria topoldgica de tipo Witten, es una teoria de campos, cuyo Lagrangiano aunque dependa
de la métrica, proporciona una funcién de particién que equivale a un invariante topoldgico.

e Una teoria topoldgica es una teoria que carece de grados de libertad locales.

A lo largo del trabajo, nos referiremos a una teoria topoldgica como aquella que no tiene grados de
libertad locales, aunque puede ser suceptible a grados de libertad globales, es decir, las soluciones a las
ecuaciones de movimiento pueden depender de la topologia del sistema.
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3.2 Analisis hamiltoniano

Para efectuar el andlisis hamiltoniano, nuestro punto de partida es la accién de la

teoria BF modificada, la cual esta dada por
2
S[A, B :/ Tr (z’B/\F(A)—I—gZB/\B), (3.1)
M

donde Fj, = 9,A] — 0,A] + " AJ AL, corresponde a las componentes de la cur-
vatura asociada a la 1-forma de conexién Aﬁdx“, evaluada en el dlgebra de Lie su(n);
siendo f1/K las constantes de estructura del dlgebra, y Béﬁ un conjunto de 6(N?—1) 2-
formas evaluadas en SU(N). Hemos tomado p, v = 0,...,3 como los indices espacio-
temporales, z* un sistema de coordenadas local de la variedad M, la cual tiene di-
mensién cuatro, y I,.J, K =0,1,..., N2> —1, los indices internos los cuales pueden ser

subidos y bajados mediante la métrica de Cartan-Killing asociada al dlgebra de Lie.

Efectuando la variacién de la accién (3.1), obtenemos las ecuaciones de movimiento

g2

FI(A) = z'EBI, DB' =0, (3.2)
donde F' satisface las identidades de Bianchi DF! = 0. Sustituyendo las ecuaciones
de movimiento (3.2) en la accién (3.1) obtenemos la llamada accién topoldgica de
Yang-Mills, conocida también como el invariante de Pontryagin. Para llevar a cabo
el anélisis hamiltoniano, debemos considerar que la variedad M, es topolégicamente
equivalente a ¥ ® R, donde X corresponde a una superficie de Cauchy y R repre-
senta un pardmetro de evolucién (para mas informacién sobre variedades globalmente
hiperbdlicas véase el Apéndice A). De este modo, la descomposicién 3+ 1 de la accién

toma la forma
1

. 2
S[A B =5 /Z ) Gt {Z <A£ - DkAé) Bl + B}, (z'pjfk n %Bjk) } . (3.3)
X

donde podemos identificar la correspondiente densidad Lagrangiana

1 .. . 2
L= {@ (Ag - DkAé> BL + B, (@'ka + %Bjk) } , (3.4)
para lo cual hemos definido €*7* := p¥* con n'?® = 1. Para llevar a cabo el

analisis Hamiltoniano, consideraremos como variables dinamicas a las variables cuyas
derivadas temporales aparecen a nivel de la accion, relegando las variables restantes a
multiplicadores de Lagrange. Como veremos en los siguientes capitulos, esta eleccion
no es la mas adecuada si queremos conocer de manera explicita las simetrias de norma
del sistema. El ejemplo de un andlisis alternativo concerniente a teorias topoldgicas

puede encontrarse en [42, 44].
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De esta forma, los momentos II¥, candénicamente conjugados a la conexién o
potencial A, estdn dados por
il — oL L ijk I

Usando la definicién de los momentos en la accién (3.1), obtenemos que

~ 2
S ALY, Bl Af] = / dtd*x (H”A{ — ALD,TT* — %niﬂf B Pl + i%H”Béi>
YxXR
(3.6)
De la expresion anterior podemos identificar los paréntesis fundamentales de Poisson

para la teoria

{Al(«",2),10(z°, ) } = 65656% (. y), (3.7)
y el Hamiltoniano candnico, el cual viene dado por

i Ty . L 92 i
H.= A" — £ = /d?’x (—AéDkH’” —iB}, (577 *EL — S0 I)) : (3.8)
Calculando la variacién de la accién (3.6), donde hemos usado la expresion explicita
de los momentos, con respecto a A! y ITI¥ obtenemos las siguientes ecuaciones de

movimiento

SAT © nD;Bl =0,

_ 2
SI . DAL= Al - z’%Béi, (3.9)
mientras que la variacién con respecto a A} y B{,, proporciona las siguientes restric-

ciones primarias

¢! = D I =0,
ol = 9_2Hu _ lniij{ ~ 0 (3.10)
: 5 5 ik . .
Como podemos observar, el Hamiltoniano canoénico (3.8) es una combinacion lineal de
las restricciones (3.10), donde Al y B{, corresponden a multiplicadores de Lagrange,
los cuales imponen las restriciones.
El siguiente paso es identificar si nuestra teoria presenta resricciones secundarias.
Para esto, calculamos la evolucion temporal de las restriciones (3.10); por condiciones

de consistencia, percibimos que no hay mas restriciones

é[ — {¢I(.Z'),Hc} _ fIJK (A67¢K o ¢2JB£) ~ 0,
P = {¢"(2), H.} = fI"FAJ¢"™ ~ 0. (3.11)
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Una vez que hemos calculado todas las restricciones, necesitamos identificar cuales
de ellas corresponden a restricciones de primera y segunda clase. Para realizar esta

separacién debemos calcular el parénteis de Poisson entre todas las restricciones,

{6"(x), 0" ()} = [f17K¢"6(x,y),
{6'(x),0" (y)} = f""¢"6%(w,y),
{6 (z), " (y)} = O, (3.12)

por lo tanto, podemos observar que las restricciones forman un conjunto de primera
clase. No obstante, las 4(N? — 1) restricciones de primera clase, dadas por (3.10), no

son independientes. Debido a la identidad de Bianchi DF! = 0, tenemos
D¢ = ¢'. (3.13)

En consecuencia, de las 3(N? — 1) restricciones de primera clase ¢, solamente iden-
tificamos [3(N? — 1) — (N? — 1)] = 2(N? — 1) restricciones independientes. Con esta
informacion, somos capaces de calcular los grados de libertad fisicos de nuestro sis-
tema® ; tenemos 6(N? — 1) variables dindmicas, 3(N? — 1) restricciones de primera
clase independientes y la teoria carece de restricciones de segunda clase. Esto sig-
nifica que la teoria no tiene grados de libertad locales por punto del espacio-tiempo,
es decir, corresponde a una teoria topologica.

La identificacién de las restricciones nos permite construir la accién extendida, la

cual viene dada por

Sp [AL T, AL BL] = /

5 {A{ I + A{D;ITY + %nfkagi@fk + g2H”Béi} . (3.14)

de donde podemos identificar el Hamiltoniano extendido
Hy = —ALDA — ZBl, (74 F), — 117 (3.15)

el cual es una combinacién lineal de restricciones de primera clase. Las ecuaciones de

movimiento obtenidas mediante el Hamiltoniano extendido, las cuales son fisicamente

3Los grados de libertad, se definen como el nimero de variables fisicas independientes necesarias y
suficientes para describir la dindmica de un sistema. Si el sistema presenta restricciones, el nimero de
grados de libertad estd dado por

2

segunda clase originales

GL - 1 Numero total de Numero de restricciones de
variables candnicas

9 Numero de restricciones
—2 %
de primera clase
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equivalentes a las ecuaciones de Euler-Lagrange, son

§AY DI =0,

1 g2

§B, ;?WWﬁ_Eﬂ“:Q (3.16)
SA] = n"*D;Bg, =0,

2
sti! DiAé:Aé—i%Béi.

Una vez encontradas las accion extendida y el Hamiltoniano extendido, siguiendo
con el andlisis, se calcularan las transformaciones de norma, las cuales dejan covari-
antes las ecuaciones de movimiento. Para lo cual se usara el formalismo de Castellani
[66], el cual permite definir el generador de estas transformaciones en términos de las
restricciones de primera clase de la siguiente manera

G:/slqﬁl—i—afgf)”, (3.17)
2

de esta forma, las transformaciones de norma definidas en el espacio fase vienen dadas

por
6oAl = —Die! +¢€l,
SoIT fHESIE nijijei, (3.18)
oA} 0,

Por otro lado, a nivel Lagrangiano la teoria BF es invariante bajo difeomorfis-
mos [60], y aparentemente esta simetria no estd presente en (3.18). No obstante,

redefiniendo los parametros de norma

el = —f"Ai,
el = ¢'Fp, (3.19)
las tranformaciones de norma se expresan como
Al = Al + LA
I, — I+ LT, (3.20)

Asi, los difeomorfismos corresponden a una simetria interna de la teoria en el espacio
fase. Sin embargo, esta simetria no corresponde a la obtenida de manera covariante
a nivel lagrangiano [60], puesto que los difeomorfismos sélo actian sobre las com-
ponentes dinamicas de la accion, es decir la parte espacial de la conexion; mientras

que los demas campos presentes en la accion permanecen ausentes. Como veremos
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en el capitulo siguiente, para que podamos empatar las transformaciones de norma
tanto a nivel lagrangiano como hamiltoniano, serd necesario extender el algebra de
restricciones, para de esta manera tomar en cuenta todas las variables que aparezcan

a nivel de la accién.
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Chapter 4

El formalismo de Dirac aplicado a las
teorias de Maxwell y Yang-Mills como
teorias tipo BF

En este capitulo, y como punto de partida para estudiar una teoria invariante bajo
difeomorfismos, llevaremos a cabo el andlisis de Dirac de la teoria de Maxwell y
Yang-Mills expresadas como una teoria tipo BF con restricciones. El lagrangiano
propuesto, pese a que se compone de dos teorias topoldgicas, preserva a nivel clasico
las ecuaciones de movimiento asi como los mismos grados de libertad y las mismas
simetrias de norma. La importancia de esta formulacion estd motivada en el estu-
dio de diferentes enfoques clasicos y cuanticos de Relatividad General y de teorias
invariantes bajo difeomorfismos relacionadas, particularmente, las formulaciones de
gravedad como una teoria BF con restricciones. Se puede decir, que las recientes
propuestas no perturbativas de gravedad cuéantica, tal y como gravedad cuantica de
lazos (LQG) [10, 68, 73] y los modelos de espuma espinoriales (spin foam models)
(74, 75, 76, T7], en cierto sentido, tuvieron su origen en este tipo de formalismo inspi-
rados por el trabajo de Plebanski [58].

Como es bien conocido, a mediados de los anos setenta, Plebanski escribi6 las ecua-
ciones de movimiento de Relatividad General en cuatro dimensiones, de tal manera
que las variables fundamentales que describen el campo gravitacional estan expre-
sadas mediante una 2-forma, una conexion y algunos multiplicadores de Lagrange.
La geometria del espacio-tiempo, es entonces construida a partir de estos bloques
fundamentales, haciendo que la accién de Plebanski basicamente sea una teoria tipo
BF suplementada con algunas restricciones sobre los campos. Con el fin de de obtener
una formulacién en términos de tétradas, las 2-formas denotadas comunmente como
B, son eliminadas resolviendo las restricciones e insertando la solucién en la accion

de Plebanski, obteniendo asf la formulacién autodual de Relatividad General [?, ?].
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Siguiendo la misma idea usada por Plebanski, llevaremos a cabo un analisis hamil-
toniano estricto de la teoria de Maxwell y Yang-Mills expresadas como una teoria BF
usando variables auxiliares. Esta accion comparte muchas semejanzas con la accion
de Plebanski ya que es una expresion lineal en los campos, lo cual permite exponer el
contenido geométrico del espacio de soluciones, y esta dada en términos de 2-formas
y de conexiones. Recientemente, expresiones andlogas han sido usadas para estudiar
acoplamientos minimos de gravedad con materia en el marco de teorias invariantes
bajo difeomorfismos [81]. Este capitulo estd basado en [79], donde se lleva a cabo
un analisis exhaustivo del algebra de restricciones, asi como el estudio del modelo
de Martellini [64], el cual proporciona informacién sobre el contenido topoldgico de

teorias de norma no abelianas.

4.1 Maxwell expresada como una teoria BF

En esta seccién llevaremos a cabo un analisis de Dirac estricto de la teoria de Maxwell
expresada como una teoria BF. Como hemos mencionado en los capitulos anteriores
y a fin de exponer la estructura de norma completa de la teoria, consideraremos como
variables dindmicas a todos los campos presentes en la accién y no sélo a aquellos
con derivadas temporales, tal y como hicimos con la acciéon de Holst en el capitulo

precedente. La accién que estudiaremos esta dada por
S[A,B]:/ *xBAB — 2B A xF, (4.1)
M

donde F = %F wdx? A\ dx”, con F',, = 0,A, — 0,A,, el tensor electromagnético,
B = %Bagdl’a A dz? es una 2-forma definida en la variedad M de dimensién cuatro,
y el simbolo * corresponde al operador de dualidad definido como *B,3 = %ealngW
(€apuwr = V/—YEapu). Para nuestro andlisis, consideraremos a M una variedad de

Minkowski no dindmica. De esta manera, la accién (4.1) toma la siguiente forma

1 1
ﬂABhi/ZBWHW—ﬁﬂﬂ@AW%M%) (4.2)
M

Haciendo la variacién de la accién (4.2), obtenemos las ecuaciones de movimiento

Bus = (9uAs— 05A,),
9.8 = 0, (4.3)

que esencialmente, corresponden a las ecuaciones de Maxwell. La primera ecuacién
de (4.3) recobra la definicién del tensor de campo electromagnético, mientras que la

segunda concuerda con las ecuaciones de Maxwell. Sustituyendo las ecuaciones de

41



CHAPTER 4. MAXWELL Y YANG-MILLS COMO TEORI'AS BF
4.1. MAXWELL EXPRESADA COMO UNA TEORIA BF

movimiento (4.1) en la accién (4.2) obtenemos

S[A] = — / lBagBa'Bd:UA‘, (4.4)
v 4

lo cual coincide con la accién usual para el campo electromagnético [80]. Es impor-

tante senalar, que el papel que juegan las variables dindmicas de acuerdo a las acciones

(4.2) y (4.4) es muy diferente. En la expresién (4.2), A, y By, son ambas variables

dindmicas, mientras que en (4.4), sélo A, lo es, entretanto B, es meramente una

etiqueta.

De este modo, la teorfa de Maxwell (4.4) y la accién (4.2) dan lugar a las mismas
ecuaciones de movimiento, sin embargo, podemos preguntarnos si ambas acciones
exhiben las mismas simetrias. En otras palabras, jla accién (4.2) presenta los dos
grados de libertad y las simetrias de norma que caracteriza a la teoria de Maxwell?. La
respuesta a esta cuestion es afirmativa, y para probarla desarrollaremos un anélisis
de Dirac estricto [79]. Cabe mencionar que ésta pregunta no es trivial, ya que en
la literatura existen ejemplos en el que dos acciones diferentes, dando lugar a las
mismas ecuaciones de movimiento, no representan el mismo sistema dindmico [44, 81].
Inclusive, como vimos en el capitulo anterior, la accién de Relatividad General con el
parametro de Immirzi da lugar a la misma teoria clasica, no obstante, éste parametro
proporciona un nimero continuo de distintas versiones cudnticas. Por lo tanto, para

responder esta interrogante es necesario llevar a cabo un andlisis Hamiltoniano.

4.1.1 Descomposicién de la accién

Antes de proceder con el anélisis, resulta interesante observar que la accién (4.2) esté
compuesta por dos términos

Sl[B] _/ EBMVB/W’ (45)
M4
Y 1
Sy[A, B] = / SB (0,4, — 0,4,), (4.6)
M

donde ambas S; y S5, corresponden a acciones topoldgicas, es decir, carecen de grados
de libertad locales. De hecho, podemos ver inmediatamente que S;[B] es topoldgica,
ya que no contiene ninguna derivada temporal de las variables dinamicas. Por otro
lado, para probar que Sy[A, B] carece de grados de libertad locales, llevaremos a cabo
el siguiente analisis hamiltoniano. La descomposicion 3 + 1 de la accién (4.6) viene

dada por

Sy[A, B] = / / {BOi(ﬁoAi—@-Ao)—l—%Bij(aiAj—ﬁin) da?dt, (4.7)
¥
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donde podemos identificar la densidad Lagrangiana

. 1 ..
L: - BOZ<80A1' - &Ao) + §BU (&AJ - 8]142) (48)
Para continuar con el método de Dirac estricto, necesitamos definir los momentos

(I1*,11,,5), canénicamente conjugados a las variables (A,, B*?)

oL oL

e = o=

_E’

(4.9)

El siguiente paso para ver si una teoria es singular, es mediante la matriz Hessiana,

(definida en el capitulo 2) cuyas componentes estan dadas por

5L 5L 5L
0(0uAa)d(0u4,)"  6(0,B*)0(0,4,)"  6(0,B*7)0(0,B”)’

(4.10)

haciendo uso de (4.8), estos elementos son idénticamente igual a cero, por lo tanto
el rango de la matriz Hessiana es igual a cero. De esta manera, esperamos 10 res-
tricciones primarias, las cuales surgen a nivel Lagrangiano. De la definicion de los

momentos (4.9), identificamos las siguientes 10 restriciones primarias

¢ =1°~0,

¢ =1I'— B” =~ 0, (4.11)
Go; := o = 0,
¢ij = 11;; = 0,

con 7,5,k = 1,2,3. El Hamiltoniano canénico del sistema, por definiciéon estd dado
por
. |
= —AoIl" — §B”Ej, (4.12)

donde Fj; = (0;A; — 0;A;). Teniendo en cuenta las restricciones primarias, podemos

construir el Hamiltoniano primario
Hp = Hot [ do® g+ Mg + X0+ A96,]. (4.13)

siendo Ao, A\i, A%, A9 los correspondientes multiplicadores de Lagrange asociados a
las restricciones primarias (4.11). Antes de calcular las relaciones de consistencia,

definimos el paréntesis de Poisson fundamental de nuestras variables dindmicas como

{Au(2),11"(y)} = 6L6%(z —y),

(B (2) TLy(y)} — % (656% — §6,) 8%(z — ). (4.14)
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Con el objetivo de que las ecuaciones de movimiento sean consistentes, es decir, que
las soluciones permanezcan en la subvariedad definida por las restricciones, debemos
calcular la evolucion temporal de las restricciones primarias. Para esto, definiremos
como W = {¢7,¢”}, una matriz de 10 x 10, formada por el paréntesis de Poisson

entre todas las restricciones primarias, y cuyas componentes vienen dadas por

{°(x), ")} = 0, {¢"(x),¢'(y)} =0
(@00} = 0 {8, 69} =0
W) = 0 () o)} =500 —y),  (415)
{¢'(x), 415 (v)} = O, {d0i(x), doj(y)} =0,
{doi(z), ¢i;(y)} = 0, {0i(x), dui(y)} =0,

podemos ver que rango W = 6 y por lo tanto su nulidad es igual a 4. Esto significa
que de la evolucién temporal de las restricciones primarias esperamos 4 restricciones
secundarias. Empleando los vectores nulos, las condiciones de consistencia dan lugar

a las siguientes restricciones secundarias

gi)o = {gbO,Hp}zO = ¢:=9]I'~0,
1

Gij = {bi, H} =0 = = ot~ 0; (4.16)

por otro lado, el rango nos permite fijar el valor de los siguientes multiplicadores de

Lagrange

o = {¢,H)y~0 = N\i=_9,BY
boi = {0, H)} =0 = X\ =0. (4.17)

Debido a que la teoria presenta restriciones secundarias, es necesario calcular su
evolucion temporal con el fin de saber si el sistema contiene restricciones terciarias.
Las condiciones de consistencia de las restricciones secundarias muestran que no se
producen mas restricciones [79)].

Una vez obtenidas todas las restricciones de la teoria, se procede a separarlas
usando la clasificacion fundamental entre ellas: restricciones de primera clase (gener-
adoras de las tranformaciones de norma) y de segunda clase (cuyo flujo hamiltoniano
es transversal a la superficie de restricciéon permitiendonos construir el paréntesis de

Dirac). Para realizar esta separacion debemos calcular el paréntesis de Poisson entre

44



CHAPTER 4. MAXWELL Y YANG-MILLS COMO TEORI'AS BF
4.1. MAXWELL EXPRESADA COMO UNA TEORIA BF

todas las restricciones, primarias y secundarias

{¢°(x),¢"(y)} = 0, {¢"(2),0'(y)} =
{¢°(x), p0i(y)} = 0, {¢"(x), 0" (y)} = 0,
{¢°(x),v(y)} = 0, {¢°(x),9(y)} =0,
{¢0($),¢zj(y)} = 0, {Qbo(iU),%j(Z/)} =0,
{¢'(2), ¥ (y)} = 0, {¢'(x), ¢oj (y)} = —056°(x — y),
{¢'(x),05(9)} = 0, {¢'(x),9(y)} =0,
@) al)) = — 0@ )~ 50— )]
{doi(x), doj(y)} = 0, {p0i(x), @15 (y)} =0,
{doi(z),v(y)} = O, {d0i(z), Yr(y)} = 0,
{¢ij(x), ou(y)}y = 0,  {oy(@),¢(y)} =0,
{oij(2), Yuly)} = 0, {(),v(y)} =0,
{v(z),¢v()} = 0, {t(@), ¥i;(y)} =0,
(Wi (@), vuy)} = 0. (4.18)

La matriz de 14 x 14, W’  cuyas componentes estan dadas por los paréntesis (4.18),
tiene rango 6 y nulidad 8. Lo cual implica que el sistema tiene 8 restricciones de
primera clase y 6 de segunda. Al contraer los vectores nulos de la matriz W’ con las

restricciones, podemos identificar las siguientes 8 restricciones de primera clase

¥ = =0,
Vij I ~ 0,
1 1
N = 5 Fi + 5 [0illoj — 951lei] ~ 0, (4.19)

donde podemos identificar a la tercera ecuacién, como la restriccion de Gauss para
nuestra teoria. Por otro lado, el rango de W' nos permite determinar las siguientes 6

restricciones de segunda clase

Xoi = Iy =0,

X' = II'=BY~0. (4.20)

Una vez que todas las restricciones han sido clasificadas, podemos observar que no to-
das las restricciones de primera clase (4.19) son independientes. Para esto, analicemos
la siguiente relacién

Ti = UZ]kV}k _ 577”’“1% + %9, gy, (4.21)
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donde 9y T* = 0, debido a la identidad de Bianchi, n7*9;Fj;, = 0. Esto significa que
debido a que se tiene una condicién adicional sobre las restricciones, el niimero de
restricciones independientes de primera clase es (8 — 1) = 7. Finalmente podemos
llevar a cabo el conteo de grados de libertad de la accién Ss[A, B]: tenemos 20 va-
riables candnicas, 7 restricciones de primera clase independientes y 6 restricciones de
segunda clase !. Por lo tanto, el sistema definido por (4.6) no tiene grados de libertad
locales por punto del espacio tiempo, es decir, corresponde a una teoria topoldgica.
De esta modo, hemos probado que las acciones (4.5) y (4.6) corresponden a teorias
topologicas. No obstante, el acoplamiento dado por una combinacién lineal entre
ambas, expresado en la accion (4.2), presenta grados de libertad, lo cual mostraremos

en el siguiente apartado.

4.1.2 Analisis hamiltoniano de Maxwell como teoria BF

En esta seccién desarrollaremos el analisis de Dirac estricto para la acciéon completa
dada por (4.2), la cual corresponde a la teoria de Maxwell expresada como una teoria

BF. Haciendo la descomposicién 3 + 1 de (4.2), obtenemos

1 : 1 - oo 1 ..
S[A] = / / [§BOiB°’ + ZBijB’J — BY(A; — 0;A¢) — EB” (0 A; — 0;A;) | dxPdt,
by
(4.22)
de donde podemos identificar la densidad lagrangiana
1 1 g . 1.
;C - EBOZ'BOZ + ZBijBU - BOZ(AZ‘ - 87,140) - §BU (&AJ - 8]14@) (423)

Para continuar con el método de Dirac, es necesario definir los momentos (I1%, I1%?)

canonicamente conjugados a las variables dinamicas (A, Bag)
(03

5Aq 0Bag

(4.24)

Por otro lado, las componentes de la matriz hessiana vienen dadas por

6L 6L 6L
5(8uAa)a(auAp) ’ 5((%3(15)8(8“14[,) , 5(8uBaﬁ)a(auBm) 7

(4.25)

!Los grados de libertad, se definen como el niimero de variables fisicas independientes necesarias y
suficientes para describir la dindmica de un sistema. Si el sistema presenta restricciones, el nimero de
grados de libertad estd dado por

2

vartables candnicas

oL — 1 Numero total de Numero de restricciones de
B sequnda clase originales

9 Numero de restricciones
—2 %
de primera clase
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las cuales son idénticamente igual a cero, por lo tanto el rango de la matriz Hessiana
es cero. Esto significa que esperamos 10 restricciones primarias, las cuales surgen de

la definicién de los momentos (4.24)

¢ = M°=~0,
¢ = II'+ B =0, (4.26)
% = % =0,
oY = IIY =~ 0.

Por definicién, el hamiltoniano canénico del sistema tiene la forma

Hc - A“HH + BOZ’HOi + Bz]H” - E
1 | . 1
== EHZHZ - ZBijBZ] - AoaiHZ + 53” <8ZAJ - 8]142) (427)

Teniendo en cuenta las restricciones primarias, el Hamiltoniano primario viene dado

por
Hp = H,.+ / da® [Mod” + Xig" + Moid” + XijoV] (4.28)

siendo Ao, Ai, Aoi, Aij los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones pri-

marias (4.27). Para esta teorfa, definimos el paréntesis de Poisson fundamental como
{Aa(2), 1"(y)} = 000z —y),
1
{Buw(2), I(y)} = 5 (630, = 6,07) 0°(x — ). (4.29)

Para calcular las condiciones de consistencia, definimos como W, la matriz de 10 x 10

cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre las restricciones primarias (4.27)

{#°(2), ()} = 0, {¢"(x),¢'(y)} =0,
{¢°(x), 0" (W)} = 0,  {¢°(x),¢"(y)} =0,
{0'(x), ¢’ ()} = 0,  {&'(2), 8" ()} = 1"n"8(x,y),
{67(2),0" (y)} = 0, (4.30)
podemos observar que rangoW = 6 y por lo tanto tiene nulidad igual a 4. Por lo
tanto, usando los vectores nulos de W, las condiciones de consistencia dan lugar a 4
restricciones secundarias

o = {"Hpim0 = ¢:=0II'~0,

o*F = {¢*F Hpyx0 = ¢*.=B*_ (94" —9FAY ~0,  (4.31)
mientras que el rango de W nos permite fijar el valor de los siguientes multiplicadores
de Lagrange

éi = {¢17HP}%O = AZ:O?
oM = {¢" Hp}~0 = \i=09,BY (4.32)
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Debido a que la teoria no presenta restricciones terciarias, asi como también a la nat-
uraleza abeliana del algebra (4.30), podemos identificar las siguientes 2 restricciones

de primera clase

,}/O _ HOWO,
v = OIl'~0, (4.33)

ademas de 12 restricciones de segunda clase

X' = '+ B% =0,

o= Y =0, (4.34)
Y = T~ 0,
Y* = B*—(9°AF —9FAY) =~ 0.

Una vez que hemos separado las restricciones, en restricciones de primera y se-
gunda clase, podemos llevar a cabo el conteo de grados de libertad: Tenemos 20
variables dinamicas en el espacio fase, 2 restricciones de primera clase y 12 restriccio-
nes de segunda clase. Por lo tanto la teoria BF, dada por (4.2), presenta 2 grados de
libertad por punto del espacio-tiempo, el mismo nimero de grados de libertad que la
teoria de Maxwell. En otras palabras, la accién Sy, rompe la estructura topoldgica
de Sy dando como resultado la manifestacion de grados de libertad. Usando las res-
tricciones de primera clase (4.33), podemos ver que las transformaciones de norma
definidas por la accién (4.2) son: A), = A, + J,€, las cuales corresponden a las bien
conocidas transformaciones de norma de Maxwell [27, 30].

De esta manera, a nivel clasico, la teoria BF que hemos estudiado describe el
campo electromagnético. Més atn, si consideramos las restriccions de segunda clase
(4.34) como igualdades fuertes, recuperamos los resultados estandar para la accién
de Maxwell, Ejemplo 2.11.1. Es importante senalar, usando este sencillo ejemplo,
que el acoplamiento de dos teorias topoldgicas, en general, no resulta en una teoria

topoldgica, cuestion que habia sido formulada anteriormente en la literatura [82]

4.1.3 Cuantizacion covariante

Usando las restricciones de primera clase (4.33) y de segunda clase (4.34), podemos
construir la accién extendida (empleando toda la informacién dada por las restriccio-

nes y los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones de segunda clase)
SE[Aa,Wa7 B;w; 1", Xo, A, 6i7ﬁ0i7ﬁij'ﬂz{j] = /dl‘gdt [AoﬂTa + BWHW — Hp — )\O’YO

- A= BiXi - 503')(“ - @inj - @%—X’ij )
(4.35)
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de donde podemos identificar el hamiltoniano extendido

1. 1. T s y
Hp = ILII' — 7 By;BY — AOIl' + 5 BYFy; + 2B{9,11" + 20,ILIY,  (4.36)

siendo Ao, Ay B, Boi, Bij, Bi; los multiplicadores de Lagrange asociados a las restric-
cions de primera y segunda clase respectivamente.

Una vez identificados la accién extendida y el hamiltoniano extendido, podemos
llevar a cabo la cuantizacién de la accién (4.2), por medio del formalismo de integral
de trayectoria. Debido a la presencia de restricciones de primera y segunda clase, es
necesario usar el método de Senjanovic [83], el cual es una generalizacién del método
de Fadeev-Popov para teorias de norma.

Usando la definicién de las restriciones de primera (4.33) y segunda clase (4.34),
y debido a que el hamiltoniano extendido (4.36) no es una combinacién lineal de las
restricciones, (a pesar de provenir de una teoria BF') se realiza el proceso de fijacion

de la norma mediante las siguientes condiciones

91 = @Al ~ O,
0> = OlI' + AAy ~ 0, (4.37)
donde A = 9;0;. La primera relacién es la bien conocida norma de Coulomb (Ejemplo

2.11.1), mientras que la segunda se obtiene evolucionando #' mediante el hamiltoniano

extendido (4.36). De este modo, la funcién de particién viene dada por

Z= / du exp{ / d*z [H“Au + "B, — HE] } : (4.38)

donde, debido a la presencia de retricciones de segunda clase, la medida de integracion

estd definida como

s 117 = [T 8(0)5(y) [det [1{8, 431 x T[0! det [[{x, x31'2
X DAHDH“DBWDH’“’. (4.39)

du(A,, 11", B

Ya que, det ||{7, 8}|| = det*(Ad(x—1v)), y debido a que el dlgebra entre las restricciones

de segunda clase no depende de los campos, podemos integrar sobre B,,,, II# y II#”
; -}
[ et Sa,60 - )| det gt — )] det I 504

1
X expz’/d4w {_ZF’WFW]' (4.40)

finalmente, usando la norma de Coulomb obtenemos

7 = / DA, expi / d'z [—iFWF‘“’ - %g(aiAif : (4.41)

49



CHAPTER 4. MAXWELL Y YANG-MILLS COMO TEORI'AS BF
4.2. YANG-MILLS COMO UNA TEORIA BF

siendo £ un parametro real. Podemos observar, que la expresién (4.41) corresponde
a la accién cudntica efectiva de la teoria electromagnética [30], por lo tanto la accién
(4.2) equivale tanto clasica como cudnticamente a la teoria de Maxwell. Para comple-
tar nuestro andlisis, en la siguiente seccién generalizaremos los resultados anteriores
en el caso de grupos no abelianos. Es decir, expresaremos a Yang-Mills también como

una teoria BF.

4.2 Yang-Mills como una teoria BF

Es posible extender resultados de la seccién anterior a teorias no abelianas definidas
sobre un grupo de Lie compacto. En este caso, la accién andloga a (4.2), para la

teoria de Yang-Mills es
S[A, B] = / *B' N BT —2B" A xF, (4.42)
M

donde F' corresponde a la curvatura asociada a la 1-forma de conexién A’, evaluada

fIJK

en el dlgebra de Lie SU(N), con constantes de estructura . Escrito en términos

de sus componentes, la accién (4.42) toma la forma

1 1
S[B, A] = /M ZB;VBW - §BW (0,4, —0,A] + fI7FALA) . (4.43)

La cual tiene por ecuaciones de movimiento

B, =F, D,B"" =0, (4.44)

Nz

estas expresiones, corresponden a las ecuaciones de movimiento asociadas a la teoria
de Yang-Mills [80]. De la misma manera que en el caso electromagnético, si sustitu-

imos (4.44) en la accién (4.43), recuperamos el lagrangiano de Yang-Mills

1
S[A] = — / ZFéﬂFf‘Bd%, (4.45)
M

donde FO{B = (()MAII, — 3VA£ + f1 JKAZAK es el tensor de curvatura evaluado en el

algebra de Lie.

4.2.1 Descomposicién de la accién

Anélogamente al caso electromagnético, podemos observar que la accién (4.43) esté

compuesta de dos términos

1
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So[A, B] = /M %B}W (0,AL — 0,AL + ficATALY, (4.47)
es decir, dos acciones topoldgicas. El término S;[B] no depende de derivadas tem-
porales, por consiguiente no tiene grados de libertad locales. En lo sucesivo, proced-
eremos a probar que S3[A, B], es también un término topolégico. A primera vista,
uno podria suponer que el calculo es trivial debido a la semejanza con Maxwell; sin
embargo las teorias topoldgicas son suceptibles a grados de libertad locales asociados
a topologias no triviales, tanto de la variedad como del haz fibrado en el cual son
definidas [82, 103]. Por lo tanto es necesario llevar a cabo un andlisis hamiltoniano
debido a la estructura no abeliana del 4lgebra.

Haciendo la descomposicién 3 + 1 de S3[A, B] obtenemos
1

2BiﬂFi§ , (4.48)

SyA, B] = / / {BOU(A{—aiAhf”KAgAfH
>

de donde podemos identificar la siguiente densidad Lagrangiana

£ = BYI(0,A1 — 0,4 + f1UK AL AK) + S BITF

; L (4.49)

Para continuar con el método de Dirac estricto, definimos los momentos (117, [T%7)

canénicamente conjugados a las variables dindmicas (A}, B )

e’ = ﬁ, mesr — 0& (4.50)
SAI §BL,

El siguiente paso para ver si una teoria es singular es mediante la matriz hessiana,
cuyas componentes vienen dadas por
62L 6L 6L

, , : 4.51
SOAN00,A) 3(0,BL)00 AT S@.BLy00. By P

las cuales son idénticamente igual a cero, porlo tanto, el rango de la matriz Hessiana
es cero. Esto significa que esperamos 10(N? — 1) restricciones primarias, las cuales

surgen de la definicién de los momentos (4.65)
¢OI . HOI ~ 0
¢H . Hi] o BO’L'I ~ 0
%1% =~ 0,

/AN b LV
T .HI NO,

(4.52)

Por definiciéon, el hamiltoniano canénico del sistema tiene la forma

H.= AT} + BNy + Bl1Y — L
I 0i 1 ij I (4'53)
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de este modo, teniendo en cuenta las restriciones primarias, el hamiltoniano primario

se define como
Hp=H.+ / PPx M) + Moy + No) + Ao?] (4.54)

donde A, M/

EL ML corresponden a los multiplicadores de Lagrange asociados a las

ir Nij
restriciones primarias (4.67). Para esta teorfa, el paréntesis fundamental de Poisson

esta dado por

{AL(2) I (y)} = 040" 6% (x, y),

I pvl 1 (BN 175V 3 (455)
{Baﬁ(x)vﬂ (y>} - 5 (60165 - 6ﬁ5a) 0 (xay)

Para calcular las condiciones de consistencia, definimos como W, la matriz de
10(N? — 1) x 10(N? — 1) cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre las res-

tricciones primarias (4.67)

—~
< S
~o ~O
2 =
S O S
e
—~
s
—

— 0,
J(y)} =0,
05 1
J

()} = §5ij51J53(w, y),

o o o o
—~
ASS

S
~~
8
S~—

—
-
~S
—
8
S~—
-
~Z
Yy
<
N—
—
|
uO

(4.56)

donde rango W = 6(N? — 1) y por lo tanto con nulidad igual a 4(N? — 1). De este
modo, usando los vectores nulos de W, las condiciones de consistencia dan lugar a

4(N? — 1) restricciones secundarias

@) ={¢), Hpy =~ 0 = o := DT} ~ 0,
7 =101 Hpy =0 = 4y =5 F; =0,
mientras que el rango de W nos permite fijar el valor de los siguientes multiplicadores

de Lagrange

i 0il ~ I _
O ={¢" Hp} =0 = X\ =0, (4.58)
il = {¢9 Hpy ~0 = N, =2D,;BY +2f 7K AJIK.
Debido a que la teoria no presenta restricciones terciarias, una vez con todas las res-
tricciones a la mano procederemos a separarlas en restricciones de primera y segunda

clase. Para esto, siguiendo el algoritmo de Dirac, debemos calcular el paréntesis de

o2



CHAPTER 4. MAXWELL Y YANG-MILLS COMO TEORI'AS BF
4.2. YANG-MILLS COMO UNA TEORIA BF

Poisson entre todas las restricciones, primarias y secundarias

@)W} = 0, {67 ()67} =0,

@), W) = 0 {676V ()} =0,

OF@.0" W) = 0, ("), 0" (w)) = L0078 ),
(@07} = 0. ("), 67 w)} =0,

W@ W) = 0 {670 ) = I ),
@) = 0 {8, W) =0, (4.59)
W@ WY = 0 @), 0 ) = DT

@)W = 0 {7 ()} =0

(@) )} = 5 (01870, + 015710, + FPN(SIAK — LK) 8 (ay),
(@), 0 W) = 0,

La matriz W’ de 14(N? — 1) x 14(N? — 1), cuyas componentes estdn dadas por los
paréntesis (4.75) tiene rango 6(N? — 1) y nulidad 8(N? — 1). Lo cual implica, segin
el algoritmo de Dirac estricto, que el sistema tiene 8( N? — 1) restricciones de primera

clase
=11} ~ 0,
’V}" =117 ~ 0,

'7 — D HZ[ + 2f JKBJ HOzK (460)
1 1
L= 5Ff + 5[D,-Hojf’ — D;11%1],

donde podemos observar como se generalizan las restriciones (4.19), para el caso de
grupos de norma no abelianos. Por otro lado, el rango de W’ nos permite determinar

las siguientes 6(N? — 1) restricciones de segunda clase

=117 ~ 0,

i i 0s (4'61)
x; =11} = B;" = 0.

No obstante, podemos observar que no todas las restriciones de primera clase (4.76)
son independientes, esto es debido a la siguiente relacion

) 1 . )
donde D; Y — 0 f1 5 FTI%"K = 0, debido a la identidad de Bianchi para el caso
no abeliano, n“* D, F} i = 0. Esto significa que debido a que se tiene una condicién

adicional sobre las restriciones, el niimero de restricciones de primera clase indepen-

dientes es [8—1](N?—1) = 7(N?—1). Finalmente podemos realizar el conteo de grados
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de libertad de la accién Sy[A, B] (4.47): tenemos 20(N? — 1) variables dindmicas en
el espacio fase, 7(N? — 1) restricciones de primera clase independientes y 6(N? — 1)
restricciones de segunda clase. Por lo tanto es sistema definido por Se[A, B] carece de
grados de libertad locales por punto del espacio-tiempo, es decir, corresponde a una
teoria topologica.

Analogamente al caso electromagnético, las acciones (4.46) y (4.47) corresponden
a teorfas topoldgicas. Sin embargo, su acoplamiento rompe la estructura topoldgica

dando lugar a grados de libertad, méas atin, resultando en la teoria de Yang-Mills.

4.2.2 Analisis hamiltoniano de Yang-Mills como una teoria
tipo BF

En esta seccion desarrollaremos el andlisis de Dirac estricto para la accién evaluada
en un algebra de Lie no abeliana (4.43), la cual corresponde a la teoria de Yang-Mills

expresada como una teoria BF. Haciendo la descomposicién 3+1 de (4.43), obtenemos

1 4 1 y o y 1 ..
S[A,B] = /M {53&30“ + —BLB" — BY"(A] — 9, Al + fI*AJAF) - iBwaig] d>xdt,

4
(4.63)
de donde podemos identificar la densidad lagrangiana
1 1 N N 1 .
L= 5By B" + 1 BB — BY(A] = 0,40 + fRATAL) — 5BV (4.64)

Para continuar con el andlisis hamiltoniano, es necesario definir los momentos

(I1*f, I1*PT) candénicamente conjugados a las variables (AL, B )

0L oo _ 0L

o = — = —. 4.65
0AL 5B£6 ( )
Por otro lado, las componentes de la matriz hessiana vienen dadas por
62L 62L 62L
, (4.66)

SALOAI §BL.6AT 6BIB]

las cuales son idénticamente igual a cero, por lo tanto el rango de la matriz hessiana

es cero. Esto significa que esperamos 10(N? — 1) restricciones primarias

P =TI = 0,
¢ =T + BYI (),
U = % (),
¢l = 191~ 0.

(4.67)
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Por definicion, el hamiltoniano candénico del sistema tiene la forma

M= A + BT — £
L I S R (4.68)
= —II"II; — -B;. B — AyD;,11"" + —B""' F..
2 i 47 0+"1 2 i
Teniendo en cuenta las restricciones primarias, el hamiltoniano primario viene dado

por

Hp=H,+ / & [N + Mo + N + AL (4.69)

donde A, AL )\fj son los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones

primarias (4.67). Para esta teorfa definimos los paréntesis de Poisson fundamentales

como
{AL(@), 11" (y)} = 00" 0° (2w — y),

1 uvJ 1 (3N ©Sv 1J g3 (470)
{Bas(@), 7 (y)} = 5 (9495 — 950%) 0"6°(x — ).

Dentro del marco del algoritmo de Dirac, necesitamos conocer la evolucion de las
restricciones primarias, estas relaciones dan lugar a las condiciones de consistencia.
Para esto, definimos como W, la matriz de 10(N? — 1) x 10(N? — 1), cuyas entradas

son los paréntesis de Poisson entre las restricciones primarias (4.67)

(@)W} = 0 (7). 67} =

@@, W) = 0 (@), 67 )} =0,

@6 W) = 0 (0P @), w) = 5l —y), (4T
W} = 0
W} = 0

{7 (@), 0" ()} = 0,  {¢""(2),6"" ()} =0,
{o" (@), 07 ()} = 0, {6"(x),0" (y)} =

analizando la matriz W, podemos observar que rango W = 6(N? — 1) y por lo tanto
su nulidad es 4(N? —1). Por lo tanto, usando los vectores nulos de W, las condiciones

de consistencia dan lugar a 4(N? — 1) restricciones secundarias

o ={¢" Hp} ~0 = o' = DI ~0,

G — {59 Hpy ~ 0 = ol = Bl pil x ), (4.72)

mientras que el rango de W nos permite fijar el valor de los siguientes multiplicadores

de Lagrange

¢07,I {¢02] H } ~0 = )\I — 0

5 . (4.73)
¢l = {o" Hp} =0 = X = QDJBM — 2R AT,
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Las demés condiciones de consistencia, no dan origen a mas restriciones, en vez de

eso, obtenemos el valor de los multiplicadores de Lagrange restantes [79],

mP — (WP Hpl ~0 = of, =0, M =DIm" — D, — fPKIEK AL
(4.74)

Una vez con todas las restricciones de la teoria a la mano, procederemos a sepa-
rarlas en restricciones de primera y segunda clase. Para esto, siguiendo el algoritmo
de Dirac, debemos calcular el paréntesis de Poisson entre todas las restricciones, pri-

marias y secundarias

(@@ W) = 0 1), 67} =0,

@) = 0 (), 6" )} =0,

@MW) = 0 {67 (), 0" W)} = 5010”5 ey,

W07 W) = 0 {6 ), 6V )} =0,

@@ W) = 0 @) = R (1.75)
@0 W) = 0 (9@ ) =0,

@@ W) = 0 @) = R =0,

@@ W) = 0 @) W) = )

W (@), 6" W} = 0. {"(@), 67 (W)} = (8,87, — 0,8))671 8% (2, y),
7@ W) = (016770~ 815710, + FIPE (LAY +61AK)) (),

La matriz W’ de 14(N2—1)x 14(N?—1), definida a través de los paréntesis entre todas
las restricciones, y cuyas componentes estdn dadas por (4.75), tiene rango 12(N? —1)
y nulidad 2(N? — 1). Lo cual implica, de acuerdo al método de Dirac estricto, que el
sistema tiene 2(N? — 1) restricciones de primera clase y 12(N? — 1) de segunda. Al
contraer los vectores nulos de matriz W' con las restricciones, podemos identificar las
restricciones de primera clase

01 _ 107 (),

I il LJK pJ[10iK  (IJK pJyTijK (4.76)
~' = DI + 2% B 1T + f BHJ ~ 0.

analogamente, el rango nos permite determinar las restricciones de segunda clase
Xi[ — H’L'I + BOH ~ O7
O = 1%~ ),
]I — sz] ~ 0’
¢z][ (B'le Fij[) ~ 0.

(4.77)

Finalmente podemos llevar a cabo el conteo de grados de libertad de la accion
(4.43): tenemos 20(N? — 1) variables canénicas en el espacio fase, 2(N? — 1) restric-

ciones de primera clase y 12(N? — 1) restricciones de segunda clase. Por lo tanto,
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el Lagrangiano de Yang-Mills expresado como una teoria BF tiene 2(N? — 1) grados
de libertad por punto del espacio-tiempo, los cuales corresponden a los grados de
libertad de la teorfa de Yang-Mills [30].

Debido a la naturaleza no abeliana del algebra de Lie SU(N), es necesario verificar
que las nuevas restriciones definidas en (4.76) y (4.77) forman un dlgebra cerrada, pues
de lo contrario tendriamos inconsistencias en el analisis hamiltoniano. El algebra entre

las restricciones de primera y segunda clase viene dada por

PP @),y = 0, {XT@),7 ()} = TN =0,
(@), X"}y = 0, {X"(@),4 ()} = XY =0,
(@), X" (y)y = 0, {MP@),4 (W)} = I =0,
@)XW = 0, {¢" (@), ()} = fHEE =0,
(7 (@), 6" ()} = 0,  {3¥(x),7 (y)} = M =0, (4.78)
(@A Yy = 0, X)X (y)} =0,
D@ W) = 0 (@ W) = 505, y)
XT@), x"(y)y = 0, {d™(x),¢"(y)} =0,
(@), (y)} = 0, {(X"(2),0"(y)} =0,
O @) XMWy = 0, XM(), 07 (y)} = —% (0;05" — 507") 071 8% (2, ),
(X (2), 07 ()} = (056770 — 6,070, + [P (G AL — 6iAT) 8° (2, y)

donde podemos apreciar que las restricciones forman un algebra cerrada. Mas atn,
las restricciones de primera clase (4.76) forman un algebra de Lie donde las cons-
tantes de estructura son funciones constantes. En algunas teorias invariantes bajo
difeomorfismos definidas en cuatro dimensiones, entre ellas Relatividad General y
Husain-Kuchar, esta caracteristica del algebra no se cumple, lo cual da lugar a prob-

lemas en el &mbito de la cuantizacién, incluso en el formalismo BRST [85].

4.2.3 Ecuaciones de movimiento y transformaciones de

norma

Una vez que ya se tienen todas las restriciones de primera y segunda clase que presenta
la teoria, esta informacion se usara para encontrar la evoluciéon dindmica del sistema
via las ecuaciones de movimiento de Hamilton, asi como de las transformaciones
de norma. Haciendo uso del hamiltoniano canénico (4.68), los multiplicadores de

Lagrange (4.73) y las restricciones de segunda clase (4.77), definimos a la accién
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extendida como,

SplAL, T, B, T NNl uly,uly, of] = / d'z(AIM + Bl ! — %H”H{
_l_iBinBz‘jI + AlDIT — %B{]Fé — 2D, BUII 4 9 pPEITIE AITIOK _ 9 p, [P ITimP

P ER AT = Ny = Myt — i = ugx ™ = ugx ' = o). (4.79)

de donde podemos identificar el hamiltoniano extendido,

Hp = H + XA + Mo, (4.80)
donde H’ es una funcién de primera clase, y estda dado por
L 1 ij i 1 ij 17705
H' = I + ZB{jB T AJDITT — §B{jFi§ — 2D; BV 4 2 fPRITIE AT
—2D,ImPTIImE o fPEITREE AlTimP, (4.81)

Realizando la variacién de la accion extendida con respecto a todas las variables
dindamicas, obtenemos las ecuaciones de movimiento que representan la evolucién
completa del sistema

5145’ . HOP — DlHlP 4 2fJKP (HIKHOJ 4 Fﬂ[ﬁnlmJ) ’
0P . AP P
5AP . TP — fIPKAéHlK + D;BE — ofKPI BUITIOIK _ o pIPKTEKIL _ o), (fKPIAéHilK)
4 fIPKIIE N o yilP
STI'P - AlP — 1P _ DyAD — o fKPTALTTO 4 ulP

53(1; 0P — PO \T luzp’

2
OBL - II'MP = oD IIomP 4 fPIKTIImENT _ %u{;
5HOZP . B(I):l’ — DiBilP - fPKIHlKAé 4 %u(lfb
SIImP . BP = opIm® — fPEIRK AL flIPNIRT 4 )P
oA 7 =0,
A AT =0,
duj = x} =0,
Sug; = Xoi = 0,
5“1'13‘ : ij =0,
svl s @l = 0. (4.82)

Estas ecuaciones son totalmente equivalentes a las ecuaciones de Euler-Lagrange, y al
igual que en el formalismo hamiltoniano, expresan a un conjunto de ecuaciones difer-

enciales de segundo orden (4.44), mediante un sistema de ecuaciones diferenciales de
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primer orden. La presencia de las funciones arbitrarias A’ y A}, las cuales correspon-
den a los multiplicadores de Lagrange asociados a las restriciones de primera clase
(4.76), surgen debido que las ecuaciones de movimiento (4.44) son invariantes bajo
ciertas transformaciones. Estas transformaciones, conocidas como de norma, son una
simetria de las soluciones a las ecuaciones de movimiento. Por lo tanto la funciones
arbitrarias A\, parametrizan las soluciones fisicamente equivalentes del sistema.

Con el propésito de conocer estas simetrias, las cuales dejan covariantes a las
ecuaciones de movimiento, usaremos el formalismo propuesto por Castellani [66]. Este
procedimiento se basa en la conjetura de Dirac [1], la cual nos dice que las restricciones
de primera clase son suficientes para derivar las transformaciones de norma. Definimos
el generador de las transformaciones de norma, mediante las restriciones de primera

clase, de la siguiente manera
G = / [Doegn™ + €'7'] &z, (4.83)
b

donde los pardmetros de norma €} y €/, corresponden a funciones infinitamente difer-
enciables, con soporte compacto, y estan definidas en el espacio dual de las distribu-
ciones. De esta manera, las tranformaciones de norma que dejan covariantes a las

ecuaciones de movimiento son

(5014(]]3 = D()E(])D,
50145) = —Di€P>
50H0P _ _fPKIE(IfHOI’
5OHiP _ fPIKHiK !
5BE = [P B
(50H0i _ fPIKEIHOiK7
P _ ¢PIJ_IpJ
5OBz‘j = [ Bz’jv

SolI9F = fPIK ATk, (4.84)
Si redefinimos los parametros de norma de manera adecuada, €} = ¢!, obtenemos

Al — Al — D,

B) — B, — f' ke’ BY, (4.85)
donde la primera relacién, corresponde a las transformaciones de norma usuales para
la teorfa de Yang-Mills [30, 80], mientras que la segunda describe la transformacion
del tensor de curvatura evaluado en un algebra de Lie compacta.

De esta manera, a nivel cdsico, la teoria BF (4.43) describe el campo de Yang-Mills.

Mas aun, si consideramos las restricciones de segunda clase (4.77) como igualdades
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fuertes, recuperamos los resultados estandar de la literatura [80]. Anélogamente al
caso abeliano, mediante el método de Senjanovic y bajo un esquema apropiado de
fijacién de la norma [62, 86|, es posible calcular su correspondiente accién cuantica
efectiva, la cual equivale a la accién cudntica para el campo de Yang-Mills [62, 79].

Para finalizar este capitulo, cabe mencionar, que existen en la liteatura modelos al-
ternativos para estudiar la teoria de Yang-Mills como una teoria de primer orden [62].
Sin embargo, estos resultados se enfocan mas en extrapolar el contenido topolégico
mediante la introduccién de observables no locales, como la presencia de monopolos
en el vacio. Un estudio sobre las relaciones entre esta clase de teorias BF puede
hallarse en [79].
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Chapter 5

Gravedad en tres dimensiones:
Analisis de Dirac y simetrias de norma

i Porque estudiar gravedad en tres dimensiones?. Cuando uno comienza a estudiar
mecanica cuantica, en la practica se hacen uso de modelos de juguete; estos ejemplos
no solo proveen de tutiles modelos para explicar la construccion canoénica del espacio
de estados cuanticos del sistema, si no que juegan un papel importante en el desarrollo
del entendimiento de la mecénica cuantica misma.

Respecto a la Relatividad General, el equivalente a un dtomo de hidrégeno para
una teoria cudntica de la gravedad estaria dado por un agujero negro. Explicar la
radiacion de Hawking, fenémeno que podria consisderarse como una de las observa-
ciones clave, posiblemente seria uno de los mayores pasos hacia una teoria cuantica de
la gravedad; de la misma forma en que la estabilidad y la discretizacion de los estados
de energia en el atomo fueron la piedra angular para el desarrollo de la mecanica
cuantica.

Actualmente, contamos con algunos modelos semiclésicos o perturbativos que de-
scriben la radiaciéon de Hawking como un efecto cuantico que ocurre en el horizonte
de sucesos, en un espacio-tiempo especifico. Con relaciéon a la mecénica cuéantica,
estos modelos son andlogos al modelo de Bohr para el atomo de hidrégeno, ya que
proporcionan una idea intuitiva en el entendimiento de algunas propiedades fisicas
del sistema, no obstante, estos ejemplos no estan basados en una teoria que podria
considerarse fundamental [67].

Sin embargo, este capitulo no es acerca del atomo de hidrégeno, si no acerca
del oscilador armoénico. Al igual que el oscilador armoénico en la mecanica cuéntica,
gravedad en tres dimensiones es un muy buen modelo para estudiar algunas de las
principales caracteristicas de gravedad cuantica. Esto se debe, a que la teoria com-
parte muchas de las propiedades tipicas de gravedad, las cuales no estan presentes en

otras teorfas de campo, como por ejemplo en la electrodindmica cuantica. Algunas
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de estas propiedades son por ejemplo, el hecho de que no existe una estructura de
fondo como el espacio de Minkowski, lo cual conduce a que no se hallen particulas
ni otras configuraciones de campos que sean 1tiles como punto de partida para una
teoria de perturbacion. Ma&s aun, si uno introduce artificialmente un fondo y describe
gravedad como una perturbacion alrededor de una métrica fija, la teoria cuantica re-
sultante no es renormalizable. Mientras que estas propiedades pueden ser relegadas a
meras dificultades técnicas, existe una razén mas profunda concerniente a la fijacion
de la norma. Los métodos covariantes aplicados a las teorias de norma requieren que
la teoria mantenga una simetria de Poincaré de manera explicita, no obstante, en
Relatividad General no existe una simetria de Poincaré global [11].

Por otro lado, Relatividad General en tres dimensiones poseé¢ un conjunto completo
de soluciones tanto a nivel clasico como cuéantico, logrando de esta manera, enfrentar
algunos de los principales problemas conceptuales que surgen en cuatro dimensiones.

A continuacién desarrollaremos un analisis de Dirac estricto para la teoria de
gravedad en tres dimensiones con constante cosmolédgica. Esta teoria, al igual que
Relatividad General en cuatro dimensiones, se caracteriza por tener como grupo de
norma a los difeomorfismos, sin embargo, carece de grados de libertad locales, es decir
la teoria es topoldgica. Este capitulo estd basado en [87], donde se lleva a cabo un

analisis del algebra de restricciones tanto a nivel continuo como discreto.

5.1 El formalismo de triadas y tétradas

Una tétrada (o triada en el caso de tres dimensiones) es un objeto que provee, de
manera alternativa, una forma de especificar geometrias de manera equivalente a la
métrica. Igualmente, el transporte paralelo, las derivadas covariantes y los tensores
de curvatura pueden ser formulados mediante una generalizacién de los simbolos de
Christoffel, algunas veces de manera mas conveniente, gracias a la notacién de las
tétradas en términos de uno formas diferenciables.

Definimos una tétrada en el espacio-tiempo como un conjunto de cuatro campos
vectoriales ef, donde I = 0,1, 2, 3, tal que provee en cada punto del espacio tangente

una base ortonormal
€€y = 11, (5.1)

siendo 77y la métrica de Minkowski. Podemos pensar al indice I, simplemente como
un indice que distingue campos vectoriales, sin embargo, podemos darle otra inter-
pretacion mas 1til si vemos a e} como un doble campo vectorial: un campo vectorial
en el espacio tangente al espacio-tiempo que toma valores en el espacio de Minkowski.
A este tipo de variedades con copias de espacios vectoriales adheridas a cada punto se

le conocen como haces vectoriales (para una definicién mas precisa, vease el Apéndice
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A). Los haces vectoriales son comunmente usados en la fisica de particulas elemen-
tales, donde el espacio interno corresponde a diferentes representaciones de los grupos
de norma de las interacciones fundamentales.

Usando la métrica de Minkowski, podemos contraer los indices internos de la

tétrada
IJ a

nerens = oy, (5.2)
donde ey 1= gpe€. Estas relaciones de ortogonalidad las hemos obtenido usando la
métrica del espacio-tiempo; sin embargo, es posible usar también la métrica interna

del espacio de Minkowski, es decir

€ = 1" € Gav- (5.3)

1

Estas relaciones muestran de hecho que e,

ab
g
pacios vectoriales, sea T),M el espacio tangente a una variedad M, y sea M), el espacio

es el inverso de ef, de la misma forma que

es el inverso de ¢,,. A eé se le llama comunmente co-tétrada. En términos de es-

interno de Minkowski en cada punto p. La tétrada proporciona una isometria e}(p) :
M, — T,M, con v’ — €4(p)v’ con mapeo inverso €l (p) : T,M — M,. Sin cambiar la
geometria, podemos reemplazar todos los indices del espacio tangente por indices in-
ternos y viceversa, mediante la contraccién con las tétradas y las co-tétradas: para un
campo tensorial T* " . definimos Thedm L =elt... eéﬁef’,ll e ef’,TnTal“'“Tglmbn.

La ecuacién (5.3), proporciona a la tétrada de una interpretaciéon adicional: ésta
contiene toda la informacién encontrada en la métrica, ya que ésta ultima puede
ser totalmente reconstruida mediante la tétrada. Por lo tanto, la tétrada puede ser
tomada como el ingrediente fundamental para describir la geometria, teniendo a la
métrica como un concepto derivado. No obstante, la tétrada tiene un niimero mayor
de componentes independientes; esta diferencia se esclarece debido a que podemos
aplicar una transformacién de Lorentz, e¢ — A/e%, sin cambiar la métrica g*® '.Es
decir, las transformaciones de Lorentz dotan a la tétrada de nuevos grados de libertad,
a los cuales llamaremos grados de libertad internos para distinguirlos de aquellos que

surgen de la geometria del espacio-tiempo.

1J
woo

valores en un algebra de Lorentz, la cual nos sirve para determinar derivadas sobre

Sobre el haz vectorial podemos definir una conexion w!”, es decir, una 1-forma con

las fibras

D' =9,0" + wijv‘]. (5.4)

LUsando la definicién de una tranformacién de Lorentz:

IJAN JA L_a b __ T KL _a b _ , KL _a b __ _ab
o AfAjeker = (A nA)" efel =n" Vefel = g*.
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Al igual que la conexién de Levi-Civita (o de Christoffel) I'(g), que es compatible con

la métrica, i.e. V,g,, = 0, requerimos que la conexién w!,, sea compatible con la
) nYvp ;

wdo
tétrada, i.e. Dyel = 0. A esta conexion se le conoce como la conexién de espin, y
tiene como propiedad que

w{u = el Vel (5.5)

Dada una conexién podemos definir su curvatura mediante
R = dw" + wh AW, (5.6)

si ahora hacemos uso la conexién de espin en términos de las tétradas (5.5), podemos

expresar a la curvatura como
Ri‘,f(w(e)) =ePe’7 R, 00 (e), (5.7)

donde R, (e) corresponde al tensor de Riemann construido mediante las tétradas
[67]. Esta relacién también conocida como la segunda ecuacion estructural de Cartan,
nos permite ver que Relatividad General es una teoria de norma cuyo grupo local
interno corresponde al grupo de Lorentz, siendo el tensor de Riemann el analogo al

tensor electromagnético de la conexion de espin.

5.2 Analisis de Dirac

En esta seccion llevaremos a cabo el analis de Dirac estricto de la formulacion a primer
orden de gravedad en tres dimensiones con constante cosmolégica. La accién para la
teorfa [50, 88, 11], estd dada por

S[e,A]:/ eI/\FI—i-éeUKeI/\eJ/\eK, (5.8)
M 3

donde FT[A] = dAT + ¢, A7 AN AK | es la curvatura asociada a la 1-forma de conexién
Al = Aldz®, evaluada en el dlgebra de Lie su(2), la cual define una derivada co-
variante actuando en el grupo interno. Por otro lado, e/ = eﬁdx” es una 1-forma
evaluada en su(2), la cual tiene propiedades de una triada, y A corresponde a la
constante cosmolégica. M, es una variedad de dimension tres tal que M =R x ¥,
siendo ¥ una superficie de Cauchy (la cual puede tomarse como compacta y sin fron-
tera) y R representa un parametro de evolucién. En el andlisis subsecuente, las letras
mayusculas denotaran las componentes en el espacio interno, entretanto las letras
griegas indices de espacio-tiempo, las cuales toman valores 0,1,2. El grupo interno
posee una métrica invariante bajo su(2), denotada por d;;, al igual que un elemento

de volumen dado por el tensor de Levi-Civita €7 5.
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Las ecuaciones de movimiento que surgen de la variacion de la accién estan dadas

por
De = 0,
F+Aene = 0, (5.9)

donde podemos observar, que las ecuaciones de Einstein en tres dimensiones, partic-
ularmente en el caso en que la constante cosmoldgica A es cero, implican un espacio-
tiempo localmente plano, es decir, no es posible encontrar ondas gravitacionales ni
fuerzas asociadas a las propiedades geométricas de la variedad. El espacio-tiempo
localmente luce como el espacio de Minkowski, (a menos que nos encontremos en la
vecindad de una singularidad) y por lo tanto las observables de cardcter local como
la curvatura no existen. Las soluciones no triviales a las ecuaciones de movimiento
surgen a partir de topologias no triviales, particularmente si el espacio no es simple-
mente conexo. Un ejemplo de esto, es el transporte paralelo de un vector a lo largo
de una curva cerrada no contraible; esta accién en general produce un vector rotado,
siendo el angulo de rotaciéon uno de los grados de libertad globales asociados a la
teorfa en tres dimensiones [11, 89].

Realizando la descomposicién 2 4 1 de la accién (5.8) tenemos que
Sle, Al = / U leor F; — 2ei Fy; + Aepyrefefel | (5.10)
R><E

donde % = €. De esta forma, la densidad lagrangiana viene dada por
L =" [eoqrFf — 2ei Fy; + Nepyrcege] el | (5.11)

Para continuar con el algoritmo de Dirac estricto, necesitamos definir los momen-
tos (p%, %), canénicamente conjugados a las variables dindmicas (eZ, A2)
oL oL
= —. (5.12)
JAA

El siguiente paso para ver si una teoria es singular, es mediante la matriz Hessiana

@
Pa= 3 ™
A 5€§’

- Q

y cuyas componentes estan dadas por
5L 5L 6L
SO AN DAL 30,2000, AT)  5(0,ed )0, B)

(5.13)

haciendo uso de (5.11), estos elementos son identicamente igual a cero, por lo tanto
el rango de la matriz hessiana es cero. Esto significa que esperamos 18 restricciones

primarias, las cuales surgen a nivel Lagrangiano debido a la definicién de los momentos

) = pi =0,
o4 = ph~0,
vy = my =0,
Y4 = T — 2n"e; = 0. (5.14)
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Por definicién y despreciando términos en la frontera, el hamiltoniano candénico

del sistema tiene la forma
H. = - / da’n” [—eor Ff — A" Kefel el | — Al Dy (5.15)

by
Teniendo en cuenta las restricciones primarias, construimos el hamiltoniano primario
Ho = Ho+ [ ds® (N6 + i+ ol + ol31] (5.16)

donde A\, M, pl v p! corresponden a los multiplicadores de Lagrange asociados a las
restricciones primarias (5.14). Para esta teorfa definimos los paréntesis de Poisson
fundamentales como
{ed(@®2), 07 (% )} = 84678 (x,y),
A2, 2), 70 )} = 8016w, y). (5.17)
Para determinar las condiciones de consistencia, definimos como W, a la matriz de
18 x 18 cuyas entradas vienen dadas por los paréntesis de Poisson entre las restriciones

primarias (5.14)

{oa(@). or(w)} = 0. {¢a(2),¢1(y)} =0

{oh(@), 01w} = 0, {¢a(x),¢1(n)} =0,

{h(@),viw)}y = 0. {dh(@) ¥i(y)} =0,

{oa@) i)} = 0, {dh(@).v1(y)} = —2n"dar0(2,y),
{Wa@).e1)}t = 0. {¥a(@).ér(y)} =0 (5.18)
{va), 1)} = 0, {¥i(),¢1(y)} = —2n"dard(2,y),

{Wa@) vi} = 0, {va(@). ¢y} =0,

{Wa@) viw}t = 0, {¥a(2),¥i(y)} =0,

donde podemos observar que el rangoW = 12, y por lo tanto W tiene nulidad 6.
De esta manera, usando los vectores nulos de W, las condiciones de consistencia dan

lugar a 6 restricciones secundarias
% = {¢% Hpy=0 = D*:i=n?F4+ Ap®etyoelel =0,
Uy = {YY Hpy =0 = Ga:=D,%=~0, (5.19)

mientras que el rango de W nos permite fijar el valor de los siguientes multiplicadores

de Lagrange

g'baA = {QS(;D HP} ~ 0 = PaA = _AGABCB(?GCCL’,

. 1
vh o= {Uh Hp R0 = N§ = —Daej + 260 A€l — S0 Ay Tac (5.20)
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Debido a que la teoria no presenta restricciones terciarias [87], una vez con todas
las restricciones a la mano procederemos a separarlas en restricciones de primera y
segunda clase. Para esto, siguiendo el algoritmo de Dirac estricto, debemos calcular
el paréntesis de Poisson entre todas las restricciones, primarias (5.14) y secundarias
(5.19)

{oh(x),Gr(y)} = 0,  {¢%(2),Gr(y)} =0

{6%(x), D" (y)} = 0,  {¢%(x), D'(y)} = 2A9"6),

{a(2), Gi(v)} = 0,  {¥4(2),Gr(y)} = e i (y)d(z,y)

{v%(2), D' (y)} = 0,  {¥i(x), D (y)} = 20" [640:(y) + s AF ()] 0(x, ),
{D%x),D'(y)} = 0,  {Ga(x),D'(y)} = e D =0

{Ga(z),Gr(y)} = €4, G =0. (5.21)

La matriz W’ de 24 x 24, cuyas componentes estan dadas por los paréntesis (5.18)
y (5.21), tiene rango 18 y nulidad 6. Al contraer los vectores nulos de la matriz W’

con las restricciones, podemos identificar las restricciones de primera clase

oa = P

W=

GA = Daﬂ-?q + 6ABcefpaC7

D = nFh — An®etyoelel + AepCelnl, + D, pt (5.22)

andlogamente, el rango nos permite identificar las restricciones de segunda clase

% = ph
vy = W“A—n“bef. (5.23)

Una vez separadas las restricciones de primera y segunda clase, podemos llevar a
cabo el conteo de grados de libertad de la teoria dada por la accién (5.8): tenemos 18
variables canodnicas en el espacio fase, 12 restriciones de primera clase independientes
y 12 restricciones de segunda clase. Por lo tanto, gravedad en tres dimensiones con
constante cosmolodgica carece de grados de libertad locales por punto del espacio
tiempo, es decir, corresponde a una teoria topologica.

Para continuar con el formalismo de Dirac estricto, es necesario verificar que las
nuevas restricciones definidas en (5.22) y (5.23) forman un dlgebra cerrada. De esta

manera, el algebra entre las restricciones de primera y segunda clase, definida en el
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espacio fase completo, viene dada por

{h(@). drw)} = 0, {du(2), ¢1(y)} =0,

{oh(@). 1)} = 0, {dh(@)¥i(y)} =0,

{da@). i)} = 0, {4().¥i(y)} = —2"0ard(z,y),
{oh(@) i)} = 0, {g4(x),Gr(y)} = e/ O,
{oh(2),Gr(y)} = 0, {d4(x), D'(y)} =0,
{$h(2), D' ()} = 0,  {¥al2),4i(y)} =0,

(i), vi(y)}y = 0, {¥i(x),Gr(y)} = ea " Vi,
{va(@),viy)} = 0. {Ui(2), D'(y)} = ea'kc P
{¥a(@),Gi(y)} = 0, {Ga(2),G1(y)} = €ea/ Go,
{¥a(@),D'(y)} = 0,  {Ga(x),D'(y)} = escD",
{D%(),D'(y)} = 0, (5.24)

de donde podemos apreciar que las restriciones forman un algebra cerrada. Observa-
mos también, que a diferencia de Relatividad General en cuatro dimeniones y la teoria
de Husain-Kuchar, las relaciones (5.24) forman efectivamente un algebra de Lie, ya
que sus constantes de estructura corresponden a funciones constantes. Esta propiedad
del dlgebra hace que gravedad en tres dimensiones sea completamente resoluble tanto

a nivel clasico como a nivel cudntico [88].

5.3 Transformaciones de norma

Una vez que ya se tienen todas las restricciones de primera y segunda clase que
presenta la teoria, esta informacion se usara para encontrar las transformaciones de
norma, asi como la evolucién dinamica del sistema. Haciendo uso del hamiltoniano
candnico (5.15), los multiplicadores de Lagrange (5.20) y las restriciones de segunda

clase (5.23), obtenemos la accién extendida, la cual viene dada por
Seled i A mS NN g% = [l + Admg - B = Xlos - o
— 2G4 — 4D d (5.25)
donde H' esta formado por una combinacién lineal de resricciones de primera clase
H = —A}G4 — egaD? (5.26)

siendo A2 | p4 | 44, €4 los multiplicadores de Lagrange asociados a las restriciones
de primera (5.22) y segunda clase (5.23). De la expresiéon dada por la accién exten-

dida (5.25), obtenemos que el hamiltoniano extendido, el cual es el generador de la
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evolucion dinamica del sistema y es una funcién de primera clase, esta dado por
Hy = H = Xg¢% — potoa — v Ga — EaD™. (5.27)

Debido a que la dindmica de la teoria viene dada por una funciéon que depende
exclusivamente de las restriciones de primera clase (5.22), se dice que el sistema es
totalmente restringido. Es decir, la evolucién es generada por las tansformaciones de
norma. Con el propdésito de conocer esta simetria de norma, usaremos el formalismo
propuesto por Castellani [66].

Definimos el generador de las transformaciones de norma a partir de las restric-

ciones de primera clase, de la siguiente manera

G = / [Docdld% + Dongib} + G a + naD?] dPx, (5.28)
X

donde los parametros €', 2, (§' v (4, corresponden a funciones infinitamente diferen-
ciables , con soporte compacto y estan definidos en el espacio dual a las distribuciones.
De esta manera, las transformaciones de norma de la teoria, aplicadas a todas las va-

riables del espacio fase son

60664 = Dosp,

Soed = €A eled — D,

60AY = Dong,

SAY = —D,e 4+ Aetlel. (5.29)

De donde podemos observar, que las transformaciones de norma generadas por la
subdlgebra formada por las restricciones de Gauss G4 y por Fja, corresponden a las
transformaciones generadas por el dlgebra de Poincare 150(2, 1) [88]. Sin embargo, a
nivel Lagrangiano la accién (5.8) es invariante bajo difeomorfismos [11]. El formalismo
de Dirac estricto nos permite recuperar esta simetria a nivel hamiltoniano, mediante
la redefinicién de los pardmetros de norma: —el = ef = —v* Al —nl =nl = —vel.

Tomando en consideracion lo anterior, las transformaciones de norma toman la forma

et — et Lot 4 (v x De)é )

«

AL AN L AN f - (F+AeAe)?, (5.30)

«

donde los productos punto y cruz, son los usuales y actian en los indices de espacio-
tiempo. Los términos que acompanan a los difeomorfismos, corresponden a las ecua-
ciones de movimiento de la teorfa (5.9). Debemos senalar, que las transformaciones
(5.30) son validas siempre y cuando se cumplan las ecuaciones de movimiento (on-

shell), a diferencia de las teorfas de norma usuales (Maxwell, Yang-Mills) donde el
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término que acompana a la transformacion de norma siempre es cero. Esta discrep-
ancia con las teorias de norma, de hecho es esperada; en las teorias de campo usuales,
las ecuaciones de movimiento son exactamente invariantes bajo transformaciones de
norma, mientras que las ecuaciones de Einstein, transforman médulo una combinacion
de las mismas ecuaciones de movimiento [90]. Por lo tanto resulta natural esperar

una transformacion de norma que proporcione una invariancia on-shell.
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Chapter 6

Conclusiones

En estas notas hemos aplicado de manera consistente el algoritmo de Dirac-Bergmann
a diversas teorias de norma, poniendo particular énfasis al caso de teorias invariantes
bajo difeomorfismos. Una formulacién hamiltoniana completa significa llevar a cabo
todos los pasos en el algoritmo de Dirac: (i) se definen los momentos canénicos para
todas las variables dando lugar a las restricciones primarias, (ii) se halla el hamilto-
niano, (iii) se considera la evolucién temporal de las restricciones hasta que (iv) el
algebra de Dirac forme un dlgebra cerrada (al menos on-shell), (v) las restricciones
son clasificadas como restricciones de primera y segunda clase, (vi) se construye el
paréntesis de Dirac o se resuleven las restricciones de segunda clase (via reduccion
hamiltoniana), (vii) de acuerdo con la conjetura de Dirac, se construye el generador
de las transformaciones de norma mediante las restricciones de primera clase, (viii) se
derivan las transformaciones de norma para todos los campos de manera consistente.
El formalismo de Dirac-Bergmann no solo nos permite estudiar la dinamica y las
simetrias de una teoria, las cuales pudieran pasar inadvertidas usando otros formalis-
mos, si no que al mismo tiempo nos restringe de encontrar propiedades atribuidas a
una teoria, las cuales pudieran no existir. En particular, nos referimos a la invariancia

de norma, la cual debe ser derivable de las restricciones de la teoria sin ambigiiedades.
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Appendix A

Elementos de geometria diferencial

A.1 La derivada de Lie

Dado un campo vectorial v en una variedad M, es posible derivar campos tensoriales
a lo largo de la direccon de v. A diferencia de la derivada covariante, la definicion de
la derivada de Lie no requiere ninguna estructura extra, tal como una conexién o una
métrica. Para un escalar f, la derivada de Lie es equivalente a la acciéon de un campo
vectorial como una derivacién: L, f = vf = v*0,f. Una vez que hayamos definido la
derivada de Lie para un campo vectorial, en la direccién de otro campo vectorial, la
definicién puede ser extendida a cualquier campo tensorial usando la regla de Leibniz.

El conmutador de dos campos vectoriales, L,w = [v,w] con [v,w]" = v*Ppw® —
wbdyv?, satisface los requerimientos para ser una derivacién, y por lo tanto puede
ser usado como una definicién adecuada de la derivada de Lie: £ (fw®) = fL,w* +
(vf)w®, para una funcién f. Para obtener la derivada de Lie de 1-formas, digamos
wg, usamos la regla de Leibniz y la naturaleza escalar de w,w®, siendo w®, un campo

vectorial arbitrario. De esta manera
(Lopwa) W 4wy [, W] = (Lowa) W + wWev"Opw® — waw’dpv?,

por otro lado

L, (waw?) =00, (wbwb) = 0% (Qgwp) W’ + wWyv®d,u?,

por lo tanto
Lowa = 020y, + wpO,0°, (A1)

ya que w® es un campo vectorial arbitrario. Sin embargo, el concepto de derivada de
Lie surge de una manera mas general cuando es aplicado a campos tensoriales. Sea v®
un campo vectorial, a lo largo del cual la derivada sera definida, y consideremos una

familia uniparamétrica de difeomorfismos (I)l(tv) : M — M, la cual es definida mediante
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integracién. Este mapeo satisface ®{” o ®{") = ") asimismo ®{” es la identidad y

dq)ﬁ”) /dt |,, en cada punto p € M, es igual al campo vectorial v evaluado en el punto
p, es decir, v (p). Donde la derivada se interpreta como la accién del campo vectorial
sobre alguna funcion f
dwf 4 (o ()
= dt

La familia uniparamétrica de difeomorfismos puede hallarse integrando un sistema de

|t=0- (A.2)

ecuaciones diferenciales de primer orden, usando un sistema coordenado. El mapeo
®, define una imagen reciproca (o pull-back) sobre funciones y tensores covariantes,
mientras que define un jacobiano (o push-forward) en tensores cotravariantes [38].
La imagen reciproca sobre funciones se define simplemente por ®;f (p) = f (P; (p)).
Sobre campos vectoriales w, el jacobiano ®;,w, se define como la accion de los difeo-
morfismos sobre las curvas integrales generadas por el campo vectorial w, y después
obtener el campo vectorial generado por las curvas integrales nuevas. La imagen
reciproca de un vector contravariante w,, se definde como (®jw,) w* = wy (Ppw?),
para cualquier vector w?. *

Usando el jacobiano con ®,, o la imagen reciproca con ®;' = ®_,, la familia
uniparamétrica de difeomorfismos puede usarse para definir, de manera general, la
derivada de Lie a lo largo de un campo vectorial v, cuyas curvas integrales esten dadas
por ®;. Sea T un tensor arbitrario, ®; define un mapeo, el cual serd denotado por
®, T, tal que
Ao\ T

dt ’
proporciona las identidades de la derivada de Lie para escalares y campos vectoriales,

L,T = (A.3)

las cuales fueron mencionadas anteriormente.

A.2 Tensores con densidad

Para una métrical espacial hyp, su determinante es una funcién pero no un escalar,
esto se debe a que su valor cambia bajo una transformacion de coordenadas. Sin
embargo, la combinacién vdet hd®z es un tensor, mientras que vdeth no lo es.
De esta manera, podemos introducir un nuevo tipo de objetos covariantes, llamados
tensores con densidad, los cuales pueden ser entendidos como tensores multiplicados

por alguna potencia del determinante de la métrica. Esta definicion es independiente

'La diferencia entre la imagen reciproca y el jacobiano, es mas clara si uno considera mapeos mas
generales de una variedad M a una variedad N. De esta manera, el jacobiano de un tensor contravariante
en M, es un tensor del mismo tipo en N, mientras que la imagen reciproca de un tensor en N es un
tensor del mismo tipo en M. A menos que el mapeo considerado de M a N sea invertible, no es posible

mapear un tensor covariante de M a N, ni uno contravariante de N a M.
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de la dimensién y de la signatura de alguna variedad Riemanniana, es decir, pueden
ser objetos definidos en el espacio o en el espacio-tiempo, o incluso en una variedad
de dimensién arbitraria con cualquier signatura.

Un tensor con densidad Wal’m’akbh---,bz’ de peso n € R, es un objeto definido en una
variedad diferenciable, cuya transformacién bajo un cambio de coordenadas = — 2/%

esta dada por

¢ 1a; 1a; b1 b

ral...a}
s = |det | —— . . )
bl ..b) | or'c b1...by Ora Ozar ' o,

En particular, un tensor con densidad de peso cero es un tensor, y /| det g| es un
escalar con densidad de peso uno. Podemos observar, que el peso de un densidad es
una propiedad aditiva bajo la multiplicacién tensorial. Cualquier tensor con densidad
de peso n, puede ser transformado a un tensor, simplemente multiplicandolo por
| det g| /2. Un ejemplo de un tensor con densidad, son los objetos €%+ definidos

LD — 1 en cualquier

de tal forma que son antisimétricos en todos los indices y €
sistema de coordenadas. Uno puede observar que €*“P es una densidad tensorial
de peso 1, mientras que €,,. 4,, €s una densidad tensorial de peso —1. En particular,
€ay..ap 1O puede obtenerse bajando lo indices de €***P, ya que esta operacién no
cambia el peso de los tensores.

Los tensores con densidad €***P y €,, ,,, toman los mismos valores constantes
en cualquier sistema de coordenadas, de esta manera, es rasonable que sus derivadas
covariantes sean cero V,€,,. 4, = 0 = V€™ esto implica que V,detg = 0, ya
que el tensor métrico es covariantemente constante.

ai,...,0k

Sea by....n,» una densidad tensorial de peso n, |det g| T2t

b p €S un
1,--+501
tensor con densidad de peso cero, es decir un tensor, por lo tanto su derivada covari-

ante esta dada por

a1,...,Qk _ n/2 —n/2,_a1,...,ak
\ biynby |det g|"' "V, (| det g| T b1,...,bl)
_ at,...,ak ay . €az,...,a ap . a1,---,0—1C
= Oy bi,..bp + Lgem bi,..,br SARER ol bi,...br
c ai,...,ak c al,...,ak b __ai,...,ar
=Ly, eho, by e T Fabl” bi,ebi_1c nl'p,m bi,eby?

donde el tiltimo término surge de la derivada parcial 9, log det g = 2I'% . Las derivadas
de Lie de €**P y de €,, 4, son cero, no obstante, la derivada de Lie de la métrica

en general no es cero, de tal manera que

L,det g = 2det gV, 07, (A.5)

al,...,af

por lo tanto, la derivada de Lie de un tensor con densidad de peso n, 7 b,y €S

Evﬁah...,akbhm’bl _ |detg|"/2ﬁv (| detg|—n/27ra1,...,akbl7m7bl) + 7”L7Ta1,...,akb1w.7blvava7 (AG)
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donde en el lado derecho, la derivada de Lie actia sobre un tensor sin peso.

Las densidades tensoriales surgen de manera natural en formlaciones candnicas
de teorias de campo, donde la métrica del espacio-tiempo es considerada como uno
de los campos fisicos. En los términos de la forma [ d*z¢p,, que aparecen en la
transformada de Legendre, uno no puede insertar la raiz cuadrada del determinante
de la métrica como un factor en la medida, ya que ¢ y p,, no serfan variables candnicas.
Los tensores con densidades, que surgen como momentos canénicos, tienen influencia
en la aparicion de la restriccién que da origen a los difeomorfismos, ya que genera
derivadas de Lie, cuyas expresiones dependen de su peso. Es decir, las variables
canodnicas transforman de una manera diferente ya que una de ellas siempre es un

tensor con densidad.

A.3 Haces fibrados

En algunas formulaciones de Relatividad General a primer orden, el campo funda-
mental no es el tensor métrico, sino las conexiones y las tétradas (en el espacio-
tiempo) o triadas (en el espacio). Tales formulaciones estan relacionadas con aspectos
geométricos que no necesariamente surgen de una formulacion métrica.

Muchas teorias de campo son descritas por objetos dependientes del espacio-
tiempo, los cuales toman valores en un espacio vectorial V. La estructura matematica
detras de esta nocion es la de un haz vectorial, el cual puede ser entendido como una
variedad base M (tal como el espacio-tiempo), con copias de un espacio vectorial V,
adherido a cada punto x € M. De esta manera, surge una generalizacion del espacio
tangente con un espacio interno V., llamadas fibras del haz vectorial, las cuales no
estan asociadas a ninguna direccion en el espacio base. Tal y como sucede en el haz
tangente, un haz vectorial normalmente no es trivial, i.e., no es de la forma v x M.
Un campo fisico es entonces una seccién del haz vectorial, el cual asigna a cada punto
x € M un vector v4 € V,. Ejemplos de este tipo de teorfas son las teorfas de norma,
cuyas fibras son representaciones de los grupos de norma, y gravedad, la cual puede
ser formulada con campos tensoriales en un espacio tangente o con n-adas en un
espacio vectorial interno.

Un haz fibrado (B, M, ) sobre M con fibra F'| es una variedad diferenciable B,
con un mapeo sobreyectivo m : B — M, con una pre-imagen 7! (z) ~ F para todo
x € M. Tal que la fibra es localmente trivial: para una cubierta abierta M = J, U,
de la variedad base M, 7= (Uy) ~ U, x F', para todo \. Existe entonces una familia de
difeomorfismos f tal que cada p € 7! (Uy) puede ser identificado con (7 (p), fx (p)).
Si restringimos este mapeo a 7 !(z), tenemos una identificacién fy|, : 771 (x) = F),

de todas las fibras con la fibra general F'. Sin embargo, esta identificacién depende
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de la vecindad usada, entonces diferentes vecindades superpuestas pueden dar lugar
a diferentes identificaciones [103, 104].

Teniendo en cuenta esto, consideremos funciones de transicién gy,(z) := fi| o
(ful)™" : F — F, definida para toda = € Uy N U,. Estos mapeos muestran como
la identificacién de puntos en una fibra cambia cuando usamos una trivializacién
local distinta. Las funciones de transicién son invertibles, con g)ful = gu\, Y cuya
composicién esta dada por gy, © g = grn. En la mayoria de los casos, uno esta
interesado en G-haces, es decir, haces fibrados cuyas funciones de transiciéon toman
valores en la representacién de algin grupo, el cual actie sobre las fibras F'.

Un haz principal (P,G, M,7) es un G-haz (P, M, g) con fibras F = G, donde G
actia sobre si mismo mediante la traslacién por la izquierda L, : G — G, h +— g - h.
Una importante propiedad de los haces principales es que tiene, de manera natural,
una accién por la derecha del grupo G sobre P, definida por Rgp = f,\|;(1p)( f). En
esta definicién, las vecindades proveen de una trivializacion local, pero la accion por

la derecha de G es independeinte de la eleccién. De hecho

Az - 9= (93:(7(0) fulr) -+ 9 = Frlaw) ©n |7'_r(1p) (fulzw - 9) -

lo cual prueba que R, es independiente de la trivializacién. La accién derecha permite
identificar campos vectoriales verticales invariantes por la izquierda, es decir, campos
vectoriales v* € P tales que m,v® = 0, con el algebra de Lie del grupo estructural.
Para cada X € LG, donde LG denota el algebra de Lie del grupo G, existe un campo
vectorial vertical X en P para el cual X l, = dRexpx)p/dt. Fisicamente, la accion
derecha del grupo de estructura sobre una haz fibrado codifica las transformaciones

de norma, donde los campos de norma estan dados por las conexiones.

A.4 Conexiones

Para definir derivadas en un haz vectorial, es necesario comparar vectores en diferentes
puntos. En el espacio tangente, esto se logra introduciendo una I-forma de conexion
I'B, es decir, un objeto el cual t*T'Z, al ser evaluado en un punto z, da un mapeo
lineal vB + t*T'B v en un espacio vectorial V,, para cada vector t* tangente a M.

Para una curva en M, nos permite definir

ovP = T8 %t (A.7)

c

como un desplazamiento infinitesimal del vector v* en el punto z, a lo largo de la

curva cuyo vector tangente es t* en x. Si el espacio vectorial V,, es una representacion
de algtin grupo de Lie, los valores v°I'Z,  estdn restringidos al dlgebra de Lie del

grupo. En este caso, los componentes de la conexién se escriben como I, donde
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s, =r1° (Ti)g, siendo 7; los generadores del algebra de Lie. En la teoria de las
interacciones débiles, el grupo de estructura es SU(2), cuyos generadores son las
matrices de Pauli; las componentes de la conexion corresponden a los campos de
norma I con i = 1,2, 3, los cuales estdn dados por los bosones vectoriales Z y W*.

Integrando los desplazamientos infinitesimales (A.7), a lo largo de la curva obten-
emos una expresion en el grupo de Lie, la cual corresponde al transporte paralelo u
holonomia de un espacio vectorial a otro. Usando la 1-forma de conexion en término
de los generadores, la integracion de la ecuacion de transporte infinitesimal esta dada
por

h. (T) = Pexp < / t“PQﬂdA) : (A.8)

e

donde e(\) es la curva con vector tangente t*. Esta expresién representa una solucién
a la ecuacion de transporte paralelo
dh, (T)
dA
Debido a que los campos vectoriales en una teoria de norma son secciones de una haz

=T Th, (T). (A.9)

fibrado, en lugar de trabajar con secciones, es posible introducir una conexiéon como
derivada covariante en el haz completo P. La conexion esta definida a través de una 1-
forma 6 en P, la cual toma valores en el algebra de Lie del grupo de estructura, tal que
R;0 = Ad 410, para todo g € G'y 0(X) = X, para todo X € LG. Estas propiedades
demuestran que una conexion generalizan la nocion de la forma de Maurer-Cartan de
un grupo de Lie G’ a un haz principal con grupo de estructura G [38, 103, 104].

Con la conexion 0, podemos definir uns espacio horizontal H C TP, como el
espacio nulo de 6 : §(H) = 0. El espacio nulo no puede tener una componente vertical
debido a la transitividad de la accién por la derecha de G en P. Con la nocién
de la horizontabilidad, podemos levantar vectores tangentes v € T'M, a vectores
horizontales © € TP, tales que 6(v) = 0 y w0 = v. De esta manera el transporte
paralelo se define como el mapeo de 7 !(e(0)) a 7 !(e(1)) mediante el levantamiento

de la curva e para todos los puntos de la fibra.

A.5 n-adas (n-beins)

Sobre un haz vectorial existen dos clases de vectores y de campos tensoriales, aquellos
que toman valores en la fibra, por ejemplo un grupo de norma, y los que toman valores
en el espacio tangente de la variedad base. Para relacionar estas dos clases de objetos
es necesario introducir una estructura adicional, la cual comunmente, se hace en el
contexto de las fibras equipadas con una métrica n4pg.

Una n-ada (o n-bein) e%, A =1,...,n, en una variedad Riemanniana de dimensién

n (en cuatro dimensiones corresponde a una tétrada, en tres dimensiones a una triada,
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en dos dimensiones a una diada), es una base ortonormal de campos vectoriales, tales
que e4ep, = Nap. Donde el indice A enumera los campos vectoriales independientes
en la base ortonormal de T'M. De la misma manera, el objeto e es una seccién del
haz fibrado, el cual es el producto tensorial del haz tangente y otro haz vectorial sobre
M. El simbolo 145, en la condicién de normalizacion de las n-adas, corresponde a la
métrica de la fibras.

Podemos contraer las tétradas usando los fndices internos, nfe%ep, = 52, de esta

manera

AB _a b AB _a a a b
M €A€BEC =1 €EANBC = € = 536(17

puesto que €%, es una matriz invertible ya que es parte de una base ortonormal.
La matriz inversa de €9, difiere solo por la posicién de los indices y estd dada por
et = nBelg,,. Por lo tanto, usando las n-adas es posible reemplazar la métrica del
espacio-tiempo, convirtiendola en un concepto derivado.

De este modo, estamos tratando con un haz vectorial sobre el espacio-tiempo
M, equipado con dos espacios vectoriales normados adheridos a cada punto x € M.
Tenemos el espacio tangente T, M con la métrica g., pero también copias V, del
espacio vectorial interno con una métrica constante n4p5. (Desde el punto de vista
de las transformaciones en el espacio-tiempo, esta métrica es un escalar) Una n-
ada proporciona un conjunto de isometrias entre los espacios T, M y V.M, donde
e4(x) 1 Vp = TuM, v +— e4v?, y de la misma manera, el mapeo inverso estd dado
por eA(z) : T,M — V. Desde un punto de vista prictico, las n-adas son usadas para
reemplazar los indices de espacio-tiempo por indices internos y viceversa .

Aligual que la métrica define una conexion compatible en el haz tangente, llamada
conexién de Christoffel, una n-ada también define una conexién compatible [67, 105].
Las 1-formas de conexion pueden ser calculadas mediante w,ap = eZVGeBb, donde
V. es el operador de derivacion compatible con la métrica definida por la tétrada.
Usando las 1-formas de conexion wgap, podemos definir una derivada covariante y
un transporte paralelo para campos tensoriales con indices internos, D,v4 = V04 +
witpvB.  Si aplicamos la derivada covariante a la métrica interna n4p, la cual es

constante, tenemos que

DanAB == VanAB - wc?AnCB - wanAC = —WgBA — WgAB = 0. <A10>

Por lo tanto, la 1-forma de conexién debe ser antisimétrica en los indices internos, lo
cual estd de acuerdo con el hecho que t%w?' 5, en la teorfa general de conexiones, debe
tomar valores en el dlgebra de Lie del grupo que preserva n4p (por ejemplo, el grupo
de Lorentz, si el espacio interno corresponde al espacio de Minkowski). En términos
de la base del dlgebra de Lie, T}, definimos los coeficientes de la conexién de espin w,

; A i A
mediante w/' 5 = wYy (1) 5.
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Cualquier n-ada determina una tunica conexién de espin, la cual es covariante-
mente constante D,ef = 0. Escribiendo la derivada covariante en términos de las
componentes de la conexién, observamos que 9,eZ —T'¢,eB +T'B,eft = 0, siendo ', la
conexién de Christoffel, por lo tanto I'Z, = —¢b, (0,6 — T'¢,e). Usando la expresién

de la conexion de Christoffel en términos de la métrica, podemos escribir
el = ehecrlsy, — ehoserr = 2 (Opeqr) e%] + efel[’Ee%]abef, (A.11)

donde hemos expresado a la conexién puramente en términos de la n-adas.

A.6 Geometria de Poisson

A diferencia de la geometria del espacio-tiempo, la cual estd determinada por un
tensor métrico, el cual es un tensor de segundo rango y simétrico; la geometria del
espacio fase esta determinado por un tensor de segundo rango, antisimétrico conocido

como el tensor de Poisson P¥. El cual debe satisface la identidad de Jacobi
PHig Pl = 0. (A.12)

Este tensor proporciona un paréntesis de Poisson {f, g} := P%(9;f)(9,g), a cualquier
par de funciones del espacio fase f, g. Un tensor de Poisson, también provee de un
campo vectorial Hamiltoniano generado por una funcién del espacio fase, digamos H:
el cual estd dado por P (9, H)0; en una base coordenada, o de manera mas general
por PidH, donde P* : T*M — TM, es un mapeo el cual levanta los indices del
espacio cotangente usando el tensor de Poisson. Si P¥ es invertible, el espacio fase
es una variedad simpléctica con una forma simpléctica §2;; = (Pij)fl, la cual, usando

la identidad de Jacobi, es una 2-forma cerrada [36, 26].

A.6.1 Estructura local de las variedades de Poisson

Una variedad de Poisson puede consruirse mediante hojas simplécticas, las cuales
proveen de una foliaciéon (posiblemente singular) de la variedad. Las hojas
simplécticas estan definidas como las superficies integrales de la distribucién
P (T:M) C T,M, las cuales son inntegrables debido a la identidad de Jacobi. El
espacio co-normal a la foliacién, es decir, el espacio nulo del mapeo P, esta dado por
las funciones de Casimir C’, tales que P* (dC’I ) = (PU 0;,C1 ) 0; = 0. Si uno factoriza
las direcciones co-normales, es decir remueve el espacio nulo del tensor de Poisson, se
induce en la variedad una estructura simpléctica [49].

Localmente siempre es posible elegir un sistema de coordenadas llamado coorde-

nadas de Casimir-Darbouz (z*, C'), con las cuales el tensor de Poisson toma la forma
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(PY) = (Haﬁ O) : (A.13)

0 0
donde
0 1
-1 0 0
(I1°%) :
0 0 0 1
0 -1 0

es el tensor de Poisson estandar en una variedad simpléctica. En general, una forma
simpléctica (2,3, definida en una hoja de la variedad de Poisson, no puede ser exten-

dida a toda la variedad. Si esto es posible, entonces tenemos la siguiente definicién

[41]

Definicién A.6.1 Una forma presimpléctica compatible con una variedad de Poisson
(M, P), es una 2-forma cerrada Q en M, tal que zzfl = Qp, para todas las hojas L
de la foliacion. Donde 1y, : L — M es el encajamiento de la hoja L en M, y £y, es la

estructura simpléctica de la hoja inducida por P.

A.6.2 Restriciones

La geometria de Poisson juega un papel muy importante en el anélisis Hamiltoniano
de los sistemas con restricciones. Si comenzamos con una variedad simpléctica, y
luego imponemos las restricciones para obtener una subvariedad, la imagen reciproca
de la forma simpléctica en la superficie de restriccién automaticamente es cerrada y
no-degenerada. De hecho, de esta manera uno puede dar una definicién mas general

de las restricciones [41, 49]

Definicién A.6.2 Sea (M, P) una variedad de Poisson, y sea v : C — M, una
subvariedad encajada tal que 1,TC C PHT*M). (La subvariedad C estd contenida en

alguna hoja simpléctica de (M, P)). Llamamos a C una restriccion
1. de primera clase si {0} # P* (T;LC) C T,C, para todo x € C,
2. de sequnda clase si P* (T;-C) NT,C = {0}.

En  ambos  casos, hemos  definido el espacio  co-normal  como
THC:={aeT/M: a(v)=0,VveT,C}.
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A.7 Variedades globalmente hiperbdlicas

El término de hiperbolicidad global estd intimamente relacionado con las condiciones
de causalidad, las cuales forman parte de las llamadas jerarquias causales que definen
un espacio-tiempo y estan vinculadas con el probelma de la censura césmica y pre-
dictibilidad [67, 106]. En la literatura existen diferentes definiciones acerca de lo que

es una variedad hiperbdlica, sin embargo, la definicién mas comun es la siguiente:

Definicién A.7.1 Una variedad (M, g), sin frontera, es una variedad hiperbdlica si

y solo si se cumplen las siguientes condiciones

1. Para todo par de puntos p, ¢ € M, J (p) N JT(q) es compacto. Donde
J~(p) denota el conjunto de puntos que pueden ser alcanzados mediante curvas
causalmente orientadas al pasado, no espacialoides, mientras que J*(q) denota
al conjunto de puntos que puden ser alcanzados mediante curvas orientadas al

futuro (es decir, no existen singularidades desnudas).

2. Causalidad fuerte, es decir, para todo p € M ezxiste una vecindad U de p tal que

ninguna curva temporaloide cruza la vecindad U mas de una vez.

Entre las principales caracteristicas de una variedad globalmente hiperbdlica, una de
las mas importantes, es la existencia de una funcién global en M que se interprete
como el tiempo. Esto es, un campo escalar ¢ cuyo gradiente V,t es temporaloide y
con direccion hacia el futuro en todo punto de M. Esta funcién de tiempo global nos
permite distinguir entre eventos futuros y pasados sin tener violaciones de causalidad.

La hiperbolicidad global es equivalente a la existencia de superficies de Cauchy,
es decir, una variedad globalmenbte hiperbdlica puede ser foliada por una familia de
superficies de Cauchy. En otras palabras M, es topoldgicamente isomorfa al producto
de una superficie de Cauchy ¥ y algtin intervalo I € R, resultado probado por Geroch
en 1970 [107]. En resumen, un espacio-tiempo globalmente hiperbélico es un espacio-
tiempo en el cual las ecuaciones de movimiento estan completamente determinadas
por los datos iniciales especificados en una hipersuperficie, es decir, es un problema

bien definido con valores iniciales.
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Elementos de Analisis

B.1 El espacio de las funcione continuas

Supongamos X, un espacio compacto. Denotareos como C(X), al espacio de las

funciones continuas sobre X, con la norma
11l = sup [ f(x)]. (B.1)
rzeX

Teorema B.1.1 Todo espacio de Banach L, es isomorfo a un subespacio cerrado de
algun espacio C(X). Si L es separable, entonces X puede tomarse como el interalo
[0, 1].

Sea 2 un subconjunto abierto de R, y Q, la cerradura de € en R”. Usando
la notacién estandar: = = (x1,...,x,), ¥ = 2% ... zkn
parciales, &' = 0 --- 9", |k| = ky + - - + k. El espacio C"(Q), denota a la coleccién

de funciones en ), con derivdas parciales hasta un orden r, tal que 0'f, |I| < r, son

--xm el operador de derivadas

funciones acotadas en 2. La norma en C"(€2), se define mediante la férmula

[ fller = up 0'f(z)], @eQ. (B.2)

La convergencia en C"(£2), significa la convergencia uniforme de las funciones mismas

y sus derivadas parciales hasta orden r. El espacio C"(€2), corresponde a un espacio
de Banach [48].
Sin embargo, en la practica, uno a veces necesita usar conceptos relacionados a la

diferenciabilidad de las funciones. Para esto, los espacios comunmente usados son

e El espacio C*°(€2), el cual consiste en el espacio formado por todas las funciones
infinitamente diferenciables en 2. La topologia de C'°(£2), es determinada por

una familia de seminormas pg;, donde K es un subconjunto compacto, y | =

({1,...,l,) un conjunto arbitrario de indices
pri(f) = Sup 10" f (). (B.3)
e
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Teorema B.1.2 C*(Q) es un espacio normado completo y numerable (y por lo tanto

metrizable).

e El espacio C3°(€2), consiste de todas las funciones infinitamente diferenciables
con soporte compacto en Q. C§°(€2), no es un espacio cerrado en C*(f2), y por

lo tanto no es completo en la topologia de C'*>°(€2).

e El espacio S(R), consiste en espacio formado por las funciones infinitamente
diferenciables en R", las cuales decrecen rapidamente en el infinito. La topologia
de S(R), esta dada por una familia de seminormas

Pas(f) = sup |2°0° f(2)], (B-4)

zeR™

con a y  un conjunto de multi-indices.

La relacién entre estos espacios, esta dada por
C(R™) € S(R™) € C(R™). (B.5)

Teorema B.1.3 El espacio C§°(R™) es denso en L,(R",dx) para 1 < p < oo, en
S(R™), y C*(R™). El espacio S(R™) es denso en L,(R",dz), para 1 < p < oo, y en
C>(R")

B.2 Funciones Generalizadas (Distribuciones)

El concepto de funcién generalizada o distribucién, surge de manera natural en diver-
sos problemas en matematicas y fisica, cuando uno desea extender cierts operaciones
a un dominio mas extenso. Un ejemplo es la delta de Dirac, la cual estd definida por

las siguients propiedades
d(x) =0, paratodox #0, 6(0)= oo, / d(z)dx = 1.

Resulta que estas propiedades dejan de ser contradictorias, si una funcién generalizada
se entiende como un elemento dual del espacio L', donde L denota el espacio de las
funciones de prueba, el cual estd dado comunmente por C*(2), C5°(£2) o S(R)"™. Los
elementos C"°(§2), C{™(Q2) y S’(R)", resultan en funciones generalizadas en el dominio
), funciones generalizadas con soporte compacto en {2 y distribuciones pesadas en

R™, respectivamente.

Teorema B.2.1 Sea f una funcidn localmente integrable (integrable en cada com-
pacto) con respecto a una medida de Lebesque dx, en una region ). La relacion
¢ = [ o(x)f(x)dx, es una funcional lineal en CG°(Q). Si f es cero fuera de algin

conjunto compacto K C ), esta es una relacion de funcionales continuas es C*(£2).
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Las funciones generalizadas descritas por este teorema, son llamadas funciones
generalizadas regulares; es decir corresponden a funciones ordinarias localmente in-
tegrables. Sin embargo, existen funciones generalizadas que no son regulares. Por
analogia al caso regular, el valor de una funcién generalizada F', sobre una funcion
de prueba ¢, es frecuentementes escrita como [, F(z)¢(x)dx = (F, ¢). Por supuesto,
esta expresion no puede tomarse literalmente, puesto que la integral diverge o no tiene
sentido. Supongamos {2 un subconjunto de R" el cual contiene al origen. La delta de

Dirac d(x), se define como un elemento del espacio C*(£2), dado por la férmula

Kﬁ@w@wx:mm. (B.6)

Debido a que C§°(£2), esta continuamente embebido en C*(£2), toda funcional lineal

en C*(2) da lugar a una funcional lineal en C§°(Q2) por restriccién [108]. De esta
manera, tenemos que

C"™(R™) C S"(R™) C C¢(R™). (B.7)

A diferencia de la funciones ordinarias, las funciones generalizadas no tienen un

valor definido en un punto. No obstante, la expresién F'(xz) = 0, en el dominio U C €,

hace sentido para unfa funcién generalizada F' € C"*(2). Por definicién, esto significa

que (F,¢) = 0, para todas las funciones de prueba tal que supp ¢ C U.

Teorema B.2.2 Los espacios C'(Q), C{*(Q) y S'(R™), son completos en la
topologia *-débil. Es decir, si una sucesion {F,} de funciones generalizadas, es tal que
{(F,,®)} es de Cauchy para cualquier funcién de prueba ¢, entonces lim,, o F,, = F,

existe y es una funcion generalizada del mismo tipo que F,.

B.3 Operaciones con Funciones Generalizadas

Denotemos por L a los espacios C™(§2), C5°(2) y S(R™), sea L’ su correspondiente
espacio dual y Lj algin subespacio denso de L', el cual consiste de funciones gener-

alizadas regulares.

e Multiplicacion. Sea f € C*(Q), el operador M(f) de multiplicacién por f,
admite una extension continua de C§°(2) a C{*(Q2). Sea L = C§°(2) = Ly,
B = M(f). La restriccién de B’ a Lj, se obtiene de la siguiente forma. Sea
¢ € C§°(Q), g € L, entonces

<H%@:@£@:@J@:/Qwﬁmwmw. (B.5)

Q

Por lo tanto B’ act’ua sobre L{; como la multiplicacion por f. Esta operacién admiete

una extensién continua a todo el espacio C{™(€2).
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Ejemplo. El producto de una funcién § sobre una linea, por una funcién infini-
tamente diferenciable f. Tenemos que (fd,¢) = (J, f¢) = f(0)¢(0). Lo cual esta
de acuerdo con la idea intuitiva acerca el comportamiento de la funciéon ¢, bajo la

multiplicacion.

e Diferenciacidn. Denotemos por 9; a la derivada parcial 9/9z;, y 9" el operador
O Jozh ... 9z El operador 0* admite una extensién continua de C$°(9)
a C5°(€2). Para esto consideremos el caso de 0;, considerando a B = —0; y

calculemos la restriccién de B’ en C'oog(£2)

(B'f, ) = (f, Bé) = / 1) 2 g /ﬂ 0@y yde.  (B)

ij

Por lo tanto B’ coincide con 0; en C§°(€2). Por lo tanto, el operador 0/0z; admite
una extensién continua a Ci° ().

Ejemplo. La funcién generalizada 9%§, acttia de acuerdo a la siguiente férmul

(0%6,0) = (=1)M"(0). (B.10)

Teorema B.3.1 Toda funcion generalizada F € C'(§)) puede ser escrita de la

forma
F =0, (B.11)

donde k denota un multi-indice, y f es una funcion generalizada reqular.

Prueba: [48].

B.4 Algebras de Banach

Un élgebra de Banach, es un algebra A, sobre los niimeros complejos, con una norma
| - 1|, con la cual A es completa, es decir, A es una espacio de Banach, de tal forma
que la desigualdad

Ja-bll < llall 5] (B.12)

se cumple para todo a,b € A. Esta expresion implica que la multiplicacién en A es
un mapeo continuo de A4 x A — A [108].

Un dlgebra A es unital, si existe un elemento 14 € A, tal que
l4a = aly, Va € A. (B.13)

Al elemento 14 se le conoce como la identidad de A, el cual es tinico.
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Sea A un algebra de Banach unital. Para cada a € A, denotamos por
Res(a) :={A € C: A\l —a es invertible}, (B.14)
al conjunto resolvente de a € A. Su complemento
oa(a) :=C\ Res(a), (B.15)
es conocido como el espectro de a, el cual corresponde a un conjunto cerrado en C.

Teorema B.4.1 (Gelfand-Mazur) Sea A un dlgebra de Banach unital, de tal ma-

nera que todos los a € A distintos de cero son invertibles. Entonces A = C1.

Sea A un élgebra de Banach conmutativa, definimos el espacio estructural A 4,
como el conjunto de todos los homomorfismos continuos, distintos de cero, m : A — C.
Este espacio, llamado comunmente como el espacio de ideales maximales, provee de
una biyeccion entre Ay y el conjunto de ideales maximales de A. Los elementos
de A4 corresponden a funcionales lineales multiplicativas, las cuales obedecen au-
tométicamente m(1) = 1 [48].

De esta manera, cada a € A, define una funcién a, la cual actia sobre el espacio

estructural,

a AA—><C

m — a(m) = m(a).

El mapeo a + a, es un homomorfismo de algebras entre A y el dlgebra de las funciones

continuas definidas en A 4. Este mapeo es conocido como la transformada de Gelfand
[109].

Teorema B.4.2 (Gelfand-Naimark) Sea A una *dlgebra de Banach. El conjunto
A:={a:ae A}, es una subdlgebra densa en Co(Ay).
Si A es una C* dlgebra conmutativa, entonces la tranformada de Gelfand a — a,

corresponde a un isomorfismo isométrico

A= Co(A). (B.16)

En particular, ||a||a = ||a||, ademds de que m(a*) = m(a).

Teorema B.4.3 (Construccién GNS) Dada una C*-dlgebra A con identidad, un
estado w (funcional en A, existe un espacio de Hilbert H, y una representacion
Tw : A = B(Hy), donde B(H,,) denota al espacio de los operadores lineales acotados,
tal que

1. H,,, contiene un vector ciclico ¥,
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2. w(A) = (\I/w,WW(A)‘Ifw);

3. Cualquier otra representacion m en el espacio de Hilbert H,, cuyo vector ciclico

satisface
W(A) = (W, T(A)D), (B.17)
es unitariamente equivalente a w,,, es decir, existe una isometria U : H, — H,,
tal que
Ur(A) U =m,(4), UV =17, (B.18)
Prueba: [109].
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