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RESUMEN: Notas de apoyo para las asignaturas Andlisis de Fourier y Ecuaciones en derivadas parciales en
la Facultad de Ciencias de la UASLP. Se repasan los conceptos de anélisis matemé&tico més relevantes para el
curso y se ilustra la teorfa con numerosos ejemplos.
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Prefacio

Estas notas tienen su origen en varios cursos impartidos en la Facultad de Ciencias de la UASLP. Los
alumnos tipicamente constituian un grupo mixto de matematicos, fisicos, ingenieros fisicos y electrénicos, y la
intencién de los cursos era la de introducirlos en las herramientas bésicas del andlisis de Fourier centrandose
en las aplicaciones a la teoria de la senal y las ecuaciones en derivadas parciales mas habituales en la fisica
matematica, pero tratando de que el rigor fuera aceptable para los estudiantes de matematicas.

Naturalmente, conseguir este tipo de objetivos es francamente dificil, cuando no imposible. Ademaés, el
tema es tan clasico que deja poco lugar a la originalidad, asi que el material que aqui se presenta debe verse
s6lo como un apoyo, que cubre solo parte de un campo tan extenso y deja fuera muchos temas que pueden
ser de interés para un futuro cientifico. Es imprescindible, pues, consultar los textos recomendados en la
bibliografia, que son los que se han usado como fuentes principales de estas notas.

El material se ha ido reelaborando y corrigiendo desde el primer momento, tratando de que sirviera como
una introduccién al tema para estudiantes de ciencias en general. Tiene un caracter elemental en el sentido
de que incluye las versiones méds féciles de los resultados teéricos (bdsicamente se trabaja en el contexto de
las funciones continuas y diferenciables por secciones), que estdn al alcance del nivel de matemadticas de,
digamos, un fisico.






1

Introduccion al analisis de Fourier

En este primer capitulo, tras un breve repaso del desarrollo histérico, damos una descripcion intuitiva de
las principales ideas y técnicas empleadas en el andlisis de Fourier, utilizando como ejemplo las transmisiones
de radio. Los capitulos siguientes profundizardn en la justificacion matemaética de estas ideas, asi como en
los métodos de célculo.

1.1. Breve resena histdrica

Lo que se conoce como Analisis de Fourier es un conjunto de técnicas destinadas a obtener la representacién
de una funcién f(t) (real o compleja) en forma de una serie del tipo

No| =

ag + Z(an cosnt + b, sennt) . (1.1)
n=1

Una serie como la anterior se denomina serie trigonométrica, por la presencia en ella de las funciones
seno y coseno. La primera pregunta que surge de manera natural es ;por qué necesitamos obtener tal
representacién?. En los cursos de calculo se estudia el desarrollo de Taylor de una funcién, que estd dado por
monomios t" y es mas simple que . Pareciera que no hay motivo para complicar las cosas introduciendo
las funciones cos nt, sin nt.

La respuesta es que no siempre es posible hacer el desarrollo de Taylor de una funcién y que, atin cuando
es posible, las caracteristicas de la misma hacen deseable uno de la forma ((1.1))). En teorfa de circuitos
eléctricos, por ejemplo, no es extrano encontrar senales de corriente periédicas con la forma:




(la corriente doméstica es de este tipo, con una frecuencia de 50Hz o 60Hz dependiendo del pais), pero
también hay senales como estas otras:

. ./
t

—27 —T m 2w

Resulta claro que las caracteristicas de la primera senal son tales que una descripcién suya en términos
de senos y cosenos serfa mds apropiada, en tanto que las dos 1ltimas funciones no son diferenciables; si f(¥)
describe cualquiera de estas sefiales, no es posible hablar de f/(to), f”(¢o), ... en muchos puntos ty, de modo
que ni siquiera tiene sentido plantear el desarrollo de Taylor habitual, dado por

p

£ = 0 1M t0) b — t0)* + Ryfto).

k=1

Atn hay otros motivos para considerar desarrollos como y estos provienen del campo de la Fisica.
Historicamente, el interés por tales expresiones aparecié con el estudio de lo que se llamoé la cuerda vibrante
(por ejemplo, el movimiento de una cuerda de violin al ser pulsada). Claramente, las caracteristicas del
sonido emitido por un instrumento de cuerda depende de manera crucial de cémo oscile ésta (aparte de otros
factores también importantes, como el material de la propia cuerda o la madera del Vioh'rED y por eso en el
siglo XVIII se estudié de manera especial este sistema por parte de grandes matematicos como Euler, los
hermanos Bernoulli, D’Alembert y otros.

De hecho, para el problema de determinar el movimiento (las oscilaciones) de una cuerda eldstica de
longitud en reposo L, que se pulsa segin se esquematiza en la figura, Daniel Bernoulli propuso una solucién
del tipo , lo que produjo una gran controversia (tuvo por oponente a Euler), pues en aquella época no
se tenfa muy claro que una expresion semejante a pudiera tener el mismo significado como funcién que,
por ejemplo, g(t) = 6t2+17 donde para un t dado estd claramente definido el valor de g(t

0r L

El caso es que si la cuerda se somete a una tensién uniforme 7" y su masa es m, introduciendo la constante
a? = T/m se puede probar que la ecuacién que determina las oscilaciones u(z,t) (en funcién de la posicién
del punto sobre la cuerda y el tiempo) es :

0%u 0%u
ﬁ = GQ@. (12)

Esta ecuacién, llamada la ecuacion de ondas, admite soluciones de la forma “separada” en x y t,

1Un caso extremo es el de los conocidos stradivari, violines con un sonido excepcional que se han tratado de imitar por
mucho tiempo pero de los que sigue sin conocerse el motivo de sus extraordinarias cualidades. La teoria con mayor aceptacién
supone que la madera original con que se fabricaron sufrié un tratamiento con sales metélicas.

?No fue hasta un siglo més tarde, a mediados del XIX, que Weiestrass di6 una definicién més clara del concepto de conver-
gencia de una serie funcional como (1.1)). Su definicién es exactamente la que usamos hoy en dia.



donde, para cada nimero natural n,

X, (x) = Asin(\,z) + Bcos(A\,x), (1.3)
T, (t) = Csin(Apt) + D cos(Ant), (1.4)

siendo A, un pardametro que depende de n y A, B,C, D unas “constantes de integracién” que dependen de
las condiciones iniciales del problema (bdsicamente de la forma que adopta la cuerda cuando ¢ = 0). Nétese
que se tiene una familia infinita de soluciones: hay una para cada valor de n =1,2,3,4,....

Ahora, por la propiedad de linealidad de las derivadas parciales (la derivada de la suma es la suma de las
derivadas, etc.) es claro que si tenemos un conjunto finito de soluciones del tipo w,(x,t) = X, ()T, (t),
digamos uq(x,t),...,ur(z,t), entonces también seguird siendo una solucién toda combinacién lineal

k
alul(xvt) +o+ akuk(xat) = Z O‘nun(l.vt)) :
n=1

La audacia de Bernoulli (lo que le enfrenté a Euler) consitié en pensar que también una combinacién lineal
de todas las (infinitas) soluciones u, (z,t) debia ser una solucién. En este caso tendriamos una solucién

+o0 +oo
up(z,t) = Z apun(x,t) = Z an Xn ()T, (1),
n=1 n=1

que, desarrollando los productos en cada X, ()T, (t) y utilizando identidades trigonométricas, resulta ser
una expresion del tipo . Mas tarde, ya en el siglo XIX, Joseph Fourier llegd a soluciones con las mismas
caracteristicas estudiando el problema de cémo se conduce el calor a través de una barra y a partir de ese
momento comenzé a formarse el estudio riguroso de tales expresionesﬂ lo que hoy llamamos analisis de
Fourier.

Vamos ahora a estudiar un poco de terminologia asociada a este problema. Para ello, volvamos a las
soluciones fundamentales u,(z,t) y especifiquemos unas condiciones de frontera: esto quiere decir que el
comportamiento de los extremos de la cuerda estard determinado para todo tiempo; en concreto, supondremos
que los extremos permanecen fijos,

un(0,8) = 0 = up(L, 1), ¥t > 0.
Sustituyendo w,(0,t) =0 en (|1.3) y (L.4), esto conduce a

BT,(t) =0,Vt > 0.

Haciendo la suposicién razonable de que la forma de la cuerda varfa con el tiempo (es decir, que T}, (z) # 0),
esto implica que B = 0. Andlogamente de w,(L,T) = 0 obtenemos:

Asin(A\,L)T,(t) =0,V > 0.

De nuevo, si T,,(t) # 0 hay dos opciones: que sea A = 0 o que sea sin(A,L) = 0. En el primer caso, con
A =0y B =0 nos quedaria que X (x) = Asin(A,x)+ B cos(A,z) = 0 y las soluciones uy, (z,t) = X, (x)T,(t)
serfan todas nulas, lo cual es fisicamente inaceptable. Pero para que sea sin(A,L) = 0 debe ocurrir que el
argumento de la funcién seno sea un miltiplo de m, A, L. = n7 para algtin n € N. De aqui:

nm
Ap =10
L

3La Academia de Ciencias francesa convocé dos concursos en los que se premiaria a la obra que mejor tratase el tema del
calor. Fourier gané uno de ellos, pero sus resultados no se publicaron en aquel momento por considerarse poco rigurosos. El
mismo Fourier los publicé més tarde, cuando llegé a ser secretario perpetuo de la propia Academia.



Un andlisis similar, considerando condiciones sobre las derivadas parciales de u,(z,t), conduce a la de-
terminacién de los coeficientes de T),(t). En definitiva, lo que proponia D. Bernoulli es que la solucién més
general al problema de la cuerda vibrante con extremos fijos es

+oo
nm nmwa nmwa
0= 3 e (") (Cusin ("7 + Do (M04)) E
u(z,t) ;sm T2 sin { — + D, cos T (1.5)
Esta solucién (1.5]) es superposicién de infinitas soluciones elementales

Up(z,t) = sin (%x) (Cn sin (?t) + D, cos (?t)) , (1.6)
cada una de las cuales se denomina modo elemental (n-ésimo) de vibracién. A veces, se denomina modo
fundamental a la solucién correspondiente a n=1y modos armdnicos a las restantes soluciones con n > 1.
Los modos elementales se denominan también ondas estacionarias, debido a que el factor sin(nmz/L) (o, en
general, el X, (z) en u,(x,t) = X, ()T, (t)) representa la “forma de la cuerda”, su amplitud de oscilacion,
en el punto z. El factor T, (t) que lo multiplica, oscila entre valores positivos y negativos con frecuencia
wy, = nwa/L, pero el producto total u,(z,t) = X,,(2)T,,(t) no “cambia de forma”, sélo de amplitud (los
puntos donde el producto se anula, que permanecen fijos durante el movimiento, se denominan nodos):

_————a,
S

1.2.  Aplicaciones en la tecnologia

Como ya hemos mencionado, todos los fendmenos ondulatorios estdn descritos por la misma ecuacién
7 la ecuacién de ondas. En particular, como también se ha dicho, esto se aplica a las senales en circuitos
eléctricos de modo que la senal eléctrica mas general tendria un aspecto como para una eleccién
apropiada de los coeficientes. Vamos a ver ahora qué tipo de cosas se pueden hacer mediante el andlisis de
Fourier.

Pensemos en una senal transmitida a través de cualquier medio fisico real; por ejemplo, la senal de un
receptor de radio que va a los altavoces. Al pasar por los diferentes circuitos y cables del reproductor, la senal
se modifica. De hecho, las ondas elementales que la componen son dispersadas por el material conductor
y algunas de ellas se pierden, no estan presentes en la senal final que llega al dispositivo de los altavoces.
Sin embargo, es claro que en la senal en bloque , hay unos modos de vibraciéon mas importantes que
otros: aquellos cuyos coeficientes son mayores en valor absoluto contribuyen en mayor medida a la definicién
de la sefial. Cuando el sonido emitido contiene la mayor parte de estas frecuencias principales (como se las
conoce) preservando su intensidad relativa (es decir, si la senial original |Cs| es el doble de |Cs], en la sefial
reproducida ocurre lo mismo) se dice que el equipo es de alta fidelidad, precisamente porque la senal final
respeta “fielmente” el patrén de distribucién de frecuencias en la senal original. En general el problema de
la transmision de senales es el ruido que se introduce. El receptor debe decidir a partir de la senal corrupta
que recibe cudl es la parte que corresponde a la informacién que viaja con la senal y cudl es la parte debida
al ruido.



Ahora bien, la senal original tiene un contenido espectral (es decir, una composicién a partir de modos
elementales como ) bien definido; si el receptor puede analizar de algin modo la senal corrupta e
identificar cudles son los modos elementales cuya superposicion da como resultado la senal original, puede
eliminar el ruido. Precisamente, este analisis es lo que permiten hacer las técnicas que veremos.

Al escribir la senal recibida f(¢) como una serie de Fourier

1 > _
5% —+ Z(an cos(nt) + by (sinnt)),

n=1

se puede ver qué frecuencias son las importantes y cudles se deben al ruido, de manera que despreciando
éstas se obtiene la sefial “limpia”. Considérese por ejemplo la siguiente senal f(t):

Como veremos mds adelante, calculando la serie de Fourier de f(t), es posible determinar que las ondas
que se superponen para dar la senal son:

N\ /

y (con la misma escala):

resultando evidente que debemos considerar como relevante para la transmisién de informacion sélo la
primera, siendo las otras dos ruido.

Por otra parte, esta misma idea es el fundamento de los aparatos de radio. En una retransmision de
amplitud modulada (AM) se parte de una sefial analégica que se emite mediante una onda cuya amplitud
es proporcional en cada instante a esa sefial original (la frecuencia modulada FM hace obviamente lo mismo
pero con la frecuencia en lugar de la amplitud). Asi, para llevar a cabo este proceso, se toma una senal a



transmitir (broadcasting wave, en inglés)
b(t) = Bsin(wt),

y se anade a la amplitud de una cierta sefial, la onda de transporte (o carrier wave, en inglés)
c(t) = Asin(wt),
de manera que la senal retransmitida por la estacién de radio en amplitud modulada es
s(t) = (A + Bsinwt) sinwt.

La frecuencia de la onda de transporte tiene unos valores tipicos w. ~ 1MHz. Esta es la frecuencia que
el organismo competente le asigna como caracteristica a cada estacién (por ejemplo, la XHWZ 1013 emite
con w, = 1.013MHz) y se denomina frecuencia de radio. La frecuencia w de la senal de retransmisién se
denomina frecuencia de sonido. Pensemos ahora en el proceso de sintonizar una determinada estacion de
radio. Supongamos que estamos en la zona de cobertura de 3 estaciones distintas, cada una emite con una
onda de transporte u; sinwit, us sinwst, ug sinwst y sus senales de retransmision respectivas son

n
a(t) = Aysint+ ...+ A, sinnt = ZAisinit
i=1
b(t):Blsint+...+aninnt:ZBjsinjt (1.7)
j=1
c(t) =Cysint+ ...+ Cysinnt = ZCksink:t.
k=1

La senal que llega al receptor de radio es la suma de estas tres:

n
s(t) = (ul + ZAi sin it) sinwyt+

i=1

n
Us + Z Bjsin jt | sinwat+
j=1

n
<us + Z () sin kt) sin wst .

i=1

Si wy es la frecuencia de la estacién que queremos sintonizar y queremos recuperar el coeficiente X, (con
X, uno de los Ay, By, Cy), lo que hay que hacer es multiplicar s(t) por cos(¢ — w.) e integrar entre —m y
w. El resultado de esta operacién multiplicado por 7/2 es el coeficiente X,. No hay nada de misterioso en
este procedimiento. Para ver por qué funciona, vamos a particularizar al caso de tres estaciones cuyas ondas
de transporte son 2 sin 80¢, 4 sin 90t y 6sin 101¢, respectivamente. Cada una retransmite su senal respectiva
(broadcasting waves)

a(t) = 2sint— 3sin2t
b(t) = sint+6sin2t (1.8)
c(t) = 4sint—5sin2¢,

de modo que la senal que llega al receptor de radio es

s(t) = (24 2sint — 3sin 2t) sin 80t + (4 + sin ¢ + 6 sin 2¢) sin 90+
(64 4sint — 5sin 2t) sin 101¢.



Mediante la transformacién trigonométrica
sin asin 8 = %(cos(oz — B) — cos(a+ B))
esto se puede escribir en la forma:
s(t) = 28in 80t + cos(1 — 80)t — cos(1 + 80)t—
g(cos(2 — 80)t — cos(2 + 80)t)+

1
4sin 90t + i(cos(l —90)t — cos(1 +90)t)—

3(cos(2 — 90)t — cos(2 + 90)t)+
6sin 101t 4 2(cos(1 — 101)¢ — cos(1 4 101)¢)—

g(cos(Q —101)t — cos(2 + 101)¢) .

Supongamos que queremos sintonizar la segunda estacién, cuya braodcasting wave es b(t) = sint + 6sin 2¢
(lo que nos interesa escuchar) y cuya sefal recibida es S2(t) = (4 4 sint + 6sin 2¢) sin 90¢. Para recuperar
b(t) = bysint + by sin2¢, tenemos que obtener los coeficientes by, bs a partir de Sy(¢). Como ya hemos
mencionado, para recuperar b; hay que multiplicar Sa(¢) por cos(1 — 90) e integrar entre —m y 7; en este
célculo se utilizan las relaciones de ortogonalidad de las funciones trigonométricas:

™ us

1
Sa(t) cos(1 —90)t dt :/ 3 cos(1 — 90)t cos(1 — 90)¢ dt

—T —T

1 T
:E/ cos?(1 — 90)t dt = g,

—T

asi que
2 (" 27
bl = ; Sz(t) COS(l — 90)t dt = ;5

=1.

—T

Para determinar by, analogamente harfamos
2 T
by = — Sa(t) cos(2 — 90)t dt
™

—T
T

2 [T 6
= f/ 3cos(2 — 90)t cos(2 — 90)t dt = — / cos?(2 —90)tdt = 6.
™

— L "

Por tanto, by = 1, by = 6 y la senal que debe reproducir el aparato de radio es
b(t) = by sint + by sin 2t = sint + 6sin 2t ,

exactamente la que emitié la estacion.

Como veremos maés adelante, el proceso de sintonizaciéon de la estacién de radio no es mas que la deter-
minacién de los coeficientes de la serie trigonométrica que estd asociada a la senal retransmitida; es decir:
sintonizar una determinada estacién es un problema de anélisis de Fourier. El que esto funcione siempre
se basa fundamentalmente en que cualquier senal que la estacién emita (sea musica, una entrevista, etc.)
se puede expresar, como en 6 en forma de combinaciéon de senos y cosenos. Y, como ya hemos
mencionado, las técnicas que veremos permiten aproximar con el grado de precisién que se requiera cualquier
funcién (bajo condiciones muy generales) por su serie trigonométrica asociada. El proceso que se lleva a cabo
en la estacién emisora es, pues, de sintesis de Fourier (codificacién de una cierta sefial mediante su serie
trigonomética), en tanto que el receptor realiza uno de andlisis (recupera los coeficientes de la serie a partir
de una senal con ruido).



Nota 1.1. Como se entiende de lo anteriormente expuesto, el receptor de radio debe contener circuitos que
realizen una integracién entre —m y 7 de ciertas funciones trigonométricas. La calidad de un aparato concreto
depende en gran medida de qué tan bien se haya implementado esa integracién, lo cual ya es un problema
tecnolégico, més que matemaético.



2

Sucesiones y series numeéricas

Como se ha mencionado en el capitulo precedente, el objetivo del andlisis de Fourier es establecer unos
criterios y técnicas que permitan aproximar una funcién (bajo condiciones muy generales) por una serie en
la que sus términos son funciones trigonométricas. Evidentemente, serd necesario conocer los rudimentos
generales acerca de las series y su convergencia, tanto para el caso de series numéricas como funcionales, lo
cual a su vez implica un cierto dominio de las sucesiones (pues la suma de una serie no es mas que el limite
de su sucesion de sumas parciales). En este capitulo nos ocuparemos de las sucesiones y series numéricas, el
siguiente se dedica a las funcionales. El tratamiento serd necesariamente condensado, se supone que el lector
ha seguido un curso previo de cédlculo diferencial e integral y aqui nos limitaremos a recordar los resultados
mas importantes de la teoria con vistas a su posterior aplicacién.

Las referencias mas importantes para este tema son [1l 2 []. El orden de presentacién se ha tomado de

.

2.1. Sucesiones

Definicién 2.1. Una sucesién real no es mds que una aplicacién ¢ : N — R (obviamente, reemplazando R
por C resulta el concepto de sucesién compleja).

Suele escribirse ¢(n) = a,, para cada n € N. Nétese que a ¢ no se le pide que sea inyectiva, de manera que
puede haber unos m, n € N distintos tales que a,, = a.,,. Desde un punto de vista practico, puede identificarse
la sucesién ¢ con el conjunto imagen {¢(n) = a, : n € N}, que es un conjunto ordenado de nimeros reales.

Nota 2.2. Las notaciones mds usuales para una sucesién son {a, }nen, 0 simplemente (a,,).

A veces la sucesion se expresa mediante una relacion de recurrencia, que no es mas que una férmula que
expresa cada término en funcién de los anteriores. Por ejemplo, la sucesion de Fibonacci se define poniendo
a1 =1y as =1y declarando que a, = a,_1 + a,—2. Como casos particulares, tenemos las progresiones
aritméticas, que son aquellas definidas por una relacién de recurrencia tipo a, = a,,_1 +7, y las progresiones
geométricas, que son sucesiones definidas por una relaciéon de recurrencia como a,, = ra,_1.

Definicién 2.3. Diremos que una sucesion es mondtona creciente cuando a, > a,_1 y que es mondtona
decreciente cuando a,, < a,—1 (cuando las desigualdades son estrictas se habla de sucesiones estrictamente
mondtonas).



Definicién 2.4. Una sucesion estd acotada cuando existe una cota K tal que |a,| < K. Una variante de
esta definicién se da cuando la sucesién estd acotada superiormente ( existe un M con a, < M para todo n)
o inferiormente (existe un m con m < a,, para todo n).

Por ejemplo, las sucesiones ( (—1)") y (1/n) estén acotadas, la (n?) sélo lo estd inferiormente y la ((—1)"n3)
no estd acotada.

2.2.  Limite de una sucesiéon

Intuitivamente, el limite de una sucesién es un numero al cual se acercan sus términos. Si tal nimero
existe, decimos que la sucesién converge a él.

Definicién 2.5. Se dice que un nimero a € R es el limite de una sucesién (a,) (o que la sucesién convergen
al limite s) si para cualquier € > 0 dado, existe un ny € N tal que |a, — a| < € para todo n > ng. A veces se
expresa esto diciendo que a, tiende hacia a cuando n — oo, denotado

lim a, =a lima, = a 6 an — a. (2.1)
n—oo n

Ejemplo 2.6. La sucesién (1/n) converge y tiene por limite 0. Esto es una consecuencia inmediata de la
propiedad arquimediana de los niimeros reales: dado £ > 0, basta tomar un ng € N tal que 1/ng < e. A

Una propiedad fundamental de las sucesiones convergentes es la siguiente.

Proposicion 2.7. Toda sucesion convergente estd acotada.

Demostracion. En efecto, sea a = lim, a,, y consideremos ¢ = 1 en la definicién. Por hipdtesis, existe
un ng € N tal que si n > ng, es |a, —a|l < 1, o sea, |a,| < 1+ a para todo n > ng. Los restantes
términos de la sucesién forman un conjunto finito {ai,as,...,a,,—1} que tiene un elemento maximo M.
Llamando K = méx{1 + a, M}, se tiene que a,, < K para todo n € N. El mismo argumento, invirtiendo las
desigualdades, sirve para probar la acotacién inferior. O

El reciproco de la proposicién precedente no es cierto: la sucesion ((—1)™) estd obviamente acotada pero
no es convergente. Si se da el reciproco si se anade una condicién adicional referente al crecimiento de la
sucesion, obteniéndose asi un criterio practico para determinar la convergencia en algunos casos.

Teorema 2.8. Toda sucesion creciente (respectivamente, decreciente) y acotada superiormente (respectiva-
mente, inferiormente) es convergente.

Demostracidn. Supongamos que (a,,) es creciente y acotada superiormente (el otro caso es andlogo). Enton-
ces, el conjunto S = {a, € R:n € N} estd acotado superiormente y, por tanto, posee supremo a = sup S.
Por definicién de supremo, para cada € > 0 existe un a,, € S tal que a,, > a — . Ahora, como la sucesién
es creciente tendremos que a,, > an, > a — € para todo n > ng. Pero por ser supremo, a cumple que a > a,
para todo n € N. De estas propiedades se deduce que

lan, —al =ap —a<a—ap, <e¢,
para todo n > ng, lo cual implica que la sucesién tiene limite a € R. O

Como aplicacién inmediata, la sucesién (1/n) es convergente, por ser claramente decreciente y acotada
inferiormente por el infimo 0. De hecho, la demostracién precedente nos asegura que lim,, 1/n = 0.

Ejemplo 2.9. Veamos que la sucesién ((1 + 1/n)™) es convergente. En primer lugar, es creciente. Esto se
comprueba desarrollando a,, y a,+1 por el teorema del binomio; en el primer caso,

" /n 1 ‘
=2 (1) (5)
:1+1_~_l 1_l _|_l 1_1 1_2 _,_..._|_i 1_1 1_n—1 ,
2! n 3! n n n! n n
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y en el segundo,

50 ()

=0

1 1 1 1 2 1 1 n
=1+1+=(1-— (1= —)(1- 1— (1=
* Jr2!< n—|—1>+3!< n+1>< n—i—l)Jr Jr(n—&-l)!( n—i—l) < n+1

Aqui se aprecia claramente que cada término de a,1 es mayor o igual que el correspondiente de a,, (pues
se le resta una cantidad menor). Ademds, a,41 contiene un término adicional que es positivo. Por tanto,
Apy1 > Ap.

Ahora, probaremos que la sucesién es acotada superiormente. Observemos que para cada n € N tenemos que
an < Y i_y(1/i!). Haciendo uso de la desigualdad 2°~! < i! (que se prueba facilmente por induccién), resulta

"1 1—(1/2)"
an<1+;2i_1il+m<3.

Asf pues, ((14 1/n)™) es creciente acotada superiormente, luego convergente por el teorema El limite
de esta sucesién es, por definicién, el numero e de Euler,

1 n
e= lim (1 + > .
n— o0 n

Numéricamente, se encuentra que e >~ 2.71828. A
El siguiente resultado serd muy tutil méds adelante, cuando tratemos criterios de convergencia de series.

Proposicién 2.10 (Criterio del emparedado). Sean (ay,), (bn), (¢n) sucesiones reales tales que a,, < b, < ¢y,
para todo n € N, y lim,, a,, = L = lim,, ¢,,. Entonces, lim, b,, = L.

Demostracion. Sea ¢ > 0 dado. Por ser lim, a,, = L = lim, ¢, existen unos naturales ng,n; tales que
0<|a,—L| <ey 0<|e,—L| < e para todo n > méx{ng,n1 }. Esto en particular implica que —¢ < a,, — L
y ¢n — L < e. Como, por hipétesis, es a,, < b, < ¢,, resulta (restando L a cada miembro)

—e<a,—L<b,—L<c,—L<e,
que a su vez implica |b, — L| < e. O

Ejemplo 2.11. De la desigualdad de Bernoulli, (14 a)™ > 1+ na, vélida para todo a € RT y n € N (puede
probarse por induccién), se deduce en particular que si 0 < z — 1 se escribe como x = 1/(1 + a), entonces,

1 1 1
< il

0<z" = .
* (I+a)” ~ 14+na ~ na

Tomando limites cuando n — oo y aplicando el criterio del emparedado [2.10] resulta que

lim 2" =0,
n—oo

para todo 0 < z < 1. Un razonamiento completamente andlogo muestra que, de hecho, el limite es cero para
todo |z] < 1. A

Cuando se habla de sucesiones, necesariamente hay que mencionar un concepto esencial, el de sucesiones
de Cauchy (a veces, se las llama sucesiones fundamentales).

Definicién 2.12. Una sucesion real (a,,) se dice que es de Cauchy si, para cada £ > 0 dado, existe un ng € N
tal que, cuando m,n > ny,
lam —an| < €.

11
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Es inmediato probar que toda sucesién convergente es de Cauchy (véanse los ejercicios). El reciproco es
mucho maés interesante.

Teorema 2.13. Toda sucesion de Cauchy es convergente.

Demostracion. Sea (ay) sucesién de Cauchy y consideremos € = 1 en la definicién de manera que existe
un ng € N tal que si n > ng,
lan] < lan, — an|+lan| <1+ |an|,

y de aqui resulta la acotaciéon
lan| < méx{|ai],...,|ano-1]} + |an,| + 1, (2.2)
valida para todo n € N. Consideremos ahora las sucesiones auxiliares
b, =if{a, :m>n} 'y ¢, =sup{am:m >n},

que existen por el axioma del supremo en R. Es obvio que (b,,) es monétona creciente, mientras que (c,,) es
monotona decreciente, asi como que, para todo n € N,

b, <a, <c,. (2.3)
La acotacién junto con el teorema [2.8 nos aseguran que existen los limites
M; = lim b, =sup{bp}n>1 y M2 = lim ¢, = nf{c,}n>1,
n—oo n—oo

cumpliéndose que M; < Ms. Por otra parte, de la definicién de sucesién de Cauchy resulta que dado € > 0
se puede hallar un n; € N tal que si m > n1, an, > an, — €, y también a,, < an, + €. Pero por definicién
de las sucesiones (by,), (cn), esto implica que by, > an, — €y ¢n, < apn, + €. Entonces, por ser My, My un
supremo y un infimo, respectivamente, se tiene:

0< My— M <cpy —bp, <ap, +e—(ap, —€) =2¢.

Esto es valido para cualquier € > 0, de manera que debe ser M; = My y, por el criterio del emparedado
aplicado a (2.3]), resulta que (a,,) es convergente con limite M = My = M. O

Nota 2.14. El concepto de sucesion de Cauchy se puede definir en cualquier espacio métrico, esto es, un
conjunto con una nocién de distancia (como lo es |a — b| para dos nidmeros reales a,b € R). Un tal espacio
se dice que es completo si toda sucesiéon de Cauchy es convergente. El teorema precedente muestra que R
dotado de la distancia inducida por el valor absoluto, es un espacio completo.

2.3. Series numeéricas

Las series permiten calcular sumas infinitas (como en la famosa paradoja de Zendn concerniente a la
imposibilidad del movimiento, véase el ejercicio .
Definicién 2.15. Dada la sucesién {a,} se define su serie asociada como la suma infinita

o0
Zan:a1+a2+a3+~'+an+"' (2.4)
n=1

El sentido de esta expresion es el del limite (cuando existe) de la sucesién de sumas parciales

k
Sk:a1+a2+a3+-~~+ak:Zan. (2.5)
n=1

12



Es decir, la serie se dice que es sumable (o convergente) si existe

k
1f »= lim Sj. 2.6
Jim, > an = i S (2:6)

Se dice entonces que la suma Y~ | a, es el valor de este limite. Si la sucesién de sumas parciales no converge,
se dice que la serie es divergente.

El siguiente ejemplo, referente al caracter de la serie geométrica, es de importancia fundamental.

Ejemplo 2.16. La serie geométrica, ), ~, ar’™, es convergente cuando |r| < 1, pues a partir de

Sk=a+ar+ar2+~-~+ark_1:ar r-—a_ _a + a rk,
r—1 1—7r r—1

tomando el limite cuando k& — oo se obtiene

a
n:lar 1_T7 ( )

si |r| < 1. Sin embargo, cuando |r| > 1 la serie geométrica es divergente. Por ejemplo, la serie ) -, 7™ es
divergente. A

Ejemplo 2.17. La serie de los reciprocos de los nimeros triangulares (ya estudiada por Leibniz)
SIS U U U S SN S
nin+1) 1-2 2.3 3.4 4.5 5.6 n(n+1)

n>1

es convergente con suma 1, pues a partir de 1/n(n+1) = 1/n—1/(n + 1) se obtiene

S — 1_1 + 1_1 + 1_1 + + l_i —]__L
P12 2 3 3 4 E k+1) k+1’

y de aqui, tomando el limite cuando k — oo, se ve que la suma es 1. A

Frecuentemente no se requiere calcular la suma de una serie, sino s6lo determinar su cardcter (si es o no
convergente). Probablemente la condicién necesaria mas importante para que una serie sea convergente es
que la sucesién dada por su término general tienda a cero.

Teorema 2.18. Si la serie Zn21 an es convergente, entonces

lim a, =0.
n—oo

Demostracion. En efecto, si limy_, o, Sy = S, de la identidad
Sn =ar+ax+---+ap-1+a, =051+ 0y
se deduce (tomando limites en ambos miembros)

S=8+ lim a,,

n—oo

y por tanto lim, ., a, = 0. O]

Asi pues, si no existe lim,,_, , a,,, 0 existe pero es distinto de cero, la sucesién no puede ser convergente. Esta
sencilla observacién resulta muy til en la practica y por ello la destacamos como un criterio de convergencia.

Corolario 2.19. Se tiene que:

Si lim a, # 0, entonces, E an es divergente.
n_
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Ejemplo 2.20. Las series

DD =-141-141 =141 (=1)" 4,

n>1
y
A S ST L S
~n+l 2 3 4 5 n+1 ’
son divergentes, pues la sucesién (—1)™ no tiene limite (es ocilante) y lim, oo n/(n+1) =1 # 0. AN

2.4. Series de términos positivos

Obviamente, una serie Zn21 an se dice que es de términos positivos si a, > 0. Hay muchos criterios para
decidir el caracter de tales series, pero todos tienen su aplicacbilidad restringida. Nosotros nos limitaremos
a ver varios de los criterios mas comunes en la préactica.

Ejemplo 2.21. El criterio mas elemental se basa en la observacién de que al ser la sucesién de sumas
parciales de una serie de términos positivos creciente, si estd acotada superiormente ha de ser convergente,
de acuerdo con el teorema [2.8] A

Teorema 2.22 (Primer criterio de comparacion). Sean ), <, an y Y .~ bn dos series de términos positivos
tales que para todo n (o para todo n suficientemente grande)

0< ap < by. (2.8)
Entonces,
1. 8iY7,5, bn es convergente, > -, ay, es convergente.
2. 8i )5, an es divergente, 3 -, by es divergente.

Demostracion. El resultado es una consecuencia inmediata del hecho de que para las sumas parciales se tiene
0< 22:1 an < 22:1 b, y del criterio del emparedado para sucesionesw O

Nota 2.23. Nétese que el criterio no afirma nada cuando la serie ) -, a, es convergente ni cuando la serie
> n>1bn es divergente.

Ejemplo 2.24. Puede verse que la serie armdnica ), -, 1/n es divergente aplicando el criterio precedente
con la serie -

T
16 16 '

S o1k =1+

n>1

o+ oo+ S+

N =
] =
| =
ool =
|
ool =
| —

{

pues se cumple 0 < 1/2% < 1/n. Agrupando como se indica los términos iguales de la tltima serie (la suma
de estos términos es siempre 1/2), se obtiene

1

% —1+k
_ L

2k
> a S S
— 2 2

N | =

que diverge cuando k — oo. A

Teorema 2.25 (Segundo criterio de comparacion). Sean ), < an, D, ~1 bn dos series de términos positivos
con a, > 0, b, > 0. Si existe un L > 0 tal que B B

: (2.9)

entonces, ambas series tienen el mismo cardcter.
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Demostracion. Sean L > 0 como en el enunciado y M, m > 0 tales que m < L < M. Por la hipétesis, existe
también un ng € N tal que si n > ng, entonces

Qn

<M,
bn

m <
o, equivalentemente, mb,, < a,, < Mb,, para todo n > ng.
Ahora, si ), -, b, converge, también lo hace >, -, Mb,. Como a,, < Mb,, €l criterio implica que en ese
caso », -, a, también converge. Reciprocamente, si >, ., b, diverge también lo hace ), ., mb, y, siendo
mby, < an, de nuevo por el primer criterio de comparacion [2.22| resulta que ), -, a, diverge. O

En palabras, el criterio afirma que cuando 0 < L < oo, si una serie es convergente la otra también lo es,
y cuando una serie es divergente la otra también. Sin embargo, el criterio no permite ninguna conclusién
cuando no existe el limite de a,,/b,, o cuando éste vale 0 6 oolﬂ

n
2 L gass

n>1 n>1

Ejemplo 2.26. La serie

es divergente, pues comparando con la serie arménica ), <, b, = Y -, 1/n resulta que

., Qn , n? 1 1

= lilm ———— = lim =,
n—o0 by, nooo 4n2 + 5 n—oo 4 + % 4
A

Teorema 2.27 (Criterio del cociente o de D’Alembert). Sea )", -, a, una serie de términos estrictamente

positivos, a, > 0. Denotemos
A

r= lim
n— oo an—l
Entonces:
1. Sir <1, la serie es convergente.

2. Sir>1, la serie es divergente.

Demostracion. Sea r > 0 como en el enunciado y supongamos que r < 1. Entonces, podemos escribirlo como
r=2L—1,con 0<r <L <1 (dehecho, L = (r+1)/2). Por la hipdtesis, tenemos que existe un ny € N tal
que si n > ng, apy1 < La,. Iterando esta relacion, resulta

Untp < LP ay,
para cualquier p € N. Por tanto,
o0 [ee]
La,,
0
E , ap = E :ano+p< E LPan, = an, E :Lp:ﬁ’
p=no+1 p=1 p>1 p>1
por la formula de la suma de una serie geométrica. Asi,

- 1+ L
Zapzal+“'+an0+ Z ap =a1+ -+ apy—1+ apy— < 00.

1-L
p>1 p=np+1
Si r > 1, entonces existe un ng € N tal que para todo n > ng es ap41 > an, €l limite del término general es

no nulo y, por el teorema [2.18] la serie diverge. O

T Aunque en estos casos, puede adaptarse facilmente la demostracién para asegurar que si L = 0 y 3 by, converge, entonces
> an converge, y si L = oo, si Y by, diverge, entonces Y s, diverge.
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Nota 2.28. De nuevo, no se puede afirmar nada cuando el limite no existe o cuando r = 1.

Ejemplo 2.29. La serie Z ap = Z n!/n" es convergente, pues

n>1 n>1
an _nl (n—=1)!  nan-1)"t 1 B 1
U1 nn (n—1)n-1 nn # (1+ ﬁ)n—l ’

y tomando el limite cuando n — oo, aplicando el resultado del ejemplo resulta que lim, (a,/an—1) =
1/e. A

El dltimo criterio que analizaremos compara el comportamiento de la serie con el de una integral deter-
minada por el término general.

Teorema 2.30 (Criterio de la integral). Sea ) -, a, una serie de términos positivos y decreciente para
la que a, = f(n) puede obtenerse a partir de una funcién f continua, decreciente y positiva, definida para
1 <z < oo. Entonces, existe la integral

/1(>O f@)dz = lim /1N flx)dx

N—o0

sty solo si la serie

o0
> fn)
n=1
converge.

Demostracion. Por las porpiedades de las sumas de Riemann, las sumas parciales de la serie aproximar
superior e inferiormente el valor de la integral:

ai

az

as

a4
an

AN +1

1 2 3 4 N N+1

Se tiene, de las sumas superiores,

N+1

SN:a1+a2+~-~+aN>/ flz)dx,
1
y de las sumas inferiores,
N
Sy —ai=as+az+---+an </ flx)dx + aq,
1

de donde
N+1 N
/ f(x)d$<51v</ f(x)dz +ay .
1 1

Por ello, tomando limites cuando N — oo y utilizando la definicién de integral como limite de sumas, si

(oo}
existe la integral impropia / f(z)dz, la serie es convergente y viceversa. O
1

16



Ejemplo 2.31. Las p—series aparecen frecuentemente en matematicas y son muy utiles en conjuncién con
los criterios de comparacién. Se trata de las series de la forma

1 _ .11 1
>E_ +2ip+§+...+ﬁ+...
n>1

donde p > 0 es un pardmetro (ndtese que para p = 1 resulta la serie arménica). Para p # 1, utilizando el
criterio integral con f(x) = 1/zP, se obtiene:

— dx =
P . 1—p

9

N1 zl=P N NP _q
/1 ‘1 1-p

luego, tomando el limite con N — oo,

/Nldazz 1/(p—1) s?p>1
. P %) si p<l1.

Por tanto, las p—series son convergentes cuando p > 1 y divergentes cuando p < 1. A

2.5. Series alternadas

Si tenemos una serie Zn21 a, con términos arbitrarios (positivos o negativos), siempre podemos obtener
a partir de ella una serie de términos positivos tomando valores absolutos, > -, |a,|. Podemos esperar
entonces obtener algiin tipo de informacién sobre la serie original estudiando esta nueva serie.

Definicién 2.32. Se dice que la serie ) | a, es absolutamente convergente si la serie asociada > -, |a,|
es convergente.

Una primera propiedad relacionando estos dos conceptos de convergencia, es la siguiente.

Proposicion 2.33. Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Demostracion. Sea ), - |an| convergente. Observemos que para cualquier n € N se cumple que a, < |a,|
y, por supuesto, 0 < \anT. Consecuentemente,

0 < ap+ |an| < 2|ay].

Por ser }_ -, |an| convergente también lo es 23~ -, |an| y en ese caso, el primer criterio de comparacién
(teorema [2.22) asegura que >, -, (an + |an|) converge. Pero entonces, la serie

Zan = Z(a'n +lan|) — Z |an|

n>1 n>1 n>1

también converge, pues es la diferencia de dos series convergentes. O
Ejemplo 2.34. La serie

o0 oo .

Z sin

Ap =
} : n2
n=1 n=1

es convergente. En efecto, se tiene que |a,| < 1/n? y, aplicando el primer criterio de comparacién con la
2—serie de término general b, = 1/n? (que es convergente, como se ha visto en el ejemplo [2.31]) resulta que
Y n>1lan| es convergente. La proposicién nos dice entonces que la serie converge. A
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Nota 2.35. Naturalmente, puede ocurrir que la serie anﬂln sea convergente sin que lo sea la serie
Y n>1lanl, y se dice entonces que la serie ), -, a, es condicionalmente convergentﬂ

Un caso particular de series arbirarias que aparece con frecuencia en el anilisis de Fourier lo forman las
series alternadas, en las cuales el término general va cambiando alternadamente de signo: a,, = (—1)"ay, o
bien a, = (-1)""*a,, donde a,, = |a,| > 0, como en

1 1 1
;(71)” 15:1f§+§+-.-.

El criterio mas importante para este tipo de series es el de Leibniz.
Teorema 2.36 (Criterio de Leibniz). Sea 3°, -, an = Zn21(—1)”’1an una serie alternada tal que:

1. La sucesion de términos en valor absoluto es decreciente: oy < auy_1.

2. El término general tiende hacia 0: lim, o a, = lim, o, o, = 0.
Entonces, es convergente.
Demostracion. Supongamos el caso a3 = a3 > 0 (el otro es andlogo). Por ser «a,, es decreciente, se tiene
an — apy1 > 0 para todo n € N. Agrupando las sumas parciales pares e impares como

Som = (01 — ) + (a3 — ag) + -+ - (am—1 — Q2m) ,
Somt1 = a1 — (a2 —az) — (a4 — as) — - — (Q2m — Q2m11)

resulta que (Sa,,,) es creciente y (So,+1) decreciente. Ademds, Sop, > 0, Somi1 < a1 ¥ Samt1 — Som =
aom+1 > 0, luego
0< SQm < S2m+1 <a,

y por el teorema ambas sucesiones convergen. Por dltimo, de lim, o |Sp — Sp—1| = im0 at, = 0,
resulta que las dos sucesiones de sumas parciales han de tener el mismo limite, lo cual implica que la sucesién
S, converge a él. O

Ejemplo 2.37. La serie alternada
1 1
S Yo e e
7;( ) n 2 + 3 4 +

cumple las hipétesis del criterio de Leibniz, luego es convergente. De hecho, es condicionalmente convergente,
pues la serie de valores absolutos asociada es la armdnica, que es divergente. A

2.6. Ejercicios

1. Probar que, si una sucesion tiene limite, éste es tnico.

2. Probar que toda sucesion convergente es de Cauchy.

3. Probar que si lim,,_, a,, = a y lim,,_, b, = b, entonces
lim (an, +b,) =a+b
n—oo

lim (apb,) = adb
n— o0

n— oo

(
lim (ap, —b,) =a—1"
lim (an/bn) =a/b, si by, b#0.
n— oo

2El nombre se debe a que en este caso la suma de la serie se puede modificar, alterando el orden de sumacién de los términos,
de manera que converja a cualquier nimero prefijado (este resultado es debido a Riemann), algo que nunca puede ocurrir con
las series absolutamente convergentes, pues en ellas la suma es tnica.
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4. Calcular el limite de las sucesiones siguientes:

a)
sinn
lim
noon

limvn2+3n+2—n
n

3 <n+a>n
lim
n n—1

5. Estudiar si las sucesiones siguientes son crecientes o decrecientes (o ninguna de las dos):

1
n!

b) bp=1+3+5+ -+ 3¢

¢) Calcular lim,, b,

a) a, =

6. {Es cierto que lim z,y, = 0 implica limx, =0 6 limy, = 07 ;Y el reciproco?

7. Calcular la suma de la serie

37’L

n>1
8. Estudiar el cardcter de las siguientes series:

a)

1
2 o/m1

n>1

n
2 w1

n>1

1
Z Of'n
n>1

9. Estudiar, segun los valores del parametro a > 0, el cardcter de las siguientes series:
a)
(2a 4+ 1)"
Z 2nn2

Bl

>
n>1
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10. Determinar la convergencia de las siguientes series:

a)

_1)»
Z(1n7)1

n>2

11. Determinar si la convergencia de las siguientes series es absoluta o condicional:

a)
5 ()" (n +2)

= n?(n+1)

Z cosnm
= n+1
12. Hans Castorp quiere escalar una montana de 1000m de altura. El primer dia sube 100m y se detiene
a dormir. Pero, mientras Hans duerme, la montafia (mdgica) crece de manera uniforme hasta alcanzar
una altura de 2000m, asi que Hans se encuentra al despertar a una altura de 200m. Al dia siguiente
sube 100m ma&s y, mientras duerme, de nuevo la montana crece, hasta una altura de 3000m, y asi
sucesivamente. Llegard Hans a la cima?.

13. Aquiles es capaz de recorrer 10m en 1 segundo. La tortuga sélo es capaz de desplazarse 1m en ese
mismo tiempo. Sin embargo, Zenén argumenta que si Aquiles le da una ventaja de 10m a la tortuga,
nunca la alcanzard. Pues en el primer segundo, Aquiles se encontrard en la posicién inicial de la tortuga,
mientras que ésta ya estard a 10+1/10m de la salida. Aquiles tarda 1/10s mé&s en alcanzar esa posicién,
pero para entonces la tortuga ya se encuentra a 1 +1/10 4+ 1/100m. Y asf sucesivamente.

a) Calcular, usando cinemética elemental, el tiempo que Aquiles tarda en alcanzar a la tortuga y a
qué distancia del punto de salida (de Aquiles) ocurre esto.

b) Calcular la suma de la serie que da las distancias sucesivas entre Aquiles y la tortuga y comparar
el resultado con el obtenido en el item precedente.
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3

Series funcionales. Convergencia uniforme

Este capitulo cierra los preliminares que necesitamos sobre sucesiones y series estudiando el caso funcional.
El objetivo principal es probar un teorema referente a la posibilidad de derivar una serie término a término
(el teorema , que serd clave en la justificaciéon del método de separacién de variables que veremos en el
capitulo[f] Otro resultado de fundamental importancia que obtendremos es el criterio de Weierstrass para de-
terminar la convergencia uniforme de una serie de funciones, que tendremos ocasién de aplicar repetidamente
més adelante.

Referencias adecuadas para este capitulo son los textos [2 4]. El capitulo 2 de [5] también contiene una
interesante discusién acerca de la continuidad uniforme.

3.1.  Convergencia uniforme de sucesiones de funciones

Sea (fn)n>1 una sucesién de funciones con f, : [a,b] = R, n € N. Se dice que converge puntualmente a
una funcién f : [a,b] — R en el intervalo [a, b] si para cada x € [a, b] se tiene que

i f(2) = (@),

es decir, la sucesién de nimeros reales (f,)n>1 converge a f(x) € R. Recordemos que esto quiere decir,
para cada x € [a,b], que fijado un £ > 0 existe un ng € N, dependiente de z y de ¢, tal que si n > ng,
|fr(x) — f(z)| < e. Sin embargo, puede suceder que este ng(x,e) varfe de manera extrema con z. La nocién
de convergencia uniforme surge como una manera de garantizar que este comportamiento no ocurra y ng
s6lo dependa de e: ng = ng(e).

Definicién 3.1. La sucesién (f,) converge uniformemente a la funcién f : [a,b] — R en el intervalo [a, b] si
para cada ¢ > 0 fijado, existe un ng € N tal que, si n > ng,

[fa(@) = f(z)| <€,
para cualquier = € [a, b].

Ejemplo 3.2. Consideremos f,(z) = z" en [a,b] = [§,1]. Para cada x € [1,1], se tiene que (f,) = (z") es
convergente como sucesién de nimeros reales. De hecho,

) 0 sit<z<l
lim 2™ = A
n—»00 1 siz=1



luego (f,) converge puntualmente a la funcién

f(x){o sil<az<l1

1 siz=1

Sin embargo, la convergencia no es uniforme. La condicién |f,,(z) — f(z)| < €, cuando z € [L, 1], se traduce
en 2" < ¢, esto es, ng > loge/logx. Ahora bien, para £ > 0 fijo, podemos tomar z tan préximo a 1 como
queramos, es decir, log z tan préximo a 0 como se quiera y, consecuentemente, variando x € [%, 1[ forzamos a
que n tenga que ser mayor que cualquier nimero preasignado. Ningiin ng € N sirve para todo x € [%7 1. A

Ejemplo 3.3. Sean [a,b] = [0,1] y la sucesién (f,,) = (1 4+ x/n). Se tiene que (f,) converge uniformemente
a la funcién constante 1 en [0, 1]. En efecto, la condicién |f, () — f(z)| < € es ahora £ < ¢, y esto se cumple
para todo n > ng si se toma ng > 1/e, pues en ese caso:

x T
- < —<ex<e
n no

(ya que 0 < z < 1). Fijémonos en que la condicién ng > 1/¢ sélo depende de € y no de x. A

Otra forma 1til de ver la convergencia uniforme consiste en la siguiente definicién equivalente: (f,,) converge
uniformemente a f : [a,b] — R en [a, ] si la sucesién (m,,), donde

my, = mix |f(z) — ()],
z€la,b]

tiene lim,, oo m, = 0.
Nota 3.4. Geométricamente, m,, es la maxima distancia vertical entre las graficas de f,(x) y f(x).

Ejemplo 3.5. Si [a,b] = [0,1] v fn(z) = 2™(1 — ), resulta que (f,) converge uniformemente a la funcién
idénticamente nula en [0, 1]. En efecto, se tiene que

n — A "1 - = A "(1- = i n
my = mix [o"(1- )| = mix (a"(1-2)) = méx fu(e)

Derivando, se ve que el maximo se alcanza en z = n/(1 + n):
0= fi(z) =na" (1 — ) — o™,

de donde
—(n+1)z" +nz" 1t =0.

m":f"<1+n) - <1+n) <1_1—|—n>

B n " 1 - n"
S \1l+n 1+n) (1+4mn)ntt’

lim m, =0.
n—oo

Por tanto:

y es claro que

A

Una pregunta importante es la siguiente: si (f,,) es una sucesién de funciones con una cierta propiedad, y
(fn) converge a una funcién f en algtin sentido, { Cudndo podemos asegurar que f tiene esa misma propiedad?
En el caso de que la propiedad sea la continuidad por ejemplo, vemos que la convergencia puntual no es
suficiente. En el ejemplo las funciones f,(z) = 2™ son continuas para todo n € N, pero su limite puntual
no lo es. Esto no ocurre con la convergencia uniforme.
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Teorema 3.6. Sea (fy) una sucesién de funciones tal que f, : [a,b] = R es continua para cada n € N. Si
(fn) converge uniformemente a f : [a,b] = R en [a,b], entonces, f € C([a,b]).

Demostracion. Supongamos que o € a,b[ (los casos xg = a, r¢9 = b se razonan andlogamente). Dados
cualesquiera n € Ny z € [a, b], se tiene que
[f(@) = f(xo)l = |f(@) = fule) + fulz) = fulzo) + fulzo) — f(20)] (3.1)

< f@) = fu(@)] + | fo(@) = fa(xo)| + | fu(o) — f (o)l

Por la convergencia uniforme de (f,) a f en [a,b], dado € > 0 existe un ng € N tal que si n > no,
|fr(x) — f(z)| < €/3 para todo x € [a,b]; en particular, también es | f,,(zo) — f(z0)] < &/3 si n > no.

Por otra parte, para cada n € N es f,, continua, luego dado €/3 > 0, existe un § > 0 tal que si |z — zg| < 4,
es |fn(x) — fn(zo)] < /3. En definitiva, dado cualquier € > 0, tomando n > ng existe un > 0 tal que si
|z — 2| < 6, se tiene (sustituyendo en (3.1)):

@) = f@) S S+ 45 =%,

luego f es continua en xy. O

Si la propiedad en cuestion es la integrabilidad, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.7. Sea (f,) una sucesién de funciones tal que f, : [a,b] — R es integrable en [a,b] para cada
n € N. Si (fn) converge uniformemente a f : [a,b] = R en [a,b], entonces, f € R([a,b]) y

b b b
lim / fn= / lim f, = / I
n—oo [, 0 M0 a

Demostracion. Veamos primero que el limite f es integrable. Dado € > 0, por ser f,, — f uniformemente,
existe un ng = ng(e) € N tal que si n > ng:

56) = 120 < 35

para todo = € [a,b]. Entonces, para cada P € P([a,b]) se tiene:

S(f—fu,P) = ZMf*fn([xivmiJrl])(xH*l — ;)

7

< ?,(l)ga)zi:(x”l — i) = 3(bia)(b—a) = g,

y, andlogamente, L(f — f,, P) < €/3. Para este ng = ng(e), elegimos una particién P. € P([a,b]) de tal
manera que si P < P., se verifique S(f,, P) — L(fn, P) < €/3 (esto se puede hacer por ser f, integrable,
aplicando el criterio de integrabilidad de Riemann). Para cada una de estas particiones, ocurre que (por ser
S(f+g9.P)=2S(f,P)+S(g,P) y L(f +g.P) < L(f, P) + L(g, P)):

< £+5+5=¢,

luego f es integrable en [a, b].
Para probar la segunda parte, definamos las funciones

%wzfnwm
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y sea ¢ > 0 fijo. Elegimos un ng € N tal que

3

£al8) = 1)) < 555y

_a)

para todo n > ng, t € [a, b] (se puede hacer por ser f,, — f uniformemente). Si x € [a, b], tenemos que

/fn dt—/f dt‘ /|fn — f()]dt

—(b— )<2<€

|gn('r) -

(b—a)

que es la propiedad del enunciado. O

Como toda funcién continua es integrable, se tiene un corolario inmediato.

Corolario 3.8. Sea (f,) una sucesion de funciones tal que fy : [a,b] — R es continua en [a,b] para cada
n € N. Si (f,) converge uniformemente a f : [a,b] — R en [a,b], entonces, f € R([a,b]) y

b b
lim fn= / I
n—oo a a
También podemos probar un resultado analogo para el caso de la diferenciabilidad.

Teorema 3.9. Sea (f,) una sucesion de funciones tal que f, : [a,b] — R es de clase C*([a,b]) para todo n €
N. Supongamos ademds que (f},) converge uniformemente en [a,b] y que (fn) converge (no necesariamente
uniformemente) a f : [a,b] — R. Entonces, f es diferenciable en [a,b] y para todo x € [a,b]

fulz) = lim f)(x).

n—oo

Demostracion. Supongamos que (f)) converge uniformemente a F : [a,b] — R. Por el corolario para

cualquier x € [a,b] es
lim / i :/ F, (3.2)
n—oo a a

x

[ f = 1 (o)~ fula). (3.3)

n—roo a

y por el teorema fundamental del cdlculo

Como, por hipétesis, cada f, es continua:

i (fn(z) = fn(a)) = f(z) = f(a), (3-4)

n—oo

y de , y resulta:
f@) - fa) = [ F. (3.5)

Por otra parte, como cada f/, es continua y (f}) converge uniformemente a F, por el teorema es F

continua, luego fam F derivable. Entonces, derivando en (3.5)):

J'(@) = F(a).
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3.2.  Convergencia uniforme de series de funciones

Consideremos las funciones u, : [a,b] — R. Se tiene definida puntualmente una funcién S,, por
n
Sp(x) = Zuk(x)
k=1

Si S,, — f puntualmente en [a,b] se dice que >, -, u, converge puntualmente a f en [a,b].

Definicién 3.10. La serie ) . u, se dice que converge uniformemente a una funcién f : [a,b] — R en
[a, ] si la sucesién (S,,), formada por las funciones sumas parciales

n

S(@) =ur(z) + ... +un(z) =Y up(2)

k=1
converge uniformemente a f en [a, b].

De nuevo, puede ocurrir que una serie converja puntualmente a una funcién, pero que no lo haga puntual-
mente.

Ejemplo 3.11. Sea [a,b] = [0, 1] y consideremos uy,(z) = nae " — (n— l)xe*("’l)“j, o sea,
up(x) =2 (ne‘”“'2 —(n— 1)6_(”_1)‘”2) )

(las series cuyo término general son de este tipo se denominan telescdpicas). Se tiene que

> uk(x)
k=1

=ze™® + (2906_2””2 - xe‘ﬁ) + (3336_?“2 — 23:6_%2) + .. +nze ™

Sn(x)

_ 2
= nxe ™"

Pero entonces, con z € [0, 1], tomando limites resulta:

lim S,(z) = lim nae " = 0,
n—-+oo n—-+oo
luego (S,,) converge puntualmente a la funcién idénticamente nula en [0, 1] y podemos decir que > u, =0
puntualmente. Sin embargo, la convergencia de la serie no es uniforme. De hecho, si fuese > ., u, =0
uniformemente en [0, 1], tendrfamos que fijado un € > 0, existirfa un ng € N tal que si n > ng, |S,(z)| < ¢
independientemente de = € [0, 1]. En particular (tomando x = 1/4/2n), esto implicarfa que:

S, (1 )‘_n e_;—\/ﬁe_5<5
"\ V2n Von 2 .

Pero es obvio que eligiendo n > ng suficientemente grande (por ejemplo, n > 2es? o, mejor dicho, n >
max{no, 2ec?}) se puede hacer que \/ge_% > e. A

Se tiene, sin embargo, el siguiente corolario del teorema 3.6

Teorema 3.12. Sea (u,) una sucesion de funciones tal que uy, : [a,b] — R es continua para cada n € N. Si
Y n>1 Un converge uniformemente a f : [a,b] — R en [a,b], entonces, f € C([a,b]).

Naturalmente, también estdn los corolarios de los teoremas [3.7] y [3-9]

Teorema 3.13. Sea (u,) una sucesion de funciones tal que u, : [a,b] — R es integrable para cada n € N.
Si Y, 51 Un converge uniformemente a f : [a,b] — R en [a,b], entonces, f € R([a,b]). Ademds,

b o0 00 b b
E Up = 5 / Un = / f
n=1 n=17¢a a

a
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Teorema 3.14. Sea (u,) una sucesion de funciones tal que u, : [a,b] — R es de clase C*([a,b]), >, < Un
converge puntualmente a f : [a,b] = R y ademds Y, ul, converge uniformemente en [a,b]. Entonces, f
es el limite uniforme de 3, -, uy, en [a,b] y para cada x € [a, b]:

< (Zun@)) =3 ) = @)

n=1

Nota 3.15. Estos teoremas se suelen enunciar diciendo que si una serie converge uniformemente, entonces
se puede derivar e integrar término a término.

3.3. El criterio M de Weierstrass

A continuacién veremos un criterio muy ttil en la practica para determinar la convergencia uniforme de
una serie, el criterio de mayoracién (o criterio M) de Weierstrass.

Teorema 3.16 (criterio M). Sea (u,) una sucesién de funciones tal que u, : [a,b] — R. Si eriste una
sucesion de nimeros positivos (My,) (M, >0 , para todo n € N) tal que para cadan € N y x € [a,b] se tiene

jn(2)] < My, (3.6)
y ademds, Y. -, M, converge, entonces, la serie ), -, u, converge uniformemente en [a,b)].

Demostracion. Para cada n € Ny z € [a,b], consideremos la suma parcial S,,(z) = > _; uk(z). Llamemos
también s, (z) = >.;_; M. Si m > n, se tiene que

m

Sm(@) = Sn(x) = > u(2)

k=n-+1

y de aqui, tomando valor absoluto y aplicando la desigualdad triangular junto con la hipétesis (3.6)):

S (@) = Sp(@)| < Y Jur(@)| < Y My = [sm — sa. (3.7)
k=n+1 k=n+1

Sea ahora un € > 0 fijo. Como ZZ=1 Mj, converge, la sucesiéon de sus colas tiende a 0, luego podemos
encontrar un ng € N tal que si m > n > ng, es

|Sm — Sn| = Sm — S < €.

Por tanto sutituyendo en (3.7), dado & > 0 fijo, existe un n = ng(¢) € N (independiente de = € [a,b]) tal
que si m > n > ng, es |Spy(x) — Sp(z)| < €, para todo z € [a,b], es decir , para cada z € [a, b], la sucesién
(Sn(z)) es de Cauchy, luego convergente y esto con la misma ny € N (independientemente de x). Asi, (S, (x))
converge uniformemente. O

Ejemplo 3.17. La serie ), -, 2" /n! converge uniformemente en [—1, 1]. En efecto:

n

si —1<x<1:

n!

S*:Mna

n!

y es inmedaito que la serie Y ° M, converge (por ejemplo, por el criterio del cociente); de hecho, una
prueba rapida y sucia se basa en que e” es una funcién analitica en toda la recta y, por tanto, coincide con
su desarrollo de McLaurin, e* =3 - 2"/n!, de donde (evaluandoen x =1) e =) 1/nl. Asi:

“+o0 “+oo 1
Z M, = Z - =e
n=0 n=0 n:
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Ejemplo 3.18. Para todo p > 1, la serie ), sinkx/kP converge uniformemente en todo R. En efecto, se
tiene: -

sin nx 1
jun(@)] = [ < = = My,
donde la serie Zn21 M., es la bien conocida p—serie , convergente si p > 1 (ejemplo [2.31]). A

Ejemplo 3.19. Supongamos que Zn21 an es una serie de términos positivos convergente. Consideremos la
sucesién (uy,) = (a, cosnz/n). Se tiene entonces que

|un ()| = ‘a—ncosnx‘ < a—n,Vac € R,Vn € N.
n n

Llamando M,, = a,/n, de la convergencia de Zn21 a, es inmediato que la serie de términos positivos
> n>1 M, también converge. Por el criterio M de Weierstrass, la serie

+oo

Qp
E — COS NI
n

n=1

. [ . . / _ .

es uniformemente convergente en todo R. Ademds, de la serie derivada }_, -, uj,(z) = >, 5, —ansinnz,

también se tiene |u, ()| < a,, para cualesquiera € N y 2 € R. De nuevo el criterio M nos dice que
;L . . :

Y on>1Up = D ,>1 —ansinna es uniformemente convergente y, por el teorema si

+o00o a
flx) = Z — cosnx,

n

k=1
entonces,
“+oo
flz) = Z(fan) sin n.

n=1

3.4. Ejercicios

1. Determinar para qué valores de la variable x las sucesiones de funciones cuyo término general se da a
continuacién son puntualmente convergentes, y hallar su limite.

(a)
fn(x) — .731/(2“71) )

(b)
1=

ful) = T

()

fn(z) =sinnx.

2. Probar que la sucesién (la)) del ejercicio precedente no es uniformemente convergente en |0, 1[, pero si
lo es en cualquier intervalo [a, ] con 0 < a < b.

3. Probar que la sucesién ([1b]) del ejercicio [1| no es uniformemente en | — 1, 1], pero si lo es en cualquier
intervalo [—a,a] con 0 < a < 1.

4. Consideremos la serie funcional telescépica con término general

fo(z) =2 (nQe_’”” —(n— 1)26—(71—1)1) '
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(a) Probar que la serie es puntualmente convergente en [0, co[ y hallar su suma.
(b) Probar que la serie no es uniformemente convergente en [0, col.
(c¢) Probar que la serie es uniformemente convergente en cualquier intervalo de la forma [a, oo, para

a > 0.

. Una sucesién funcional (f,), con f, : A C R — R, se dice que estd uniformemente acotada en A si
existe un M > 0 tal que |f,(z)| < M para cualesquiera n € N, z € A.

(a) Probar que si las funciones f, estdn acotadas y la sucesién (f,,) es uniformemente convergente en
A, entonces (f,) estd uniformemente acotada en A.

(b) Probar que si las funciones f,, estdn acotadas y la serie > -, fu () es uniformemente convergente
en A, entonces, la sucesion (Sy) de sumas parciales estd uniformemente acotada en A.

. Consideremos la sucesién de funciones con término general

fule) = -
)= —5—.

" n? + 2

(a) Demostrar que (f,,) es convergente en R y hallar su limite.

(b) Probar que (f,) no es uniformemente convergente en R.

(¢) Comprobar que, si f = 1lim, e fn,

f = lim fn,

n—oo

para todo x € R (esto muestra que la convergencia uniforme no es una condicién necesaria para el
intercambio de limite e integral).

. Se considera la sucesion de funciones con término general

(a) Determinar los valores x € R para los cuales (f,,) converge y calcular el limite f = lim,, f,.
(

Hallar los valores x € R para los cuales (f],) converge y calcular el limite g = lim,, f}.

(c

)

b) Estudiar la convergencia uniforme de (f,,).
)

(d) Calcular f’ y compararla con g.
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4

Series de Fourier

Como se discutié en el capitulo introductorio, a toda funcién f , periédica con periodo T' = 27, se le puede
asociar una serie trigonométrica

ap >
flt) ~ 5 + nz::l(an cosnt + b, sennt), (4.1)

llamada la serie de Fourier de f. Hay dos cuestiones importantes referentes a esta asociacién. La primera es
cémo calcular los coeficientes a,, b,, y la segunda es qué relacién existe entre los valores de f(t) y la suma
de la serie para cada ¢ (en caso de que sea convergente). La segunda es de cardcter tedrico y mucho més
dificil que la primera, por lo que le dedicaremos el capitulo siguiente. Ahora, lo que nos va a interesar es
como obtener a,, b,.

Las referencias utilizadas para la elaboracién de este capitulo son [II, 2| Bl [6]. La primera y la tltima
contienen numerosos ejemplos resueltos.

4.1. Coeficientes de Fourier

Veamos un argumento heuristico que nos conducira a las expresiones

ap = — f(t) dt; ap = — f(t)cosnt dt, b, = — f(t) senntdt, n>1,
T J)_n T ) _n T )
para los coeficientes de Fourier asociados a f. El cdlculo que haremos se basara en las llamadas relaciones

de ortogonalidad de las funciones trigonométricas:

—T

T 1 T s 1 T
/ cosntdt = —sennt|] =0 'y / sennt dt = —(—cosnt)| =0,
- n

o n o
de las cuales se deducen

s 1 T
/ cosntsenmt dt = 3 / (sen(m —n)t +sen(m +n)t) dt =0; Vn,m

—T —1T

™ 1 ™
/ cosntcosmt dt = 3 / (cos(m —n)t +cos(m+n)t)dt =0; Vn#m (4.2)

—T

3

us 1 T
/ senntsenmt dt = 3 / (cos(m —n)t —cos(m +n)t) dt =0; Vn#m.

—T —T



Para el caso n = m se tiene
us 1 s s T
/ cos®mt dt = — / (14 cos2mt) dt =, / sen’ mt dt = / (1 — cos®mt) dt = 7.
-7 2 —7 -7 —

Supongamos que en (4.1]) se da la igualdad. Integrando ambos miembros y admitiendo que se puede inter-
cambiar el orden de integracion con la suma de la serid'}

s B 71'@ o0 T ]
Wf(t)dt—/iﬂ . dt+;(an/ﬂcosntdt+bn

Multiplicando (4.1) por cosmt e integrando:

s
sen nt dt) = C;—O2W =agm.

—T

T s
f(t) cosmt dt = a,, / cosmt cosmt dt = a,, .
—7

—T
Finalmente, multiplicando (4.1) por senmt e integrando:
s s
f(t)senmt dt = by, / senmt senmt dt = b, 7.
—T —T
Nota 4.1. Las integrales no cambian si se realizan entre otros extremos siempre que éstos definan un periodo

de f.

Ejemplo 4.2. Consideremos la funcién

ft) =

0 —7<t<O0
1 0<t<m,

—T 0 s 2

extendida periodicamente con periodo 27 (esta funcién se conoce como un pulso cuadrado). Se tiene, por
calculo directo, para n # 0,

1 sennt|™

0

T 1 0 ™
ay, = — f(t)cosntdt:—</ 0dt+/ COSTLtdt>:
_,r m 0

m -

™ n

Para n = 0 la expresién precedente no es vélida (se anula el denominador), de modo que el calculo debe
hacerse aparte:

1 (" 1 [7 1
ag = — f(t)dt:—/ ldt=—-n=1.
T T Jo s
Para calcular b,, hacemos
1 (" 1 [7
b, = f(t)sennt dt = — sennt dt
™ —r Vs 0
1 —cosnt |~ 1
= ——| = —[-(-1D)"+1].
T n 0 mr[ (=1)" +1]
O sea:
0 si n es par
b, =

2/nm sin es impar.

1El estudio de las condiciones bajo las cuales este paso es posible ocupard el siguiente capitulo.
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Con todo esto, la serie de Fourier del pulso cuadrado es

f@t) ! + 2 i ! (2k — 1)t
~— 4+ = sen(2k — 1)t.
2w 2k —1
k=1
A

Ejemplo 4.3. Consideremos la funcién onda parabdlica f(t) = t2, en | — 7, 7| y extendida periédicamente
con periodo 27. En este caso:

I 2 283" 2n°

ap = — tydt== [ t*dt= =—
°T 7 e 1® ™ /0 s 3 3
También, para a,, con n > 1, una integracion por partes muestra que
1 [" 2 [T 4r(—1)"
Op = — f(t)cosntdt:—/ t2cosntdt:L2).
Vi —r i 0 n

Un célculo analogo nos proporciona

1 [ . L7 5.

by = — f(®)sinnt dt = — t“sinnt dt = 0.

T J_ . T ) .

En definitiva, para la onda parabdlica la serie de Fourier es
% Z cos nt .
A

4.2. Periodos arbitrarios

Hasta ahora hemos considerado el caso en que la funcién a estudiar es periddica de periodo T = 2.
; Qué ocurre si el periodo T es arbitrario?. Para Verlo sea f una funcién periédica de periodo T, es decir,
f(t+T) = f(t) para todo ¢. Haciendo el cambio t = s_u resulta una nueva funcién f(u) = f(Z=u) periédica

de periodo 27:
Flut 2m) = (5otu+2m) = e+ T) = 10 = £ (320) = Fw.

Entonces, tendremos el desarrollo

T ap >
f (%u> > + ;(an cosnu + b, sennu).

Deshaciendo el cambio, resulta la serie de Fourier de una funcién periédica con periodo T arbitrario:

- 2 2
ft) ~ 50 nz:: ( cos n?t + by sennTt> (4.3)

siendo

2 2

?/ cosn%t dt, n>0, (4.4)
Y T/2

2 2

—/ senn—ﬂ-t dt, n>1. (4.5)
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Ejemplo 4.4. Para la funcién f(t) = t en el intervalo | — 2,2[ y extendida periodicamente con periodo
T = 4, los coeficientes de Fourier son, en el caso de los a,,:

1 /2 12
ao:f/ tdt=0, an:f/ tcosnztdt:O,
2 ) 5 2/ 5 2
y para los by,:
1 [2 T 17 2 T2 2 [? T 4
bnzf t *tdt:*{ti — 7t‘ e *tdt = — _1 n—17
2/_2 en g 2 mr( o8ty )72+n7r _2008n2 mr( )

con lo que se obtiene el desarrollo en serie de Fourier

£ Z%Z %sen ngt.

A

Ejemplo 4.5. La funcién f(t) =t — [t], es periddica con periodo T = 1. Considerando el intervalo ]0,1[ en
el cual f(t) =t se obtiene:

2 [t 2 [t 2 [t 1
aozf/ tdt =1, an:f/ tcos n2wt dt = 0, bn:f/ tsen n2rt dt = ——
L Jo L Jo 1 Jo

nm

luego la serie de Fourier asociada a f serd

I 11
f(t):g—gnzlgsen%mt.

4.3. Paridad y desarrollo en semiintervalos
Las funciones con paridad definida admiten desarrollos en serie de Fourier particularmente sencillos. Esto

se debe a que, si f;, es una funcién par el valor de su integral en un intervalo simétrico alrededor del origen
es el doble que en uno de los seminitervalos:

" p) dt = z/af(t) at (4.6)

mientras que si f es impar, su integral en un intervalo simétrico se anula:

a 0 a a a
Fydt= [ fyde+ / £(t) dt = — / £(t) dt + / F(t)dt = 0. (@7)
—a —a 0 0 0
Resulta entonces que una funcion par sélo tiene términos con cosenos en su desarrollo de Fourier, mientras

que una funcién impar sélo tiene términos con senos, como se pudo comprobar en el ejemplo Este es el
contenido del siguiente resultado.

Teorema 4.6. Sea f una funcion periodica con periodo T. Si f es par su serie de Fourier asociada es
a = 2
0
t) ~ — —t 4.8
f(@) 5 +nE:1ancosnT (4.8)

donde

4
ap = —
T

T/2 9
/ f(t)cosn—ﬂ-tdt, n>0.
0 T
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Si f es impar su serie de Fourier es

> 2
t) ~ b, —t 4.
f(@) 321 sen n— (4.9)
donde T
4 2
=g | IO senn%tdt, n>1.

Demostracion. Si f es par, el producto f(t) sen n%’rt es impar, mientras que f(t) cos n%”t es par, asi que:

2 [T/ 2
bn:—/ ft)sen n—tdt =0,

T —T/2 ( T

2

T/ 2 4 (72 2
n =7 /T/2 f(t) cos nTt dt = T/o f(t) cos n?t dt.

El célculo si f es impar es andlogo, teniendo en cuenta que ahora el producto f(t) sen n%”t es par y
f(t) cos n2%t es impar. O

Ejemplo 4.7. La funcién f(t) =t en | — 7, 7], prolongada con periodo 2, define un tipo de sefial que se
denomina diente de sierra. Se trata de una funcién obviamente impar, de modo que para calcular su serie
de Fourier sélo hay que considerar los coeficientes b,,. Ahora bien:

2 ™ -1 n—1
b, = / tsennt dtzQL7
0 n

3|

de modo que

ft) = Qi ﬂ sennt.
n=1

n

A
El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la linealidad de la integral.

Proposicion 4.8. Los coeficientes de Fourier a,, b,, de una funcion definida como una suma f = f1 + fo,
son la suma de los correspondientes coeficientes de f1 y fa en el mismo intervalo.

Demostracion. En efecto, basta considerar que, por ejemplo
™ ™ ™
ap, = f(t) cos ntdt = f1(t) cos ntdt + fa(t) cos ntdt = (a1)n + (a2)n -
—Tr —T —T

Lo mismo ocurre con los coeficientes b,,. O

Este resultado se puede aplicar a funciones expresadas como superposicién de dos que tienen simetria
definida. De hecho, toda funcién se puede expresar como suma de una par y una impar (con la descomposicién

f(@) = (f(z) + f(=2)) /2 + (f(2) = f(=2))/2).

Ejemplo 4.9. Consideremos las funciones

—ksi —m<zxz<0,

ksi0<z<m,

O0si —m<z<0,

2ksi0<x <,
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La funcién f es impar, de modo que su desarrollo sélo contiene senos:

flz) = Z by, sin nx
n=1

donde
: " Ly
by, = — ksinnxdx—i—/ k‘sinnxdxz?(n—> .
—T 0
O sea:
0 si n par
b, =

2 . .
5 SLnolmpar.

que conduce al desarrollo

flz) = % Z sin éinf—ll)x .
n=1

Como consecuencia de la proposicién, para el pulso rectangular g tenemos que

o) = S@) 4 k= oy oy L)
n=1

A

Si tenemos una funcién definida en un semiintervalo de la forma |0, L[, y queremos representarla mediante
una serie de Fourier, hay dos formas de hacerlo. Una de ellas es extender f a todo el intervalo | — L, L[ de
manera par y luego a todo R con periodo 2L, lo cual conducira a una serie de Fourier en cosenos, y la otra
es extender f de manera impar a | — L, L[ y luego periédicamente con periodo 2L a todo R, lo cual dard
lugar a una serie de Fourier en senos, segin se acaba de ver en el apartado precedente.

En el primer caso, de acuerdo con las férmulas para el desarrollo con periodo arbitrario , tendremos

0o 9 L
f(x):%—i—?;ancos n%x , an:z/o f(z)cos n%a@dx7 n>0,
y en el segundo
oS 2 L
fz) ~ ;::1 b, sen n%x , b, = Z/o f(z)sen n%x dux, n > 1.

Ejemplo 4.10. Desarrollemos f(x) = x en el intervalo ]0,2[. En primer lugar, en serie de cosenos; tenemos
que haciendo L = 2 en las férmulas anteriores:

9 [2 2
aO:f/ xdac:ﬂlL
2 Jo 2

y también, para n > 1, integrando por partes,

0

2 nmT 4
an = [ xcos——dr=——(cosnm —1).
0 2 nem

Asi, podemos escribir

4 XK (-1)"—=1  nmx 8 — 1 (2n + )7z
f(x):1+—zz cos — :1——2;(2n+1)2605 :



Por lo que respecta al desarrollo en serie de senos, tenemos

2
4
by, = / tsin =L dy = ——(=1",
0 2 nm
y por tanto:
4 & (- g
flx) = = nZ::l L sin——

A

Nota 4.11. Dado que tenemos la posibilidad de hacer dos desarrollos distintos para la misma funcién, cabe
preguntarse cudl de los dos converge mas rapidamente desde el punto de vista numérico. En general, la
respuesta depende de las caracteristicas de la funcién. En el ejemplo precedente, converge méas rapidamente
el desarrollo en cosenos, a la vista de los denominadores de los coeficientes en ambas series.

4.4. Series de Fourier complejas

La serie de Fourier compleja busca un desarrollo para f no en términos de funciones trigonométricas, sino
de la exponencial compleja, en la forma

f(x): Z Cneinac,

n=-—o0o
donde ahora los ¢, son niimeros complejos.
Utilizando las conocidas férmulas de Euler
ezt + e—zt ezt _ 6—zt
cost= , sint=

podemos hacer las sustituciones siguientes en la serie de Fourier para f:

ao > .
f(z) =9 + Z(an cos nx + by, sin nx)

n=0

ao & eina: + e—inw ein;r _ e—inx
_% . b :

2 " 7;0 (a 2 T 2i )
_%0 c- an — iby inz |, On ibn, —inz
=5+ ( o gine It

oo
— E cne’L'ﬂI ,

n=-—oo
siendo
— sin=0,
an — iby .
Cp = sin=1,2,3,...
2
a_, +1b_,



Teniendo en cuenta las expresiones explicitas para los coeficientes a.,, b, en términos de f, podremos poner
para n positivo

. _ap — by
" 2
—L [ sin na) f(2)d
“o ) cos nz — isin nx) f(z)dz
1 T
=— e f(x)de .
2

—T
Para n negativo el célculo es completamente anédlogo:
a, + ib,
Ty
1 us
o ),
1 s

:% -

(cos (—nx) + isin (—nz)) f(x)dx
e~ f(x)dx .

En definitiva, el calculo de los coeficientes complejos de Fourier se puede hacer como
1 K

=5 » e~ f(z)dx,

Cn
expresion que es valida tanto para n = 0 como para valores positivos y negativos.
El siguiente ejemplo ilustra algunas dificultades que pueden surgir al calcular una serie de Fourier compleja
(que son parecidos a los que se dan al calcular ag y a, con n > 1 en series reales).

Ejemplo 4.12. Supongamos que queremos desarrollar en serie compleja de Fourier la funcién f(¢) = sint,
que es periddica con periodo 27. Calculamos:

1 T .
Cn =— e~ f(t)dt
v=g e
1 (™ _.
=— e " sin(t)dt
2 J_,
1 eifrn _ e—iﬂn
Tom ( n?—1 ) )
Esta expresion es cero a no ser que n = 1 6 n = —1. Pero en estos dos casos, el denominador se anula y
por tanto no es vélida. ;Cémo obtener ¢; y ¢_17. Una manera de hacerlo consiste en hacer el cdlculo para
¢=1406 (y c = —140) y luego tomar el limite con 6 — 0 en el resultado. Por ejemplo, para ¢; procederfamos

como sigue:

1 eiTr(l-i—(S) _ e—'i‘n'(l-‘ré)
“”‘%( (1402 -1 )

B 1 76“1-5 +efi7r5

om\ (140)2-1 )"
Haciendo uso de que cosd — 1 y sind — 0 si 6 — 0, podemos poner

_}1 —1—imd+1—ind

¢ el
1 o 1+26—1

_ 1 (=m0

2w\ 26

1

S 20
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Un célculo completamente andlogo muestra que

1

c.1=——.
27
Con esto, la serie de Fourier compleja de sint es la que cabia esperar:

e e

2

it —it
sint = ———

A

Haciendo la misma sustitucion de las formulas de Euler en las expresiones para la serie de Fourier real con
un periodo T arbitrario, llegamos a las expresiones

o0
in 2w
flz) ~ E CpeMmTT
n=—oo
donde los coeficientes estan dados por

1 [T n2s
Cn = = ft)e ™ Tt dg.
T /—T/2

4.5. Ejercicios

1. Dibujar las gréficas de las funciones siguientes y calcular las series de Fourier correspondientes:

a)

f(t):{_l si —1<t<0

1 si 0<t<1

f(t):ma tG]—l,].[

d)
fity=t> te[-n7]

2. Calcular el desarrollo de Fourier de f(t) = e’ en]—1,2].
3. Determinar un polinomio de tercer grado definido en |-, 7[ sabiendo que admite el siguiente desarrollo
en serie de Fourier:
(—1)™sinnt
>
n>1

4. Desarrollar en serie de Fourier

1

— si |t <e
ry={ 2 oM

0 si e<l|t|<7
y estudiar el comportamiento de la serie cuando € — 0.

5. Desarrollar en serie de Fourier las funciones siguientes:
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a) Onda semirectificada:
sint si 0<t<nm
0 si —7w<t<O0.

b) Onda rectificada
f(t) =|sint|.

¢) La funcién
f(t) =sint,

en serie de cosenos en el intervalo [0, 7].

6. Demostrar que

1 —1)"nsinnt
tcostz—isint—FQZ( )"nsinn —m<t<T.

nz—-1 "~
n>2

7. Una funcién f(t) definida sobre R se dice que es antiperiddica si f(t+T) = — f(t) para cualquier ¢t € R.
Se pide:

a) Probar que una funcién antiperiédica es periédica de perfodo 2T

b) Probar que la serie de Fourier asociada es de la forma:

(2r — 1)mt . (2r=1)mt
r— ———— + boy_ —_— .
; {ag 1 COS T + 02,—1 SIN T

¢) Hallar la serie de Fourier de la funcién

{f(t):t si 0<t<1
fE+1) =—f(t).

8. a) Probar que si una funcién f(¢), definida sobre (—m, ), verifica

{f(t)zf(w—t) sit>0
f@&)=f(—m—t) sit<O,

entonces su desarrollo en serie de Fourier es de la forma

1 .
§a0 + Z asy, cos 2kt + Z boj—1sin(2k — 1)t.
k>1 E>1

b) Aplicar (a) para calcular la serie de Fourier trigonométrica de la onda periédica dada por la figura:

—27 -7 ‘ s 2 3

9. Desarrollar en serie de senos y en serie de cosenos la funcién siguiente:

t si O<t<1
f(t)_{2—t si 1<t<?2

10. Sea f(t) =1+t para 0 <t < 1. Desarrollar f(¢) en serie de senos y en serie de cosenos en el intervalo
]0,1[. Representar graficamente la suma en cada caso.

38



11. Desarrollar en serie compleja de Fourier:

a) La funcién

extendida periédicamente a todo R.
b) La funcién
1 st |t <7/2
0 si w/2<|t|<m

12. Demostrar que el desarrollo de la funcién f(t) = cos At (A ¢ Z), para t € [—m, 7|, en serie exponencial
compleja viene dado por

sin A i (_1)k7 A eikt.

2 _ 12
T = A k
Deducir que
I = 2\
TCcot AT = X + kEZI e

t

13. @) Hallar el desarrollo en serie de Fourier compleja de la funcién f(t) = e’ en el intervalo [0, 27].

b) Expresar la serie anterior en forma trigonométrica.

1
> T

n>1

¢) Establecer la convergencia de la serie

y calcular su suma.
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D

Convergencia de la serie de Fourier

Este capitulo forma la parte central del curso desde el punto de vista matemético. En él veremos un
conjunto de condiciones (no las mds generales, pero si de suficiente alcance para las aplicaciones en fisica e
ingenierfa) bajo las cuales se puede asegurar que la serie de Fourier asociada a una funcién f converge vy,
ademads, lo hace a la propia funcién. Naturalmente, este comportamiento depende de cuél sea la nocién de
convergencia de la que se hable. Aqui se tratard la convergencia puntual, la convergencia en media cuadratica
y la uniforme, que son las mas importantes en la practica.

Las referencias més apropiadas para este capitulo son [2 [5], particularmente esta tltima por la gran
cantidad de comentarios de caracter técnico y ejemplos que contiene.

5.1.  Convergencia puntual. Nucleo de Dirichlet

Dada una serie trigonométrica, lo primero que a uno se le ocurre es analizar su posible convergencia
puntual; para ello, como sabemos, hay que considerar el limite de las sumas parciales. La figura muestra el
comportamiento tipico de las sucesivas aproximaciones mediante sumas parciales de la serie de Fourier para
un pulso cuadrado (se representa la serie de Fourier truncada en el quinto término):

El nicleo de Dirichlet es basicamente la funcién determinada por las sumas parciales Snﬂ asi que sera la
herramienta bésica en nuestro estudio. Supongamos entonces una funcién f(t) continua a trozos y periddica

1En realidad, como veremos enseguida, el “nticleo de Dirichlet” es una familia de funciones { Dy },cn una para cada n € N,
que expresan las sumas parciales como un cociente de funciones trigonométricas.



con periodo 27. Tendré asociada una serie trigonométrica de Fourier

a6 :
ft) ~ 5 + Z(an cosnt + b, sinnt)

n=1
en la cual
1 us
ap = — f(t) cosntdt,
™ —Tr
1 [7 .
b, = — f(t)sinntdt.
™ —T
Asi, se puede escribir
a k
Sk(t) = ?0 + ;(an cosnt + by, sinnt)

k
1 g 1 4
o /_ﬂf(y) y+7TnE=1/_7r[cosnycosn + sinny sin nt] dy

= i/trf(y)

1
Ahora, de la conocida identidad trigonométrica sin «cos 8 = §(Sin(oz — B) + sin(a + B)), resulta que, para

k
% + ) cos(n(y — t))] dy. (5.1)
n=1

cualquier n € N y cualquier 0 € R,

0 1 1
2sin — cosnf = sin((n + =)0) — sin((n — =)0) .
2 2 2
De aqui:
k k
01 0 0
2sin 313 + nE:1 cos n&] = sin 2 + ngzl 2sin Chas no

k
= Sing + 7;1 [sin((n + %)9) —sin((n — %)9)

.0 .30 0 . 1 . 3 . 1 . 1
—Sln§—|—sm7—51n§+~-~—|—sm(l€—é)e—sm(k—5)9+81n(1€+§)0—sm(l€—5)9.

Agrupando términos, obtenemos

2sin —
2

k
1 . 1 L 2k+1
2+ﬂ§_1c0sn9] = sin (k+2)931n 5 0,

luego despejando, se tiene la siguiente funcién llamada el k—ésimo nicleo de Dirichlet:

k . 1
! _ sin((k + 3)0)
Dk-(e) = 5 —+ nE=1COS n0 = W . (52)

Sustituyendo en (5.1)) se obtiene una expresién anah'ticaﬂ para la suma parcial k-ésima de la serie trigo-

nométrica asociada a f(t):

sty = [ f)Duty - 1) 6.

2Se verd mas adelante (en el apartado [8.3)) que esta férmula es un ejemplo tipico de convolucién, en este caso entre las
funciones f(t) y Dy ().
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Nota 5.1. Del hecho de que Dy, esta definido en términos de la funcién seno, resulta inmediato que es una
funcién periédica y ademds (como se ve de su expresién explicita ), de periodo 2. Como consecuencia,
de (5.3) se ve que Si(t + 2m) = Sk(t), es decir las sumas parciales de la serie de Fourier asociada a f(t)
también son periédicas con periodo 27.

Ahora haciendo el cambio de variable y — t = s se obtiene:

1 T 1 T—t
St) = [ 1@Dw-tdy=1 [ fls+0Du(s)ds. (5.4)

— —m—t
Como f y Dy son ambas periddicas con periodo 27, también lo es esta tltima integral (como funcién de t),

de modo que el intervalo de integracién puede desplazarse de ff;ﬁ ,a f:r sin que se altere la integral. Asf
se llega a la formula de Dirichlet para las sumas parciales de una serie trigonométrica:

1 ™
Sk(t) = p f(s+1t)Dg(s)ds. (5.5)
—T
Para continuar, necesitaremos un resultado técnico.
Lema 5.2 (Riemann-Lebesgue). Si f(t) es una funcidn continua a trozos, entonces

b
lim / f(t)sinwtdt =0,

|w|—00

b
lim / f(t)coswtdt =0.

|w|—o00

Demostracion. Si hacemos el cambio de variable ¢ = s + 7, resulta:

b b—= -
I(w):/ f@®)sinwt = / f(s—&—;)sin(ws—&—w)ds

el

[
w m .
= —/a f(s—l—;)sm(ws)ds.

T
w

Sumando esta expresién para la integral I(w) con la original

I(w) = /abf(s) sinwsds ,

resulta:

w

b b—=
/ f(s)sinwsds—/ f(5—|—ﬁ)sinwsds
a a w

21 (w)

€

a b
= */ f(SJrz)Sinwsder/ f(s)sinwsds
a—= w h—

b—z -
+ / (f(s)— f(s+ a)) sinwsds. (5.6)

Supongamos que f(s) es continua. Como [a, b] es compacto, existe una cota M > 0 tal que |f(s)| < M, para
todo s € [a, b]. De aqui:

™
S*M7

w

at+Z
/ f(s)sinwsds
a

N T
/ f(s+ —)sinwsds
a—7 w
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y andlogamente

/b:: f(s)sinwsds| < gM
Con esto, sustituyendo en :
T 1 [ ™
Tl < I+ [ 1) = fs+ Dlas,

Pero al ser f continua en [a, b], es uniformemente continua, por lo que dado un & > 0, existe un ¢ > 0 tal que
si|s—u| <d,es|f(s)— f(u)| <e. Sea w > 0 suficientemente grande como para que si w > wp se cumplan

ambas condiciones,

€ m
-y —<4.
2 w

Entonces, si w > wy resulta que, para cualquier € > 0 dado previamente:

s
—M <
w

—a—21)

a—=T b———a

3 w I3 3

|1(w)\<7+/ L gs=fgew
w w

Ahora, si f(s) es continua a trozos, basta con repetir la prueba precedente en cada subintervalo de [a, b] en
el que f(s) es continua. La demostracién para J(w) = fab f(s) coswsds es idéntica. O

Corolario 5.3. Sea f(t) continua a trozos. Entonces, si
+oo )
F(w) = / f(t)e 9@t dt,
—0o0
es

lim F(w)=0.

|w|—00

Demostracion. Para cualquier § > 0 se tiene que

s s 5
Fs(w) :[Jf(t)e_thdt:[Jf(t)coswtdt—i[af(t)sinwtdt.

Aplicando el lema, lim|y|_, 4o F5(w) = 0, para todo § > 0. Teniendo en cuenta ahora que

F(w) = lim Fj5(w),

d—00

y que los limites se pueden intercambiar por la continuidad del integrando, se sigue el resultado. O

Ya estamos en condiciones de probar el teorema de Dirichlet relativo a la convergencia puntual de una
serie trigonomeétrica.

Teorema 5.4 (Dirichlet). Sea f : [—m, 7] = C una funcidén tal que su derivada f'(t) existe y es continua
salvo en un numero finito de puntos. Supongamos ademds que f estd extendida periddicamente a todo R con
periodo 27. Entonces, para todo t € R la serie de Fourier asociada a f(t) converge puntualmente:

ao

= . 1 _
5 + Y (an cosnt + by, sinnt) = 5(f(m + f(t7)),

n=1

donde f(t%) = lim. .oy f(t £ &) son los limites laterales de f en t.
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Demostracidn. Separamos la férmula de Dirichlet para la suma parcial Sk (t) como

Sk(t) = l ( ’ f(s—‘,—t)Dk(S) C].S—‘y—/OTr f(s—‘rt)D;g(s) ds) = Ik(t) +Jk(t),

7T —Tr
y las calculamos por separado:

1 / (F(E7) = F(E) + f(s+ 1) De(s) ds

L —

I.(t)

_ fe) Dk(£)d8+1/0 (f(s+1) = f(t7))Di(s) ds.

™ - -

En esta tltima expresién, como el integrando Dy (s) es par (esto es inmediato a partir de (5.2))) podemos
poner

— T 0
) = I [ Dutsyas+ 2 [ s+ - s as. (5.7

—Tr

Ahora observemos que la funcién de s dada por (f(s+1¢) — f(¢t7))/2sin(s/2) es continua a trozos; en efecto
el inico punto conflictivo es el s = 0, pero se tiene que

s—0 2sin £ s—0 S sin 2

2

que existe por hipdtesis. Por otra parte, en los ejercicios se propone probar que

Di(s)ds=m.

—T

Teniendo presentes estos resultados y el lema de Riemann-Lebesgue, calculamos el limite l{imy_, 4 o0 T (t) :

. . O f(s+1t) fls+t) = f{t7) 1
1 1 = 1 -
k—y-lr-loo k(1) k—g—?oo ( 2sin 5 sin((k + 2 )5)ds
f s+1) (t ) 1 ft7)
= — I k+ -)s)ds = ——.
UG + T kalr}rfloo 2sin § sin((k + 2)8) s 2
Un célculo completamente andlogo muestra que
. _f)
kEIJPoo Th (t) B 2’

de donde se sigue el enunciado. O

Nota 5.5. En particular, la serie de Fourier de una funcién f(¢) cuya derivada existe y es continua salvo
un conjunto de puntos finitos, converge al valor de la funcién en cada uno de los puntos en los que ésta es
continua.

Ahora podemos aclarar el uso del simbolo ~ entre f(¢) y su desarrollo en serie de Fourier. Podremos decir
que f es igual a su serie de Fourier cuando f satisfaga las condiciones de Dirichlet y ademéds sea continua. Asi
ocurre en el ejemplo pero no en el ejemplo pues la funcién f(¢) =t en | —m, 7] no coincide con su serie
de Fourier en los puntos t = (2k — 1), en los que la serie toma el valor (f(7 1)+ f(77))/2 = (—7n+7)/2=0,
mientras que la funcién vale (2k — 1)7 en ellos.

Como una aplicacién curiosa, el teorema precedente permite calcular sumas de series.

Ejemplo 5.6. Consideremos la funcién f(t) = |t| en | — 7, 7], cuya serie de Fourier es:

T 4 1
=2 28~ cos(2k — 1)t.
=3 w];(Qk—l)Q cos( )
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En ¢t = 0 la funcién es continua, luego su valor coincide con la suma de la serie,

T 4 & 1
0_7 — e —
2 WZ (2k — 1)2
k=1
y por lo tanto
SIS U I
2k:—1 9 25 49 8

k:l

5.2. Convergencia en media cuadratica. Espacios de Hilbert

Una de las formas més interesantes de medir cémo la serie de Fourier aproxima globalmente a la funcion,
y la mas relevante desde el punto de vista fisico, es la convergencia en media cuadrdtica, en la que lo
importante es el comportamiento cuando k — oo del error cuadrdtico (total) E(k) (nétese que depende del
k de truncamiento)
s
Bt = [ (5u() - f0)* at. (59)
—T
(a veces también se escribe Ej) o, equivalentemente, del error cuadrdtico medio E(k), que es lo mismo pero
dividido por la longitud del periodo:
1 1 (7 9
E(k) = o [ (Su(t) = f(1))" dt.
a —T

Ambas expresiones proporcionan medidas del error cometido en un periodo al aproximar la funcién f me-
diante una suma parcial S; de la serie de Fourier. La clase de funciones en la que estas nociones tienen
sentido de manera natural es L?([—m, nr[), la clase de las funciones de cuadrado integrable: aquellas para las
cuales .
/ (f(£)* dt < co.
—T

En términos fisicos, esta condicidn significa que la senal f es de energia finita. De hecho, los errores E(k) y
E(k) se interpretan fisicamente como la medida de la diferencia entre la funcién y su aproximacién mediante
la suma parcial de la serie, es decir, la energia (o energia media) del error cometido en la aproximacién.

En este contexto, una propiedad fundamental de la serie de Fourier es que proporciona la mejor aproxi-
macion en media cuadrdtica, es decir, la que minimiza el error cuadratico, de entre todas las posibles series
trigonométricas.

Proposicién 5.7. La mejor aproximacion en media cuadrdtica de una funcién f(t) mediante una combina-
cion lineal de la forma

k
50 z_: ¢ cosnt + d, sinnt)

se obtiene cuando los coeficientes son los de Fourier: co = ag, ¢ = ay, y dyy = by, para cada n € N; en otras
palabras, cuando Ty = Sk.
Demostracion. Consideremos la siguiente funcion de los parametros ag, @y, bn:

us

B (a0, an, bn) :/ (F(t) — Tw(t))2dt

—T

(realmente, para cada k € N es &), = Py (ag,a1,...,ax,b1,...,b;)). Buscamos precisamente los valores de
los pardmetros que hacen que esta funcién (que es definida positiva) tenga un minimo.
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Fijando un valor de k£ € N, una condicién necesaria serd que las primeras derivadas evaluadas en esos valores
de los pardmetros se anulen. Calculamos entonces las primeras derivadas de ®, teniendo en cuenta las
relaciones de ortogonalidad entre las funciones trigonométricas (4.2))

s k -
78;5 =- _Tr{f(t) - %0 - nz::l(cn cosnt + dy, sinnt)} dt = — 3 F(8) dt + meo
oD 4 c k .
ack = -2 {f(t) - 50 - Z(cn cosnt + d,, sinnt)} cospt dt = —2 f(t) cosptdt + 2me,
P — .

1

3
Il

us

(cn cosnt + d, sinnt)} singt dt = —2 / f(t)singtdt + 2nd, .

—T

(9(I>k - 4 Co
ey 2 _W{f(t) 5

M=

Il
-

n

Estas derivadas se anulan cuando los coeficientes valen precisamente

1 ™
Co —— f(t) dt = ap
™ —T
1 s
= f(t) cosptdt = a, (5.9)
1 ™
dqg =— f(t)sinptdt = by .
™ —T

Nos falta comprobar que efectivamente estos valores proporcionan un minimo de ®j; (y no simplemente
un punto critico). Para ello recurrimos a las derivadas segundas, que en este caso se calculan de manera
inmediata a partir de ([5.9)):

9%®),
ac3
9Py, 92 d,,
e T a
CP q

Todos son positivas, luego los valores (co, ¢p, dg) = (a0, ap, bq) efectivamente dan un minimo. O

Obviamente, el mejor comportamiento que se puede pedir en este contexto es que al tomar més términos
de la serie de Fourier, cada vez se aproxime mejor a la funcién.

Definicién 5.8. Se dice que una sucesioén de funciones (f,,) converge en media cuadrdtica a f cuando

s
lim E, = lim (fu(t) — f(t)*dt =0. (5.10)
n—00 n—oo J_

Nos preguntamos entonces bajo qué condiciones la sucesion de sumas parciales de la serie de Fourier de
una funcién f, converge en media cuadratica a f. La sorprendente respuesta es que estas condiciones son
muy generales: basta con que f sea de cuadrado integrable para que esto ocurraﬂ La prueba es elemental
pero larga, e ilustra algunos conceptos de la teoria de espacios de Hilbert.

Recordemos que un espacio vectorial (complejo) X, dotado con un producto escalar (hermitico) (-, -) se dice
que es de Hilbert si, en la norma inducida por el producto escalar, es completo. El espacio de las funciones
(complejas) de cuadrado integrable L?([a, b]), con el producto escalar

b
q@:/f@WMu (5.11)

3Noétese que la convergencia en media es la convergencia en la norma de L2 y recordemos que L2 C L1; resulta, sin embargo,
que en L' existen funciones para las cuales su serie de Fourier no converge en ningiin punto en la norma de L! (Kolgomorov).
Para 1 < p < oo, es un resultado cldsico del Analisis que la serie de Fourier de una f € LP converge a f en la norma de LP.
Otros resultados relacionados son los de Carlesson (la serie de una f € L? converge puntualmente casi por todas partes), y de
Kolgomorov (existen funciones f € L' para las cuales su serie de Fourier diverge puntualmente casi por todas partes).

47



es un ejemplo de tal espacio (teorema de Riesz-Fischer), que de hecho se puede caracterizar como la com-
pletacién del espacio de funciones continuas C([a, b]) dotado con la norma

b
1l = ( / () dt)

Dado un espacio de Hilbert (X, (-,-)), un subconjunto S C X se dice que es ortogonal si (f,g) = 0 para
todos f,g € X distintos. Ademds, se dice que S es un sistema ortonormal si ||f|| = 1 para todo f € X. Un
sistema ortonormal {f, : n € N} se dice que es una base de X si cualquier f € X se puede expresar como

1/2

= (i fu) fus
n=1

en el sentido de que

k
Z Fotn)

con el limite segiin la norma de X (inducida por el producto escalar), es decir,

k
Jim |f =D (f, fa) fall = 0.

n=1

Para el caso particular de X = L?([a, b]) con el producto (5.11]), esto se traduce en lo siguiente: un sistema
ortonormal de funciones de cuadrado integrable {f, : n € N} es una base de L?([a,b]) si, para toda f €

L?([a, b]), se tiene que
2

b k
Ii dt=0.
Jim ( Z fo fn) n>
El siguiente resultado técnico aclara esta definicién.

Lema 5.9 (Igualdad de Parseval). Sea {f, : n € N} un sisterna ortonormal del espacio de Hilbert X. Si (A,)
es una sucesion de nimeros (reales o complejos, segun estemos considerando funciones reales o complejas)
tales que la serie > o~ | Apfn converge a f € X, entonces A, = ([, fn) y ademds

1112 = Z Aal?. (5.12)

La demostracién de este lema es muy sencilla y se deja como ejercicio. Notese que este resultado formaliza
los célculos heuristicos de la seccién El

Teorema 5.10 (Fourier en espacios de Hilbert). Sea {f, : n € N} un sistema ortonormal del espacio de
Hilbert X. Son equivalentes:

(a) {fn:n € N} es una base de X.
(b) Para cualquier f € X se cumple la igualdad de Parseval (5.12)).

(c) Si f € X es ortogonal a todos los elementos de {f, : n € N} (o sea, (f, fn) = 0 para todo n € N),
entonces, f = 0.

Demostracion. Que @ implica (]ED es el lema precedente.

Para ver que (]ED implica , observemos que si una funcién f € X satisface (f, f,) = 0 para todo n € N,
entonces es que || f|| = 0, de modo que f = 0.

La parte no trivial consiste en probar que (|c) implica @ Veamos primero quesi f € X laserie Y <, (f, fn) fn
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es convergente, y luego veremos que converge precisamente a f. Por ser X de Hilbert, la convergencia se
puede ver probando que la sucesién de sumas parciales (S,,) es de Cauchy; ahora bien:

<Z <.f7fi>f’ia Z <f7f]>f]>

i=n-+1 Jj=n-+1

S £

1=n+1

Si denotamos por (T} la sucesién de sumas parciales de laserie Y, <, | (f, ) |* (que es obviamente monétona
creciente y de términos positivos) lo que hemos obtenido es que

[1Sm — Sull® = T — Tyl - (5.13)
Por otra parte, se tiene la desigualdad

k

0<|lf - Z<f,fn> Fall?

:<f Z<fvfn fnaf Z fafn n>

E

= /1 —22 |, fn) \2+Z | (f. fa) 1P

n=1 n=1
k
= 1P = D 14F fad P
n=1
de donde resulta, para todo k € N,
k
T =Y 1) P <A1

n=1

Esta acotacién implica que la sucesién mondtona (7T} ) converge y, en particular, que es de Cauchy. A su vez,
esto junto con (5.13)) implica que la sucesién de sumas parciales (S,,) es de Cauchy, como queriamos ver.
Falta probar que esta sucesién converge af. Si denotamos

=> (f fu) f,
n=1

se tiene que (por la primera parte del lema [5.12))

<gvfn> = <fa fn> )

para todo n € N, luego

La hipétesis implica entonces g = f. O
Ejemplo 5.11. El sistema ortonormal
{ 1 1 c N}
cos nx, sinnz : n
Var f NG
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es una base del espacio de Hilbert real L?([—m,]) con respecto al producto
(fr9)= [ [f®)g(t)de.

La ortonormalidad se vi6 en (4.2). Para probar que es base, utilizaremos el teorema de Fourier precedente y
probaremos que si f € L?([—m,7]) es ortogonal al sistema, es f = 0. Esto se hace en dos etapas:

1. Se supone primero que f es continua en [—m,x]). Por hipdtesis f debe ser ortogonal a cualquier
polinomio trigonométrico y, por la continuidad, si fuese f # 0 deberian existir unos zg €] —m, [, € > 0
y 0 > 0 tales que |f(z)| > € si |x — 20| < §. Es posible entonces, mediante un célculo directo (véase el
ejercicio E[), probar que existe un m € N suficientemente grande tal que f no es ortogonal al polinomio
trigonométrico
P, () = (1 + cos(z — xp) — cosd)™,

lo cual es una contradiccion.

2. Si f € L?(] — 7, 7[) (no necesariamente continua), se considera la funcién h : [—m, 7] — R definida por
ag
h(z) = g(x) — ,
(@) = (o)~ =
donde ”
gle) = [ [f()dt,
y

o)

Nétese que g existe y es absolutamente continua (luego continua) por ser f integrable. Ademds, por
construccién b’ = ¢’ = f casi por todas partes en [—m, 7]. Ahora, un célculo inmediato muestra que

() ()~ )

Anédlogamente, integrando por partes,
T T .
sinnx
- / B (z)dx
— —Tr n

1 .
<h, 7 cosmc> = % <h(m) smnnm
(z)sinnzdr =0,

1 s
“avr )L

pues por hipdtesis f es ortogonal a sinnx. De la misma manera se demuestra que

1
h,—sinnz ) =0.
(o)
De esta forma, por el teorema de Fourier es h = 0 en [—7, 7], luego también b’ = f = 0 en ese intervalo,
que es lo que se queria probar.

AN

Observando ahora que, si f € L?([~n,7]) y {fn : n € N} es la base del ejemplo precedente, se tiene que
1 .
NG J7, f(t)cosntdt = \/ma, sin par

(fs fn) = 1 ) o
NG J7, f(t)sinntdt = \/zb,, sin impar,
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resulta, en términos de la base, la expresién que ya conocemos (la serie de Fourier):

Z I fa) fu(z :?OJr Z fancosner Z Tansmnx

n par n impar
Entonces, es inmediato el siguiente importante resultado referente a la convergencia de la serie de Fourier.

Teorema 5.12. Si f es una funcion de cuadrado integrable, su serie de Fourier converge en media cuadrdtica
a f, es decir,

" 2
, T . " [ ao
lim 4(5*"(75) —f(#))*dt = lim_ B (2 + ;(ak cos kt + by, sen kt) — f(t)> dt=0. (5.14)
Demostracion. Es un corolario al teorema y el ejemplo O

5.3. Desigualdad de Bessel. Igualdad de Parseval

Un resultado que se usa mucho en la practica es la igualdad de Parseval para funciones de cuadrado
integrable.

Proposicién 5.13. Si f € L?([-7,7]):

L[ 2 @ N2 g
] orar= 2 S8, (5.15)

m
- n=1

Demostracion. Como se acaba de ver, en este caso es A\, = (f, f) igual a y/7a, o /b, segin sea n par o
impar, respectivamente. Basta entonces con aplicar O

Nota 5.14. Para el caso de una funcién periédica con periodo T, mediante un cambio de variable apropiado
la igualdad toma formas:
T/2 a2 )
= FA)2dt =9 4 +02). (5.16)
/ T/2 2 Z::

En las aplicaciones fisicas, el miembro de la izquierda se interpreta como la potencia de la sefial representada
por la funciéon f. Desde un punto de vista puramente matematico, resulta interesante notar que la igualdad
de Parseval perimte calcular la suma de algunas series.

Ejemplo 5.15. Para la funcién f(t) =t en | — m, 7] sabemos que

f(t) ~ 22 %sennt.

Por la igualdad de Parseval:
luego

A

La igualdad de Parseval tiene numerosas consecuencias de interés practico. Aqui nos limitaremos a dar
solamente dos de ellas.
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Teorema 5.16 (Desigualdad de Bessel). Para toda f de cuadrado integrable, sus coeficientes de Fourier
verifican, para todo k € N,

s

a? k 1
T @S | (5.17)

—T

2
Demostracion. La sucesiéon de sumas 2parciales ar = %" + Zﬁzl(ai + b2) es obviamente creciente y acotada
por su lfmite superior limy_,oc ar = % + o2 (a2 +b2) que, por la igualdad de Parseval (5.15), es igual a
T (f(0)? at. O

La segunda consecuencia es una prueba directa del lema de Riemann-Lebesgue que ya hemos visto, lema

Proposicién 5.17 (Lema de Riemann-Lebesgue). Si f es una funcidn de cuadrado integrable,

lim a, =0
n—oo

lim b, = 0.

n— oo

Es decir, los coeficientes de Fourier tienden a 0 cuando n — oco.

Demostracion. De la convergencia de la serie af/2+ > o (a2 +b2) se deduce que lim,, (a2 +b2) =0,
lo cual a su vez significa que lim, o0 @p = 0 y limy,_yo0 by, = 0. O

5.4. Convergencia uniforme. Fenémeno de Gibbs

Otra posibilidad para aproximar globalmente f(t) consiste en estudiar si méx |Sk(t) — f(¢)| — 0 cuando
k — oo, que es la convergencia uniforme de Si a f. Vamos a probar que para una serie suficientemente
amplia de funciones, la serie de Fourier converge uniformemente.

Teorema 5.18. Sea [ :] — m,w[— R continua y supongamos que existe y es continua [’ : [—7,m[— R salvo
en un conjunto finito de puntos. Entonces la serie de Fourier de f converge uniformemente a f. Ademds,

> (lan| + bal) < . (5.18)

Nota 5.19. Poniendo f(7) = f(—m), podemos extender de forma periddica y continua f a todo R.

Demostracion. Sea la serie de Fourier de f,

ao
5 T

M2

(an cosnzx + by, sinnx). (5.19)

n=1

Por el criterio de mayoracién de Weierstrass, convergerd uniformemente si podemos encontrar una sucesion
de constantes positivas {M,,};7> tales que Y. M,, < 400 y para todo = € [—, 7] y para cada n € N,

|ay, cos nx + by, sinnz| < M,.

Consideremos junto con (5.19) la serie de derivada f’:

~ o0
% + z:l(&n cosnx + by, sinnz) .
n=

52



Se tiene una relacion entre los coeficientes de una y otra, obtenida integrando por partes: si n > 1,

1 (" 1 4
an - f'(t) cosntdt = — (f(t) cosnt|” _+n f(t)sin ntdt)
m m _,r

—T

= % (f(m) cosnm — f(—m) cosnm + nwby,) = nby,

y
~ 1 [7 1 i
by, = 7/ f/(t)sinntdt = — (f(t) sinnt|™, —n f(¢) cos ntdt) = —nay.
) . T _Tr
También: | g ) .
ag=— [ f()dt=—f® L, =—(f(x) = f(-m) =0
) ™ ™
Con esto, podemos acotar como sigue:
: _ |anl |, bal
|ay, cosnx + b, sinnz| < |ay| + |bn| = — + —.
n n
7 b
Llamemos pues M,, := % + % Hay que probar que > ., M, converge, y esto se sigue de la desigualdad

pues esto implica

— < Slan =—+55
n ~ 2 2n2 2 2n2
y con un calculo analogo para bo: y 3
[bul fonl 1
n — 2 2n2
Asi: ~
|an| | bnl _ 1 5 5o
M, =20 Dol < 2(@2 4 ,
n + n 2(an+ n)+ 2
y sumando:
S M, < §Z(ai+bi)+2—2 < o0,
n=1 n n

pues la primera serie del miembro intermedio es convergente por la desigualdad de BesseEI aplicada a /',y la
oo 1

segunda es ) = %2. Aplicando el criterio de Weierstrass, (5.19)) es uniformemente convergente. Como

n=1 n2
ademds f es continua por hipétesis, esta convergencia uniforme lo es a f (por el teorema de Dirichlet). [

Nota 5.20. En el transcurso de la demostracion se ha obtenido un resultado importante en si mismo: bajo

las hipdtesis del teorema (esto es, f continua y f’ definida salvo en un conjunto finito de puntos), si la serie
de Fourier de f es

o0
% + T;(an cos nx + by, sinnz) ,

entonces la de [/ es
o0

Z(nbn COS NT — nay, sinne).

n=1

4Nétese que si f’ es continua en [—m, 7] salvo un ntimero finito de puntos, también lo es (f’)2. Como toda funcién continua
salvo en un niimero finito de puntos es integrable, (f')? es integrable y, por tanto, f/ es de cuadrado integrable. Asi, se puede
aplicar la desigualdad de Bessel.
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Cuando se trata con una funcién discontinua, se pierde la convergencia uniforme, debido al fendmeno de
Gibbs. Este consiste en que cerca de los puntos de discontinuidad x de una funcién f las sumas parciales
de la serie de Fourier Sy, superan los valores f(2%) y f(27) en aproximadamente un 9% del valor de salto
de la funcién en ese punto, |f(zT) — f(z7)|.

/\
\/
En la figura se ha tomado la funcién escalén
1 siz>0
f(ac)—{ 0 siz<0’

y se ha representado la serie de Fourier truncada en el término n = 9.

El fenémeno de Gibbs no puede evitarse aumentando el nimero de términos. Si se toma un nimero mayor,
cambia la ubicacién de los picos (overshoots, en inglés), pero su nimero permanece constante. Todo esto se
ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.21. Para estudiar el fenémeno de Gibbsﬂ consideremos el término n—ésimo de la serie de Fourier
de la funcién escaldén, calculado en el ejemplo

N % z”: sin(2k — 1)z . (5.20)

Snl(@) = % —1
k=1

Dado que S,, es un polinomio trigonométrico, es diferenciable y, de hecho,
Sl (z) = 2 i cos(2k — 1)z (5.21)
" =

Tgualando esta expresién a cero, podemos hallar las abcisas de los extremos de la funcién, aunque el cdlculo
es algo complicado. Comencemos por pasar al campo complejo, haciendo uso de cosa = (7% + e77%)/2,

podemos escribir S/ (x) en (5.21) com(ﬁ
1 (< n
S (z) == Zej(%fl)r + Zefj(Qkfl)z
n 2 y
k=1 k=1

5Descubierto en realidad por Wilbraham en 1848 y redescubierto por Michelson (el del experimento de Michelson-Morley)
en 1898, al trabajar con un analizador de Fourier mecdnico, un precursor de las modernas computadoras. Michelson comenté
el efecto con Gibbs, quien dedujo la correcta explicacién tedrica, originada por la existencia de una discontinuidad.

6En esta seccién, haremos j = v/—1.
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que son sumas geométricas y se pueden calcular inmediatamente,

1 — (eJ2z)n 1 _ (e—J2z\n
S;(.’L‘)Zl(ejﬁl (6- ) +e—]xl (6 _ ) >

2 1—ei2® 1—e 22
1 /@12 4 o=i(n—1)z _ (ei(@ntl)z 4 o—i(2n+1)7)
T2 2 — (ed2 4 ¢—i2%)
12cos((2n — 1)) — 2cos((2n + 1)x)
T2 2(1 — cos(2x))
~ 1cos(2nzx) cos(x) + sin(2nx) sin(x) — cos(2nx) cos(x) + sin(2nx) sin(x)
T2 1— 1+ 2sin?(z)
sin(2nx)
~ 2sin(z)

De aqui, resulta claro que las soluciones a S}, (z) = 0 estdn dadas por z = £m/2n. Del comportamiento grafico
(o calculando la segunda derivada), se ve que z = 7/2n son méximos y * = —7/2n minimos. Sustituyendo
en la expresion para Sy (z), (5.20), obtenemos los valores de los picos,

que escribiremos como

1 1 &sin(2k—1)-(7/2n) 7
Sn( ) §+;]; (2k—1)-(x/2n) n~

El motivo de hacerlo asi es que de esta forma es aparente que se tiene la suma de Riemann de la funcién
sinx/x en el intervalo [0, 7], con respecto a la particién uniforme P = {xo = 0,2y = 7/n,...,x, = nw/n}.
Por tanto, tomando el limite cuando n — oo resulta:

Si(L) o bed [y,
2n 2 7w)y =z

Para estimar numéricamente esta integral, utilizamos el hecho de que la funcién sin x/x es analitica en todo
R y nos quedamos con los dos primeros términos del desarrollo de MacLaurin,

La integral puede ahora calcularse sin problemas y el resultado es
s
Sn (—) ~ 1.09,
2n

que representa el anunciado 9 % del valor de la funcién en z = 0, f(0) = 1 (un célculo andlogo puede hacerse
con los minimos para obtener el salto total). También es evidente del célculo que al tomar un mayor niimero
de términos en la aproximacién de Fourier Sy, (z), el pico se desplaza hacia el origen. A

5.5.  Ejercicios

1. Probar que

Dy(s)ds =,

—T

donde Dy, es el k—ésimo nucleo de Dirichlet.
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10.

11.

Comprobar que la funcién, definida en [—, 7],

1 .
r?sin=  siz#£0,
x

fz) =

0 six=0,

no verifica las hip6tesis del teorema de Dirichlet [5.4] pero, sin embargo, es desarrollable en serie de
Fourier (este ejercicio muestra que las hipétesis del teorema son suficientes, pero no necesarias).

Hallar unos niimeros reales c1, ¢o, c3 tales que

t — (c1sint + co sin 2t + c3 sin 3t)]% dt
[

—T

sea minimo. Calcular el error cuadratico cometido en la aproximaciéon de t por cysint + cosin 2t +
c3 sin 3t, donde ¢y, ¢co, c3 son los calculados anteriormente.

Determinar el polinomio trigonométrico de primer orden p(t) = a+ bcost + csint que mejor aproxima
la funcién f(t) = €' en media cuadrética, sobre el intervalo | — , .

Probar el lema 5.9
Utilizando el resultado del ejercicio de la seccion demostrar que

1 2
Z(zn—l)2 TR

n>1

Utilizar el desarrollo de Fourier de f(t) = e! en (—m,7) (ejercicio [2| de la seccién para calcular

1
> i

n>1

Utilizando la identidad de Parseval, probar las siguientes igualdades:

—1)" 2
a) Z ( n2) = —% (Sugerencia: considérese la funcién f(t) = t? — 72).
n>1
b 1 o 7'('6 g i idé la £ sz _ 42
) Z 5= o (Sugerencia: considérese la funcién f(t) = t2).
n>1

Sea f una funcién continua en el intervalo [—, 7]. Probar que existe un m € N suficientemente grande
tal que f no es ortogonal al polinomio trigonométrico

P, (z) = (1 + cos(z — zg) — cosd)™ .

Integrando la serie de Fourier de la funcién f(t) = 2, probar que

> sin nt 1
—D)PTE = (82 — 7).
S = e =)

Probar que si f(z) es una funcién integrable con serie de Fourier asociada

o0
+ Z(an cos nx + by, sinnzx) ,

n=1

J@) =3
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12.

entonces, la integral término a término de su serie converge puntualmente a [ f(z)dz (sin importar si
la serie original converge o no a f(z)).
Sugerencia: Considerar la funcién

Probar que la serie

no puede ser la serie de Fourier de ninguna funcién integrable.
Sugerencia: Utilizar el problema anterior.
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6

Ecuaciones en derivadas parciales sobre dominios
acotados

En este capitulo veremos como se pueden aplicar las técnicas del analisis de Fourier para obtener soluciones
a las ecuaciones en derivadas parciales lineales mas comunes en Fisica Matematica:

0 0?
8—1; = Ha—;; (ecuacion del calor)
0? 0?
8727: = QQa—xZ (ecuacién de ondas)
2 2
% + gTZ =0 (ecuacién de Laplace).

La llamada técnica de separacion de variables nos permitird calcular una clase muy general de soluciones
a estas ecuaciones; son soluciones que se expresan mediante una serie de Fourier. Al igual que ocurre con
las ecuaciones diferenciales ordinarias, para seleccionar una solucién concreta deberemos especificar unas
condiciones adicionales. Estas condiciones (si se interpreta la variable ¢ como el tiempo) pueden ser de
dos tipos: condiciones iniciales, tales como u(xz,0) = f(x), o condiciones de frontera, como por ejemplo
u(m,t) = g(t). Estas condiciones juegan un papel decisivo pues, como comprobaremos, los coeficientes de
Fourier de la solucién estaran determinados precisamente por los coeficientes de Fourier de las funciones
(como f(z)) que determinan las condiciones de contorno. Nos centraremos en las llamadas condiciones
mixtas, una combinacion de las anteriores, y discutiremos brevemente la nocién de problemas correctamente
planteados.

Hay muchisima literatura referente a las ecuaciones en derivadas parciales, a todos los niveles de rigor. El
enfoque desarrollado aqui se encuentra préximo al de [3, 5] [7, @, 8, [I1]. En particular, [§] contiene numerosos
ejemplos resueltos y propuestos (algunos de los cuales se incluyen aqui).

6.1. La ecuacion del calor

Supongamos que queremos resolver la ecuacién del flujo de calor en una barra finita, fija en los extremos
x =0, z = L. Si la conductividad térmica del material de la barra es k > 0, la ecuacién a resolver para la
temperatura u(z,t) es
O®u  Ou



Supondremos que los extremos de la barra se mantienen a una temperatura constante e igual a cero en todo
instante, esto es,

u(0,t) =0=wu(L,t), Vte€]0,+o0]. (6.2)

Finalmente, supondremos que la distribucién inicial de temperaturas a lo largo de la barra viene dada por
una funcién f(z) de clase C! a trozos:

u(z,0) = f(z), Vze€]0,L[. (6.3)

La técnica de separacién de variables consiste en buscar soluciones particulares a en la forma “separada”

u(z,t) = X(2)T(t). (6.4)

Para determinar una soluciéon concreta de esta forma, en realidad no necesitaremos todos los datos del
problema, nos bastard con los ([6.1]) v (6.2)); es decir, la ténica de separacién de variables nos dice cémo hallar
una solucién al problema

%u  Ou
Koz =g, €0 L[t €0, +o0]

w(0,¢) =0 =wu(L,t), Vtel0,+o0].
Para ello, observemos que de (6.1) y (6.4) se tiene

kX" (2)T(t) = X (x)T'(t)

y de (6.2)) y (6.4):
X(0) = 0= X(L).
Buscamos soluciones en |0, L[x]0, +oo[ distintas de la trivial u(x,t) = 0, de modo que podemos suponer
X(z)T(t) # 0, V(z,t) €]0, L[x]0, +o00[. Asi, las funciones buscadas satisfacen
X"(x) _ T'@)
X(z)  wKT()

Como el miembro izquierdo depende exclusivamente de z y el derecho de ¢, debe existir una constante ¢ € R

tal que
X"x)  T'()

=C

X(2) kT(t)

(6.5)

Analicemos por separado los posibles valores de c.

(a) c<O
Podemos poner entonces ¢ = —A\? con A > 0 (por comodidad). De (6.5] es

X"(x) + N2X(z) = 0
T'(t) + kA*T(t) = 0.

La primera es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden, homogénea, con coeficientes constan-
tes. Su polinomio caracterfstico es 72 + A% = 0 con rafces r = +\i (imaginarias puras), luego su solucién
general viene dada por

X (x) = 1 cos(Ax) + cg sin(Az)

siendo c1, co constantes reales arbitrarias.
La segunda es una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden que se resuelve de manera inmediata
separando variables

T(t) = cge ™1 (6.6)
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Asi, tenemos de momento que
X ()T (t) = (c1 cos(Ax) + casin(Ax)) 636_,{)%_

Para determinar las constantes c1, 2, cs utilizamos las condiciones de frontera; de u(L,t) = 0 (que, como
sabemos, implica X (L) = 0) se deduce
casin(AL) =0

de donde o bien ¢y = 0, que conduce a X (x) = 0 y por tanto no es aceptable, o bien sin(AL) = 0, lo cual
implica AL = nm con n € N (pues A\, L > 0). Asi, llegamos a que la constante A > 0 no puede tomar

cualquier valor, sino que debe ser

/\:%, n € N.

En definitiva, hemos llegado a soluciones (una para cada n € N) de la forma
nim 2
X (2)T'(t) = cacssin (n%x) e ()t
o bien, llamando A,, = cacs € R, a soluciones u, (z,t) como

up(z,t) = X(2)T(t) = A, sin (n%x) e~ ()R,

c>0
Ponemos, de nuevo por comodidad, ¢ = A? con A > 0. En este caso, un andlisis semejante nos lleva a las
ecuaciones

X"(x) = N2X(x) =0
T'(t) — kA*T(t) = 0.

Esta vez las raices del polinomio caracteristico de la primera ecuacion son reales, r = £\, luego la
solucién general es combinacion de exponenciales:

X(x) = c1e™ + coe ™.
La solucién de la segunda ecuacién también es exponencial, pero esta vez con exponente positivo:
T(t) = cze™t.
Al imponer ahora las condiciones iniciales resulta: de X (0) =0
c1+ca =0,
luego X (z) = ¢1 (€ — e ), y de X (L) = 0:

c1 (e)‘L — e_’\L) =0.

Aqui de nuevo hay dos posibilidades: ¢; = 0 onduce a X(x) = 0, que no es aceptable (buscamos
soluciones no triviales), y e — e * = 0 nos lleva a AL = —\L por ser la exponencial inyectiva.
Tendriamos entonces 2AL = 0, que no puede darse pues A, L > 0.

Por tanto, en el caso ¢ > 0 no existen soluciones no triviales de la forma u(z,t) = X (z)T(¢).

c=0
En este caso se tendrian las ecuaciones



con soluciones triviales
X(x)=cz+co

T(t) = Cs3.

Al imponer la condicién inicial X (0) = 0 resulta c; =0y X(z) = c1z. De X(L) =0es c;L =0y como
L > 0, debe ser ¢; = 0, lo que nos lleva a la solucién trivial X (z) = 0 que no es aceptable.
Asi, en este caso tampoco existen soluciones no triviales de la forma u(z,t) = X (z)T(¢).

Llegados a este punto, es donde intervienen de manera crucial la linealidad de la ecuacién del calor y el
hecho de que las condiciones de frontera son homogéneas (es decir, los segundos miembros de u(0,¢) = 0,
u(L,t) = 0 son cero). Gracias a estas dos propiedades, la superposicién arbitraria de las solucione&ﬂ Un (2, t)
(una para cada valor de n € N) obtenidas en @), es también solucién, es decir, podemos considerar una
solucién del tipo

u(z,t) = i up(z,t) = i A, sin (n%x) e~ ()t (6.7)

Nota 6.1. Insistimos en el punto de que para escribir una solucién de esta forma, hemos necesitado que las
condiciones de frontera sean homogéneas. Si fuese u(0,t) = 1, por ejemplo, y uy(x,t), uz(z,t) dos soluciones
con esa condicién, serfa (uy + u2)(0,t) =1+ 1 # 1 y la superposicién de soluciones ya no serfa solucién con
la misma condicién de frontera. Lo mismo ocurre si en el problema hay fuentes presentes. Sin embargo, el
método de Fourier puede adaptarse para trabajar con este tipo de problemas, como veremos mas addelante

(en la seccion [6.F)).

En la solucién lo tnico que falta por determinar es el valor de los coeficientes A,,. Aqui es donde
entra en accién el andlisis de Fourier y la condicién representada por la funcién f(z) = u(z,0).
Imponiendo esta condicién inicial, resulta

u(z,0) = i A, sin (%m) = f(z),
n=1

que es el desarrollo de Fourier en senos de f en el intervalo ]0, L[ (véase la ecuacién (26)). Por la unicidad
de los coeficientes de la serie de Fourier en senos, es

2 [ . /nm
An:bn:f/o f(x)sm(fx)dx n € N.

Con esto, la solucién queda completamente determinada en funcién de los datos del problema:

u(x,t) = i <2 /L f(z)sin (%x) dx) sin (%x) o= () mt (6.8)
n=1 0

6.2. La ecuacion de ondas

Consideremos una cuerda elastica de un material homogéneo, de masa despreciable, flexible y que esta
sujeta por sus extremos en x = 0y « = L. Si se tensa la cuerda pulsdndola y se la deja vibrar, en el supuesto
de que esas vibraciones sean de pequena amplitud la ecuacion que describe el movimiento de la cuerda es

,0%u  J%u

o5 = (z,t) €]0, L[]0, +o0], (6.9)

IEste hecho no es evidente en absoluto. En su momento (a mediados del S. XVII), su enunciado provocé una agria disputa
entre Euler, D’Alembert y Daniel Bernoulli. Precisamente, la importancia de los métodos del Anélisis de Fourier radica en que
permiten justificar rigurosamente este tipo de construcciones.
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donde a > 0 es una constante, u(x,t) es la posicién del punto x sobre la cuerda en reposo en el instante
t > 0 y se tienen las condiciones obvias de frontera

u(0,1) = 0 = u(L, 1),
junto con dos condiciones iniciales: la configuracién de la cuerda en el instante ¢t = 0
u(z,0) = f(z), x€]0,L],
y la velocidad inicial con que se pulsa la cuerda

%(m,O) =g(z), z€]0,L[
Nota 6.2. Fijémonos en que hemos introducido una condicién inicial mas que en el caso de la ecuacion
del calor. En el transcurso del analisis de la ecuaciéon de ondas, se verda por qué es necesario hacerlo. Esto
tiene que ver con la necesidad de que el problema esté bien planteado. Sin entrar en detalles, podemos dar
la siguiente regla general: para que un problema de EDP esté bien planteado, se requieren tantas condiciones
como derivadas aparecen en la EDP. En la ecuacion de ondas hay cuatro derivadas, luego se necesitan
cuatro condiciones (que pueden ser iniciales, de frontera o mixtas, pero cuatro).

La técnica de separacién de variables se aplica también a este problema (obsérvese que las condiciones de
contorno son homogéneas). Buscando soluciones no triviales del problema
,0%u 0%
= = —5,
ox?  Ot?
u(0,t) =0=wu(L,t), te€]0,+o0[.

z €]0,L[, t €]0,+o0] (6.10)

en la forma separada
u(x,t) = X(z)T'(t)

llegamos a
X"z) _ T'(t)
X(x)  a2T(t)
Al igual que en el caso de la ecuacién del calor, debe existir una constante ¢ € R tal que
X"(x) T'(t)
= Cc = .
X(z) a?T(t)
Nuevamente, existen tres posibilidades: ¢ > 0, ¢ = 0, ¢ < 0. Como se hizo en el apartado anterior, se descartan
las dos opciones ¢ > 0.

(a) Sic= A2, con A > 0, entonces la solucién para la ecuacién de X (z) es
X (z) = 1™ + e
que conduce, aplicando las condiciones de contorno X (0) = 0 = X (L), al sistema lineal
c1+c=0
16)‘L + czeAL =0.

El determinante de este sistema es claramente distinto de cero: e — e £ 0, de modo que la tinica

solucién posible es ¢; = 0 = ¢a, que lleva a la solucidn trivial X (x) = 0.

(b) En el caso ¢ = 0, se tiene la solucién X(z) = ¢; + cox, que junto con las condiciones de contorno
X (0) =0 = X (L) proporciona el sistema

01:0
Cl+02L:0.

Obviamente, la tinica solucién en este caso es la trivial.
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(c) Cuando ¢ = —\? < 0, lo tnico que cambia respecto al andlisis realizado con la ecuacién del calor es que
aparece una ecuacién de segundo orden para T'(t) (en lugar de una de primer orden):

T(t) + a®*N*T(t) = 0.

El polinomio caracteristico de esta ecuacién es r2 4+ a?A? = 0, con raices complejas puras r = +ali, de
modo que la solucién general es ahora

T(t) = c3 cos(art) + ¢4 sin(aAt)
en lugar de la que aparecia en la ecuacion del calor.

Por el contrario, el andlisis para determinar X (x) es idéntico al realizado en la ecuacién del calor, por
lo que se tiene una solucién para cada n € N junto con la restriccién A = nw/L:

X(t) = cosin (%I) .
De esta forma, una solucién a (6.10|) puede escribirse, para cada n € N, en la forma
up(z,t) = X(2)T(t) = cosin (%z) (63 cos (%t) + ¢4 8in (% )) ,
o bien, llamando A,, = cac3, B, = cocy:
un(x,t) = sin (%x) (An cos (%t) + B, sin (%t)) .

Como antes, al ser la ecuacion lineal y las condiciones de frontera homogéneas, se puede dar una solucién
como superposicién de todas las soluciones w, (x,t) anteriores:

o) = 3 sin (50) (cos ("450) 4 Bosin ("471)) (6.11)

Lo tnico que falta por determinar en esta solucién son los coeficientes A,,, B,. Observemos que para
calcularlos necesitamos (como ya habiamos anunciado en la observacion [6.2)) dos condiciones adicionales.
Impongamos, para determinar los coeficientes A, la condicién inicial u(x,0) = f(x). Resulta:

u(z,0) = isin (%x) A, = f(x).
n=1

Como ya sabemos, esto es el desarrollo en serie de Fourier de senos de la funcién f(x) en el intervalo
10, L[. Por la unicidad de este desarrollo:

9 (L
A, = Z/o f(z)sin (%x) dz. (6.12)
Por otra parte, derivando forrnalmentdﬂ7 de
a oo
)= 3o (3] (- (20 4 72 o (250)

resulta
nam

)
ou (2,0) . (nﬂ' ) B ()
— T = sm | —x —_— = xX).
g (0 =2 sin (o) Bu=pm =g
n=1
2En la seccién veremos bajo qué condicion sobre f y g son justificables estos razonamientos.
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De nuevo, esto es la expresién del desarrollo en serie de Fourier de senos de g(z) en el intervalo ]0, L.
Por unicidad:
nar 2 [* nm
BnT = Z/o g(z) sin (Tx> dz,
luego

2 L nmw
B, = i (— )d .
nam /. g(x)sin 7%)de

De esta forma, la solucién al problema de la cuerda vibrante queda completamente determinada en funcién
de los datos del problema a través de las férmulas:

_ S e (™ nax in (79T
u(z,t) = 7Z:lsm( 7 x) (An cos( 7 t) + B, sm( 7 t)) , (6.13)
con .
A, = %/0 f(z)sin (%x) dz (6.14)
y
B, = % OL g(z) sin (%x) dz. (6.15)

6.3. La ecuacion de Laplace en un rectangulo

En su versién bidimensional, la ecuacién de Laplace es la ecuacién para la funcién incégnita u : O ¢ R2 = R
dada por
_0*u | QPu
022 + oy
Aparece en la descripcién de los llamados procesos estacionarios en Fisica, que son aquellos que no dependen
del tiempo (de ahf su nombre): transcurren de la misma forma en cualquier instante de su duracién. Por
ejemplo, cuando se alcanza el estado estacionario en una placa caliente que no tiene fuentes o sumideros de
calor, la distribucién de temperaturas u se caracteriza porque no depende del tiempo y verifica la ecuacién
del calor con %“; =0, esto es, Au = 0, que es la ecuacién del Laplace.

Dado que la ecuacion de Laplace describe procesos que transcurren independientemente del tiempo, no
tiene sentido plantear condiciones iniciales. En este caso, cobran especial importancia las condiciones de
frontera. Por simplicidad, consideraremos aqui la ecuacién de Laplace en un rectdngulo (z,y) € [0,a] x [0, b].
El caso de otras geometrias (por ejemplo, un disco) se puede tratar andlogamente con ligeras modificaciones
(como pasar a coordenadas polares).

Planteamos entonces el problema de encontrar las soluciones u(z,t) a

Au 0.

Ou o

Au= —
b 8m2+8y2

=0 (z,y)€]0,a[x]0,b] (6.16)

sujetas a las condiciones de frontera (cuatro, segin la regla dada en la nota [6.2))

u(x,()) =0, u(x7b) - f(x)v Z G]Oaa[ (617)
Y 0 0
5o (0y) =0=(ay). yelo.bl, (6.18)

que representan, por ejemplo, la distribuciéon de temperaturas en equilibrio sobre una placa conductora con
los lados verticales = 0, = a aislados, el lado inferior y = 0 a temepratura constante T' = 0, y el lado
superior a una temperatura determinada por f(z).
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A este tipo de problema, se le puede aplicar la técnica de separacién de variables. Como antes, nos
concentraremos primero en las condiciones de frontera homogéneas, asi que restringiremos nuestra atencién
al problema

?u 0%
@+3T,2 =0, (x,9)€]0,a[x]0,d]
ou ou (6.19)

— =0=— b

ax(()?y) 0 ax(CL?y)? ye]oﬂ [
u(z,0) =0, x€]0,al.

Aplicando separacién de variables, buscaremos soluciones del tipo X (2)Y (y), lo que nos lleva a la ecuacién

X(z) Yy

X"(2) _ Y'(y)

que se satisface si existe una constante ¢ € R tal que

X'@) __ Y'(y)

X(x) Y(y)

Como ya es habitual, estudiamos los tres tipos posibles de valores para c.

(a) ¢<0,c=—\% con \ > 0.
Como ya sabemos de apartados anteriores, en este caso se obtiene

X"(x) + N2 X(x) =0
con soluciones
X (x) = ¢1 cos(Az) + ¢ cos(Az).

Para Y (y) resulta la ecuacién
Y (y) = XY (y) =0,

cuyo polinomio caracteristico tiene las raices reales r = £\, de modo que
Y (y) = cse™ + cue™. (6.20)
Ahora, imponemos las condiciones frontera. La %(07 y) = 0 implica X'(0) = 0 = o, luego nos quedard

X (x) = ¢1 cos(Ax).

La condicién %(a, y) = 0 implica entonces X'(x) =0, o sea:

—Acy sin(Aa) = 0.
Como X > 0 esto nos lleva a ¢; sin(Aa) = 0, que da dos posibilidades: ¢; = 0, que conduce a la solucién
trivial X (z) = 0 y no es aceptable, y sin(Aa) = 0. De esta ultima, se tiene
nmw

A=—, neN,
a

v la solucién, para cada n € N,
nmw
X (z) = ¢ cos (—a:) .
a

Para determinar Y (y) contamos con la condicién u(z,0) = 0, que se traduce en Y (0) = 0, o sea (susti-

tuyendo (6.20)):
c3+cy =0.

De aqui:
nm

Y(y) =cs (eTy — einTﬂy) = 2c3 sinh (niy) ;, neN.
a
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Las soluciones separadas X (x)Y (y) resultan ser en este caso de la forma (una para cada n € N)
un(z,y) = X(2)Y (y) = 2¢1¢5 cos (%m) sinh (%y)
o bien, llamando A,, = 2¢;c3:
up(z,y) = Ay, cos (@x) sinh (@y) .
a a

c=0
En este caso, las ecuaciones para X(z), Y (y) son triviales

X' x) =0=Y"(y),

con soluciones

X(x)=ciz+ca, Y(y) =csx+cy.
La aplicacion de las condiciones de frontera en este caso da lo siguiente. De %(0, y) =0es X'(0) = ¢, =0,
luego X (x) = c3. De %(av y) = 0 no resulta nada nuevo, pues %—i{ es idénticamente nula.
Sin embargo, en este caso la condicién adicional u(x,0) = 0, a diferencia de lo que ocurria en el caso de
la ecuacién del calor y de ondas, no implica Y (y) = 0, sino sélo Y (0) = 0, que ahora equivale a ¢4 = 0,
de manera que una posibilidad es

Y(y) = csy.

Por tanto, en el caso ¢ = 0 aparece una nueva soluciéon:
u(@,y) = X(2)Y (y) = cacsy.
Por conveniencia, llamemos Ay = coc3; nos queda asi la solucién
u(z,y) = Agy.

¢>0,c=—M\con A >0.
En este caso resulta:
X"(x) = N2X(z) =0

Y (x) + NY (y) =0

con soluciones
X(z) = 1™ 4 coe "

Y (z) = ez cos(A\y) + cqsin(Ay).

Al imponer g—Z(O,y) = 0 6, equivalentemente, X'(0) = 0, resulta A(¢c; — ¢2) = 0 y como A > 0, nece-
sariamente ¢; = co. Asf, X(z) = ¢1 (e* — e**). Ahora, de g—Z(a,y) =0 es X'(a) = 0, que se traduce
en que c1 A (e)‘a — e’/\“). La posibilidad ¢; = 0 nos lleva a la solucién trivial X(z) = 0, por lo que la
descartamos. Como A > 0, nos queda e** = =%, que por la inyectividad de la exponencial equivale a
Aa = —Aa, o bien 2Aa = 0. Esto implica un absurdo, pues A\,a > 0. Por tanto, en este caso no existen
soluciones separadas de la forma X (z)Y (y).

Como en los casos de la ecuacién del calor y la de ondas, la linealidad de la ecuacién y el hecho de que
las condiciones de frontera sean homogéneas, nos dice que podemos sumar todas las soluciones que hemos
obtenido para obtener la solucion

u(z,y) = Aoy + i A, cos (%x) sinh (%ry) . (6.21)

n=1
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Lo tnico que falta por determinar pon los coeficientes Ay, A,,. Para esto, recurrimos a la condicién faltante
u(x,b) = f(x). Imponiéndola,

u(z,b) = Apb + i A, cos (%r:r) sinh (%b) = f(z).
n=1

Pero esto es muy parecido a la serie de Fourier en cosenos de f(z) en ]0,a] (véase (4.8)). De hecho, por
unicidad:

2 /Oa f(z)cos (%m) dr = a,, = A,, sinh (%b) , neN,

a
de donde

1 a
Ao:%/o f(z) dz

2 “ nm
A, = asinh(”a”b)/o f(z) cos <7x) dz, neN

Por tanto, la solucién a la ecuacién de Laplace en un rectdngulo queda completamente determinada en
funcién de los datos del problema.

(6.22)

6.4. Problema de Dirichlet en el disco. El nicleo de Poisson

La técnica de separacién de variables puede adaptarse a otro tipo de geometrias en el dominio de la funcién
incégnita u(z,y). En tales casos es conveniente realizar un cambio de variables a un sistema coordenado que
refleje facilmente esa geometria. Como ejemplo, consideremos la ecuacién de Laplace Au(z,y) = 0 cuando
(r,y) € D = {(a,b) € R? : a®> + b* < 1}. Obviemente, un sistema apropiado es ahora el de las coordenadas
polares.

El problema de Dirichlet consiste en hallar una funcién u(r, ) arménica en D y continua en la frontera
0D = {(a,b) € R? : a®> + b2 = 1}, tal que toma valores prefijados en dD:

Au(r,0) =0
u(1,0) = f(0).

Nota 6.3. Supondremos en lo que sigue que f() es una funcién periédica de clase C?(—m, ).

La ecuacién de Laplace en coordenadas polares se escribe como
1 1
Au = Upp + —up + —Sugg = 0. (6.23)
r r
Aplicando el método de separacién de variables, buscaremos soluciones en la forma
u(r,0) = R(r)0(0),

lo que conduce a
1 1
R'© +-R'©+ 5RO" =0,
r r

y a la existencia de una constante ¢ € R tal que



Esto se separa en dos ecuaciones

R’ +rR —cR=0
©"+c©=0.

Notemos que, por hipétesis, u = f estd acotada sobre 9D (pues f es continua y 9D compacto), de modo
que debemos excluir las soluciones exponenciales para ©. También debemos excluir las soluciones lineales,
pues no son periédicas en dD. En otras palabras, debemos tomar ¢ = A?> > 0, con A > 0. Resulta entonces

de la segunda ecuaciéon que
O(6) = c1 cos(NF) + cosin(A0) .

Ahora bien, como en r = 1 u(1,0) = R(1)0(0) = f(6) que es periddica, debe ocurrir ©(0) = ©(0), de donde
debe ser A =n € NU{0}.
Para R tenemos entonces la ecuacién (de tipo Euler)

”R"+rR —n’R=0,

que tiene una singularidad en r» = 0 y admite soluciones acotadas en un entorno suyo de la forma R(r) = kr™,
como es inmediato comprobar. Por tanto, combinando las soluciones obtenidas, tenemos

u(r,0) = % + Z r" (ay, cos nf + by, sin nh) . (6.24)
n=1

Utilizando la condicién de frontera u(1,60) = f(0), resulta
f(0) =u(1,0) = % + Z(an cos nf + by, sin nd) ,
n=1

que no es otra cosa mas que el desarrollo de Fourier de f. Por unicidad de los coeficientes, debe ser

ay = 1 f(8)cos nodo, (6.25)
™ —Tr
y L
b=~ [ f(6)sinndds. (6.26)
7

—T

Es muy fécil ver, utilizando (6.23), que cada término
Up(r,0) = r"(ay, cos nf + b, sin nb)

es una funcién arménica. Ademss la serie que define a u(r, #) y las que se obtienen de ella derivando término
a término una y dos veces, convergen uniformemente en D (donde 0 < r < l)ﬂ Por el teorema al
derivar dos veces se obtiene la serie de los laplacianos de las u,,, que por ser arménicas se anulan. Por tanto,
u(r, 0) es armonica. Nos falta comprobar que

lim u(r, 0) = f(0). (6.27)
r—1
Para ello, escribimos u(r, @) explicitamente,
L1 " - T o
u(r,0) = — (2 fls)ds + E r’ f(s) (cos nscos nd + sin nssin nb) ds) . (6.28)
™
- n=1 -

3Nétese que
[r™an| + [r"bn| = r"(lan| + |bn]) < lan] + [bn

por ser 0 < r < 1, y puede entonces aplicarse el teorema [5.18| junto con el criterio de mayoracién de Weierstrass para concluir

)

la convergencia uniforme. El mismo razonamiento sirve para las derivadas de orden superior.
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Como la serie que aparece en esta expresion es uniformemente convergente, podemos intercambiarla con la
integral de modo que, aplicando la férmula del coseno de una resta de angulos,

L &
u(r,0) = — -+ r"cosn(@—s) | f(s)ds.
(e S o)

—T

La funcion de dos variables
1 o0 N
P(r,0) = 3 + nE:1r cos nf

se denomina nicleo de Poisson. Vamos a obtener una expresién para ella que no contiene sumatorios.
Proposicion 6.4. El nicleo de Poisson puede expresarse como

1—72

_ 2
1+7r2—2rcosf (6.29)

1 oo
P(r,0) = 3 +Zr"cos nh =
n=1

Demostracion. Si ponemos z = re'? | es claro que 2" = r"e™? = r"(cosnf + isin nf) y que
1 (o] 1 o0
n o - n
3 Jrng_lr cos nf = Re <2 +ng_1z ) .

Como 0 < r < 1, también sabemos que 0 < |z| < 1. Por tanto, podemos usar la suma de la serie geométrica
(nétese que comienza en n = 0)

1 =~ , 1 = .
1_’5:7;02 _§+7+n§::1z

para escribir

 [— 1 1 1 142
Re [ = "] =R — - ) ==R .
e<2+nz_:13> e(lz 2) 2 e(lz)

Ahora, un simple célculo muestra que

14 ret (1 + rew) (1 — rew)

1—re® 7 (1 —re) (1 —reb)
1+ re? —re—i0 — 2

T 7ei® — e + 72
1—1r?+2irsiné

1 + 72 —2rcosf

_ 1—7r2

=TT 2reosd”

Re

=R

=R

O

Nota 6.5. Notemos que, en términos del nticleo de Poisson, la solucién a la ecuacién de Laplace en el disco
es

u(r,0) = %/_ﬂ P(r,0 —s)f(s)ds, (6.30)
para 0 <r < lﬂ

También es importante observar que el nicleo de Poisson es singular para » = 1y 8 = 0, por lo que no
podemos calcular el limite en (6.27) directamente. Pero podemos proceder con un truco.

4Como veremos més adelante, este tipo de integrales se conoce como una convolucion.
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Lema 6.6. Se cumple

1/7r P(r,0 —s)ds=1. (6.31)

™

—T

Demostracion. Si consideramos la funcién constante f = 1, es claro a partir de (6.28]) que también u(r, 0) = 1,

para cualquier 0 < r < 1. Por tanto, el enunciado se sigue de (6.30). O
Ahora, usamos que f es en particular continua en el compacto S! = {(r = 1,0) : —7 < § < 7}, luego

uniformemente continua, para encontrar, dado un € > 0, un § > 0 tal que

1£(0) = f(s)] <e,

siempre que |# — s| < 6. Ademas, de la expresion explicita (6.29) se ve que si [£| > ¢, es el denominador no
nulo y P(1,&) = 0, de modo que podemos encontrar un nimero 7o > 0 tal que si [§ —s| > dy ro <r < 1,
entonces P(r,0 — s) < . Con todo esto, tenemos que si rg < r < 1,

1
0) — f(6)] <= + P(r,0 — 5)|f(0) — f(s)|d
u(r,6) ~ 7(6) W(/(@_Slzw_m) /(w_sm(_m)) (1,0 = 91£(0) ~ f($)] ds

1 .
<;27re (2 _mdx |f(9)|> +e

_ (1+4 max f(9)|) .

—n<6<mw

Con esto, queda claro que lim,_,; u(r,0) = f() y, por tanto, que (6.24)) junto con (6.25) y (6.26]) proporciona

la solucién al problema de Dirichlet en el disco.

Nota 6.7. Es importante destacar que el nicleo P(r,0) sélo depende del operador A y del dominio (en
este caso, el disco). Ademas, la solucién u del problema, de acuerdo con la nota se expresa COMoO Una
integral de convolucién del nicleo P(r,§) con el término fuente f. Como veremos més adelante, esta es una
propiedad general.

Dado que el nicleo P(r,0) depende de manera esencial del dominio de la ecuacién, una pregunta natural
es: jcudl es la propiedad geométrica que debe tener un dominio para que exista un nicleo del operador A en
é17. La respuesta la da la llamada condicidn de Lebesgue: el dominio debe ser tal que para todo punto de su
frontera exista una bola con centro en su exterior tal que sea tangente a la frontera en un solo punto. Esto
excluye la presencia de recovecos angulosos (como la “aguja de Lebesgue”) en la frontera.

6.5. Separacion de variables en problemas con fuentes y no homogéneos

Como ya se ha mencionado, el método de separacién de variables puede adaptarse para trabajar con
problemas en los que hay presente fuentes (términos adicionales) en las ecuaciones del calor, de ondas o de
Laplace. La idea ahora es construir la solucién a partir de la del problema homogéneo mediante “variacién
de parametros” en los coeficientes. Un ejemplo bastard para ilustrar la técnica.

Ejemplo 6.8. Consideremos el problema de la propagacién del calor en una barra de longitud L cuyos ex-
tremos se mantienen a temperatura constante, sobre la que actia un foco de calor Q(x,t) y cuya distribucién
inicial de temperatura es f(x), es decir:

up(x,t) = Kuge(z,t) + Q(x,t), cont >0,z ¢€]0,L]
u(z,0) = f(z), conx €]0,L]
u(0,t) =0 =wu(L,t).

Por simplicidad, supondremos que las funciones ) y f poseen el grado de regularidad necesario para que las
series de Fourier que aparezcan converjan adecuadamente (puntual o uniformemente, segin sea el caso).
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Ya vimos (ecuaciones (6.7)) y ) que la solucién del problema homogéneo se expresa como

t) = 3 (2, t) = 3 A, sin (254) e~ () nt
nzz:lu X nz::l SIH(LLC)C

donde A, = b,, son los coeficientes del desarrollo en senos de f. Llamando

resulta que la solucién al problema homogéneo tiene el aspecto

ZA sm( )

Esto motiva que busquemos las soluciones al problema no homogéneo en la forma

= iun(t) sin (%I) ,

donde debemos determinar los coeficientes u,,(t). Para ello, consideremos el desarrollo en serie de senos de
f(@) y Q(z,t) (en este segundo caso tratando a la variable ¢ como un pardmetro), obtenido extendiendo de
manera impar ambas funciones primero al intervalo | — L, L[ y luego por periodicidad a todo R:

ngnsin(rzrx) y Qz,t) = i sm( x),

siendo, obviamente,

/ f(x)sin (—x) dzr y Qn(t) / Q(z,t)sin —x) dzx . (6.32)

Sustituyendo en u(x,t) = Kugy(z,t) + Q(z,t) resulta

oo

5 (0 () ) () = 0 ().

n=1

Igualando términos, para cada n € N,

() + K (”%)2 () = Qu (1)

Cada una de estas ecuacién lineal ordinaria de primer orden se complementa con unas condiciones iniciales
que resultan de

de modo que finalmente se tiene, para cada n € N, un problema de Cauchy

w ()"

£
3~
=
~—
+

un(t) = Qn(t)

con solucién inmediatas:

nm nm

tn(t) = be™ ()" 4 / Quls)e (E) =91 g
0
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Por tanto, la solucién al problema con fuentes serd

WK

u(z,t) =) u,(t)sin (%x)

<bne_(nﬁr)2”t + /t Qn(s)e_(n%)z'“(t_s) ds) sin (%m) ,
: 0

con los coeficientes calculados en (6.32]). A

Nota 6.9. Es obvio que esta misma linea de razonamientos se puede aplicar sin mayor dificultad al caso de
otro tipo de condiciones de contorno o iniciales siempre que sean homogéneas (véase el ejercicio o)), as{ como
a problemas semejantes para la ecuacién de ondas (véase el ejercicio @ o la de Laplace (ejercicio [17]).

Il
-

n

M

1

El otro caso en el que el método de separacion de variables necesita de alguna modificacion es aquél en que
hay condiciones de contorno no homogéneas, pues entonces tampoco es posible justificar la superposiciéon de
soluciones. Pero la técnica es sumamente flexible y puede tratar estos casos con cierto éxito.

Ejemplo 6.10. Consideremos el siguiente problema para la ecuaciéon de ondas

Ut — a% gy = F(z,t), 2 €]0,L[, t €]0,00]
u(z,0) = f(z), =z € [0,L]

w(x,0) =g(z), =€ [0,L]

u(0,t) =p(t), te€ [0,00]

u(L,t) = q(t), te [0,00[.

Fisicamente, el término F'(x,t) representa una fuerza actuando sobre el medio vibrante (por ejemplo, si
F(z,t) = —kuy(z,t), puede verse como un término de rozamiento que amortigua las oscilaciones). Si pensa-
mos en las oscilaciones de una cuerda, las condiciones sobre u(0,t) y u(L,t) nos dicen que los extremos no
estén fijos, sino que se mueven sobre las curvas p(t), q(t).

Buscaremos una solucién en la forma

u(z,t) = v(z,t) + 0(x, t).
Sustituyendo en la ecuaciéon de ondas con fuente, resulta la ecuaciéon
Vet — a2vxw =F - Vgt + a2’5xw )

ademas, tenemos las condiciones iniciales y de contorno, que en este caso se escriben

A la vista de estas ecuaciones, si queremos reducir el problema a uno con condiciones de contorno homogéneas
b
(que sabemos resolver por separacién de variables), resulta evidente que debemos escoger © de manera que

0(0,2) = p(t)
o(L,t) = q(t),
lo cual se puede conseguir de manera sencilla tomando
- x
(2, 1) = p(t) + 7 (a(t) — p(t)). (6.33)
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Notemos que
Vg (2,t) = 0.
Entonces, con esta eleccién, el problema a resolver se reduce a uno para v(z,t) que ya tiene condiciones de
contorno homogéneas:
Uit — a2vm =F -0y

v(z,0) = f(z) — 0(x,0)
v(x,0) = g(x) — 04(z,0) (6.34)
v(0,t) =0
v(L,t) =0.
A

6.6. Problemas correctamente planteados

Un problema de ecuaciones en derivadas parciales usualmente consta de una ecuaciéon que hay que resolver
para una funcién incégnita u, sujeta esta funcién incégnita a una o varias condiciones subsidiarias que pueden
ser de varios tipos (condiciones iniciales, de frontera, mixtas, etc.). Llamemos I" al conjunto de condiciones
y sea L el operador que determina la ecuacién a resolver, en la forma

Lu=0 (6.35)

El problema dado por ((6.35))) y las condiciones I' se dice que estd correctamente planteado (en el sentido de
Hadamard) si:

(1) Tiene al menos una solucién.
(2) La solucién en (I es tinica.
(3) La solucién u depende continuamente de los datos T'.

Naturalmente, en cada caso concreto hay que precisar qué se entiende por “dependencia continua’, pues los
espacios funcionales involucrados varian en cada problema. Por otra parte, las condiciones , tienen
un significado claro. Para entender lo que quiere decir , analizaremos el tipo de fenémenos que pueden
aparecer en un problema mal planteado.

) 0? 0?
Ejemplo 6.11 (Hadamard). Sea L = 32 + a7
en una regién Q C R?; es decir: buscamos funciones u : Q C R? — R que satisfagan la ecuacién de Laplace

el operador de Laplace y planteemos la ecuacién Lu = 0

0%u 0?%u
— — =0,V Q. 6.36
gz DY)+ e @y) =0, ¥(@y) € (6.36)
En el caso en que Q = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1,y > 1} (el semidisco unidad superior), podrfamos tomar
B ={(z,0): |z] <1}

e imponer en B las condiciones (de tipo Cauchy):

u(z,0) =0
g—Z<x, 0) = 9(y). (6.37)

para todo z € ] —1, 1[. Puede comprobarse, por sustitucién directa, que para cada n € N se tiene una solucién
particular a la ecuacién de Laplace (6.36)) de la forma

Un(2,y) = n~ V7" sinh(ny) cos(nx).
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En este caso, las condiciones (6.37)) llevan a

ou
g(x) = a—n(x, 0) = n~ V™ cosh 0 cos na = n~ V" cos nx
Y
y es inmediato comprobar que g(x) tiende uniformemente a 0 en | — 1, 1E Lo mismo ocurre con todas las
derivadas de g:
J(x) = —n V" lsinna
g () = n V" 2cosna

Sin embargo, se tiene que para todo 0 < y < 1:

lim u, (0,y) lim n_ﬁsinh(ny)

— 00 n— oo

1 _
= = lim n ‘/ﬁe"y:oo,
2 n—o00

pues, al ser la funcién log creciente mondtona, basta con tomar logaritmos y aplicar continuidad, para llegar
a lim,,_, oo (loge™ — log n\/ﬁ), de donde,

lim (ny — v/nlogn) = lim Vn(yv/ny —logn)
eVny

= lim v/nlog ,

n—00 n

y este dltimo limite es obviamente infinito. A

Asi pues, en este caso no hay dependencia continua con los parametros del problema: por una parte,
la solucién « debe cumplir que «(0,0) = 0 y, por otra parte, u(0,y) se puede hacer mayor que cualquier
valor prefijado (tomando un n suficientemente grande) para cualquier valor y > 0, por cercano que esté a
0. Fisicamente, esta situacidon supone que pequenas variaciones en las medidas iniciales para u, conducen a
errores arbitrariamente grandes: el sistema asi descrito serfa inestable, una situacién que debe evitarse en la
practica debido a la imposibilidad que conlleva de predecir el comportamiento del sistema.

6.7. Ejercicios

1. Resolver el problema del flujo de calor en una barra de longitud L, cuyos extremos se mantienen a
temperatura constante e igual a 0, para las siguientes distribuciones iniciales de temperatura:

a)
1 st O0<z<3
flx) =
0 st S<z<m
b)
f(x) = 3sinx — 5sin(2z) + 2sin(3x)
2. Resolver el problema del flujo de calor en una barra de longitud L en la que el extremo en = = 0 se
mantiene a temperatura constante 7' = 0 y el extremo en z = L estd aislado térmicamente (es decir,

S5En efecto, |g(z)| = [n~ V™ cosna| < n=V"™ para todo x €] — 1,1[ y, claramente, dado un & > 0 existe un ng € N tal que si
n > ng se tiene n~ V™ < ¢ independientemente del valor = €] — 1, 1] considerado.
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no hay flujo de calor a través suyo):

U — @Pugy; =0, 0<ax<L,t>0
u(0,t) =0,t>0

Uy (L,t) =0,¢t>0

u(z,0) = f(z).

3. Resolver el problema de las vibraciones de una cuerda elastica de longitud en reposo L, sujeta por sus
extremos, para las siguientes configuraciones y velocidades iniciales:

a) Cuerda pulsada (como en una guitarra):

hx .
— st O<zr<a

u(z,0) = f(z) = fj(L_x) . , w(2,0) = g(z) = 0.
T —a si a<xz <L

b) Cuerda golpeada (como en un piano) con velocidad inicial v:

VT .
— si O0<z<a
u(z,0) = f(z), w(x,0)=g(x)= v(L—x)
ﬁ si a<x<L.

4. Resolver la ecuacién de Laplace en el rectangulo |0, 7[x]0, [ para las siguientes funciones u(x,m) =
f(z), x €]0, x:

flz)=1
b)

fla)==
¢)

I st 0<z<3

f(z) =

0 st S<z<m

d)

fla) =a?

5. Resolver el siguiente problema para la ecuacién del calor:

Up — Uge =1, 0<x <1, t>0

u(z,0) =1+ 3cosdrz, O0<z<l1
uz(0,¢) =0, t>0
up(1,6) =0, t>0.

;Cudl es la interpretacién fisica de las condiciones de contorno?.

6. Consideremos el problema de una cuerda de longitud finita L sobre la que actiia una fuerza externa
F(x,t), con extremos fijos:

U — AUz = F(2,t), 0<z<L,t>0
w(z,0) = f(z), 0<a<L

ug(z,0) =g(z), 0<z<L

u(0,t) =0, t>0

u(L,t) =0, t>0.
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10.

(a) Encontrar una férmula general para la solucién, en términos de los datos F, f, g.
(b) Aplicar los resultados del apartado anterior al caso de una cuerda de longitud L = 1, con F(z,t) =
F (constante), f(z) = z(1 — x), g(z) = 0.

Resolver el siguiente problema para la ecuacién de ondas:

Ut — PUgy =0, 0<z<1,t>0
u(z,0) =0, 0<z<1

u(z,0) =0, 0<zx<l1

u(0,t) =12, t>0

>
u(l,t) =0, t>0.

Resolver el siguiente problema no homogéneo para la ecuacién de ondas (donde F' es una constante):

U —Uge = F, 0<ax<1,t>0
u(z,0)=z(1—2), 0<z<1
u(2,0)=0, 0<z<1
w0,t)=t, t>0

u(l,t) =sint, t>0.

Resolver el siguiente problema (con condiciones de contorno no homogéneas) para la ecuacién del calor,
con 11, Ty, Ts temperaturas constantes:

Up — U =0, O0<2xz<L,t>0
w(0,t) =Ty, t>0

g (L, t) = Ty

u(z,0) =Tox+T5, 0<axz<L.

Sugerencia: Buscar soluciones de la forma u(xz,t) = v(z,t) +0(x), con 9(x) la solucidn estacionaria (es
decir, la solucién independiente del tiempo que cumple con las condiciones de Contornﬂ.

En el ejercicio precedente, uno de los extremos de la barra se encuentra a temperatura constante y
el otro esta aislado. La técnica de buscar soluciones como perturbaciones de la solucién estacionaria
también funciona cuando ambos extremos estan aislados o sélo permiten un flujo prefijado, pero en
este caso se debe cumplir alguna condicién adicional. Por ejemplo, dado el problema

g — a*uz, = Q(x)

Uy (0, t) = T1
Uy (L, t) = T2
u(z,0) = f(z),
la solucién de equilibrio o(x) satisface
—a%0,, = Q(x)
0'(0) =Ty
V(L) =Ty.

Integrando la primera de estas ecuaciones entre 0 y L, resulta la llamada condicion de compatibilidad

L
~(@(L) — 7(0) = —a*(Ty — Th) = / Q(s)ds.
0

6 Aunque no necesariamente las condiciones iniciales, que no tienen sentido para una solucién independiente de t.
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11.

12.

13.

14.

15.

que nos dice que los flujos 77, T5 no se pueden fijar arbitrariamente (lo cual es fisicamente razonable:
si, por ejemplo, en un extremo se permite la entrada de mucho calor mientras que en el otro se restringe
su salida, en el interior se ird produciendo un aumento progresivo de la temperatura y no podra darse
el equilibrio). Teniendo presente estas observaciones, consideremos el problema:

Ut = Uy +2, O0<x<L;t>0

ug(0,8) =b

ug(L,t) =7

3 L2
u(r,0) = =% + (7 +8)x
(a) Determinar los valores de la constante b para los cuales hay una distribucién de temperaturas en
equilibrio.

(b) Hallar las soluciones estacionarias para los valores encontrados de b.

(c) Para esos valores de b, calcular las soluciones u(z,t).

Resolver el siguiente problema (con condiciones de contorno no homogéneas) para la ecuacién del calor:

T T
ut—uxx:sinx+f+6*t(f—l>, O<zx<m,t>0

T 7T
uw(0,t)=e"t, t>0
u(m,t) =t

u(z,0)=0, O<z<m.

Resolver el siguiente problema para la ecuacion del calor:

up = kug, + h, 0<zx<l1l, t>0, heR
u(z,0) = up(1l — cosmx)

u(0,t) =0

u(1,t) = 2ug .

Resolver el siguiente problema, que fisicamente representa vibraciones en un medio eldstico (con cons-
tante de recuperacién a), mediante separacién de variables:

(1) = gy (z,t) — d®u(z,t), 0<z<7m,t>0
w(z,0) = f(z), O<z<m
u(z,0) =g(x), 0<z<mw
u(0,t) =0=wu(m,t), ¢t>0.

Estudiar la solucién al problema de las oscilaciones amortiguadas

U (T, 1) = Py — aug(z,t), 0<az<L,t>0

u(z,0) =0
u(z,0) = g(x)
u(0,t) =0=wu(L,t), t>0.

Un fenémeno de gran interés en el estudio del movimiento ondulatorio es el de la resonancia. Se trata
de la aparicién de oscilaciones con una amplitud no acotada, las cuales obviamente son problemaéticas
cuando se presentan en una estructura como un puente, edificio, etcﬂ Un modelo mecéanico simple en

7Un ejemplo particularmente dramético de este fenémeno se dié en Angers (Francia) en 1850, cuando un puente sobre el rio
Maine colapsé por las resonancias producidas al pasar marchando un batallén de soldados.
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16.

17.

el que surgen resonancias es el de una cuerda con un extremo fijo y con una fuerza armonica actuando
en el otro. El modelo matematico es el siguiente:

(@, t) = gy — a*u(z,t), 0<z<m,t>0
u(z,0) =0 =u(z,0), O<z<m,u(0,t)=0, t>0
u(m,t) =sinwt, t>0.

Calcular las soluciones de este problema y estudiar para qué valores de la frecuencia w aparecen
resonancias.

El método de Fourier también puede aplicarse al estudio de la ecuaciéon de ondas en dimensiones
superiores. Consideremos por ejemplo las vibraciones de una membrana eldstica rectangular que ocupa
la region D = [0, a] x [0,b] C R?, modeladas por el problema para la funcién u(z,y, t)

Ut = Ugy + Uyy, (2,y) €]0,a[x]0,b[, t >0
u(x,y,O) = ¢(x,y), (m,y) € [O,G] X [O,b]
ut(xvy) = w<x7y)’ (xvy) € [O’a] X [O,b]
u(0,y,t) =0 =wu(a,y,t), y €[0,b], t >0
u(z,0,t) =0=wu(z,b,t), x €[0,a], t >0.

(a) Proponer una solucién de la forma u(x,y,t) = v(z,y)T(t) y reducir el problema a una ecuacién
diferencial ordinaria con condiciones iniciales para T y un problema de contorno para v(z,y).

(b) El problema de contorno para v(z,y) puede resolverse por el método de Fourier, buscando solucio-
nes de la forma v(z,y) = X (2)Y (y). Probar que los valores propios para X son i, = m?m?/a?, con
funciones propias de la forma X,,(z) = d,, sin(mnx/a), mientras que para Y, son v, = n 22 /b2,
Y. (y) = ep sin(nmy/b), respectivamente, con m,n € N.

(c) Probar que, aplicando formalmente el principio de superposicién, se llega a una solucién en forma
de serie doble

’17/]'('

u(z,y,t) y —(Apn €08 At + By, sin Apnt) |

donde A\, = my/m?/a? + n?/b2.

(d) Utilizando relaciones de ortogonalidad generalizadas y las condiciones de contorno, probar que los
coeficientes A,,,, Bm, deben estar dados por

a b
Amn:%/o /0 ¢(ac,y)sinm;r Smn%dxd

4 / /b . mmr | nmy
g — x,y)sin sin —= dx dy
o Jo ) V@) sin= b

(e) Fisicamente, la solucién obtenida representa el sonido generado por un tambor rectangular. A la
vista de la expresién para las funciones propias asociadas a cada valor propio A, explicar por
qué el sonido de un tambor carece de la armonia de instrumentos como el piano o la guitarra.

La ecuacién de Laplace con fuentes, Au(z,y) = p(x,y), se denomina ecuacidn de Poisson. Tipicamente,
el término p(z,y) representa una densidad de carga, masa, etc. Resolver el siguiente problema de
Dirichlet para la ecuacién de Poisson:

Az,y) =siny 0<z,y<mw
u(0,y) = u(7r y) O<y<m
u(x,): =u(z,m) O<z<m.



18. Resolver el siguiente problema mixto para la ecuacién de Laplace, dando una interpretacién fisica de
las condiciones de frontera:
Au(z,y) =0, 0<z,y<l

uw(r,0) =2z, O0<z<l
u(z,1)=0, O0<z<l1
u(0,y) =0, O0<y<l1
u(Ly) =y, 0<y<l.

19. Resolver el siguiente problema no homogéneo para la ecuacién de Laplace:

u(xz,0) =0

u(z,m) = tsinz — 3sin3x
u(0,y) =0

u(m,y) = sin 3y

20. Resolver el siguiente problema de Dirichlet para la ecuaciéon de Laplace en un sector circular:

Au(z,y) =0, z,y>0,0<2?+9y2<1
u(z,0) =u(0,y) =0, 0<zy<l1
u(z,y) =2xy, x*4+y*=1.

21. Resolver el problema de Poisson en un anillo:

Au(r,0) =sinf 1<r<2,0<60<27
ur-(1,0) = 6 = u(2,0).

22. Determinar la unica solucién del problema

Au=0, 0<r<1,0¢€]0,n]
u(1,0) + 2u,(1,0) = 4sin 3¢

u(r,0) = ug(r,m) =0.

(Estd el problema bien planteado si se cambia 2u,.(1,0) por —2u,(1,6)?.
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7

Teoremas de existencia, unicidad y estabilidad

La soluciéon de una ecuacién en derivadas parciales obtenida mediante el método de Fourier, reviste un
caracter formal debido al uso del principio de superposicién con un numero infinito de soluciones. Por
supuesto, ya hemos desarrollado las herramientas teéricas que nos permiten justificar todos los pasos que
llevan a la solucién, asi que en este capitulo probamos que las soluciones formales son, de hecho, soluciones
clasicas en varios casos ilustrativos. Que tales soluciones son las buscadas estard garantizado por los teoremas
de unicidad.

Por 1ltimo, trataremos el importantisimo tema de la estabilidad, parte esencial de un correcto plantea-
miento siguiendo a Hadamard, y un requisito sin el cual las soluciones encontradas carecerian de interés
fisico, pues corresponderian a situaciones de impredictibilidad.

Las referencias principales para este capitulo son los textos [, [9]. Como lectura complementaria se reco-
mienda [§].

7.1. Existencia de solucion a la ecuacion del calor

El método de separacién de variables para un problema como el de la ecuacién de la ecuacién del calor,
se basa en tomar soluciones del tipo u,(z,t) = X (2)T(t) (una para cada n € N) y formar la serie

+oo
u(z,t) = Z un(x,t),

afirmando que esta también es una solucién del problema original. Veamos que, en efecto, asi ocurre.
Consideremos las soluciones obtenidas para el problema de calor que tienen la forma

un(z,t) = Ay sin (%x) e )kt ;

de modo que la serie a considerar es
= =3 nm 2
u(x,t) = nE_lun(%t) = ng_l Ay, sin (Tx) e CE )R

donde, como se vié en la seccién los coeficientes A,, estan dados por los coeficientes de Fourier en senos
para f (definida originalmente en ]0, L[) que se obtiene prolongando de forma impar al intervalo | — L, L[, y



de ahf a todo R con periodo 2L, de manera que la serie de Fourier de f en ]0, L[ viene dada por:

flx) ~ +i.:obnsin(ngx)
n=1

2 L . o/nT
b, = ), f(x)sm(fx) dx .

Asi, lo que sabemos es que
9 (L
An:bn:f/o f(x)sin(%x) dz,n e N.

Obviamente el hecho de que u(x,t) sea una serie convergente o no, depende de las caracteristicas de f. Aqui
supondremos que f es continua en ]0, L[ y que f’ estd definida en |0, L[ salvo en un nimero finito de puntos.
La prueba de que u(x,t) es solucién tiene tres partes:

(a) La serie u(x,t) = Z:ﬁ un(z,t) converge uniformemente.
(b) La funcién u(z,t) es diferenciable con respecto a ambas variables y cumple la ecuacién del calor.
(¢) La funcién u(z,t) cumple las condiciones de contorno.

Analicemos cada una por separado.

(a) Tenemos

= nm 2 =
t) = ZAn sin (T.Z‘) e~ ()Rt — Zun(%t)
n=1 n=1

donde o , ,
un(,8)] = [Ansin (Sra) e CE)H] < |4, [e”CEVM < |4, ] ¥n e N
Podremos entonces aplicar el criterio de Weierstrass con M,, = |A,|. Para esto necesitamos que
% An] = 32 |b,| sea convergente, pero eso es consecuencia de que f es continua en ]0, L[ y

con derlvada deﬁmda salvo en un conjunto finito de puntos, pues como se vié en la seccién b4 siay
son los coeficientes de Fourier de f’ (los b,=0 para todo n € N) es

My = |Ay| = [by] = Bl £ 82 1 (7.1)
e n 2 2n?’ '
luego
+oo 1 +o0
a2 4
SueiTa Tl
de nuevo por la desigualdad de Bessel y por ser :ool ni = 72/6.

(b) Ahora queremos ver que u(x,t) puede derivarse las veces que sea necesario. En concreto queremos ver
que ésta derivacién se puede realizar término a término:

ou =

0%u =

@(%t) = 2 ( 1) (7.2)
ou =

G = X G
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Para probar (7.2)), ya que sabemos que u(x,t) = : 1 Un(z,t) converge uniformemente (luego pun-

tualmente), serd suficiente con probar que los miembros derechos convergen uniformemente (por el

teorema (3.14)).

Ahora bien, ocurre que

u(,t) = Apsin (“a) e (M
x
Pun_ (BT A sin (M) e (73)
oz 7 nsin (—z)e
ou nm 2 nmw nx\2
om0 (2D in (21 —(57)%kt
ot k(L)A"Sm<Lx)6 :
de donde, acotando,
ou nmw nmy2
n < o _(7) kt
T < Al
0%u nm\ 2 nmy2
n < o _(7) kt
P < () et
Lu"( )| < k(@)zm |e= )kt
ot - L " ’

Llamemos (para aplicar el criterio de Weierstrass)
M, = [l CE)H

Mn - (T) |An|e—(%)2kt.

Sabemos, por (7.1)), que [4,| < (3,7 an’® + %2) < 00, luego los |A,,| estdn acotados independien-

n=1
temente de n € N. Entonces la convergencia de > ° | M, se reduce (omitiendo factores irrelevantes)

a estudiar la de Y7 | ne="" NI nZe=m. Aplicando el criterio del cociente para series numéricas
2.2
2
. (n41)e (D 1 1\
A e T e (P ) =0
' (n+1)?
. (n+1)2e(ntl 1 2 1
e T e (P T ) T 0t

luego 300, M,, y 3.°°, M,, convergen y por tanto Y oo, 86;2'%(:13 )y Yoo, Zey(z,t) convergen
uniformemente, verificandose ([7.2]).

Con esto, es inmediato que u(z,t) = > 2 | u,(z,t) cumple la ecuacion del calor, pues por (7.2) y por
ser cada u,(x,t) solucién,

003 > 02

>, 5%u,, 0%u,,
zkz 92 u(z,t) =k 502
n=1

Falta comprobar que se cumplen las condiciones de contorno, pero esto es inmediato por cémo se
definieron los coeficientes A,, = b,:

0) = iAn sin (%z) = f(x).
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Nota 7.1. Un anélisis semejante se puede realizar para el caso de la ecuaciéon de Laplace. Como veremos
en la seccion en el caso de la ecuacion de ondas el andlisis requiere imponer sobre f, g unas condiciones
bastante restrictivas, pero en el caso de la ecuacién de Laplace los razonamientos son similares a los de la
ecuacién del calor.

7.2. Existencia de solucién a la ecuacién de ondas

Vamos a estudiar la existencia de soluciones a la ecuacién de ondas desde dos perspectivas complementarias,
la del método de Fourier y la de D’Alembert, quien encontré una manera ingeniosa de expresar la solucién
sin usar series. La equivalencia entre ambos métodos se analiza en el ejercicio

7.2.1.  El método de Fourier
En el anélisis del problema de una cuerda con extremos fijos mediante la técnica de separacién de variables,
Utt :a2uzz7 (:Z},t) E]O,L[X}0,00[
u(0,t) =0=wu(L,t), t>0
u(z,0) = f(z), = €]0,L]
w(x,0) = g(x), z€]0,L],

se obtenian soluciones formales del tipo
Up(2,t) = sin (%I) (An cos (ﬂLﬂt) + B,, sin (%t)) ,

en las que hay que determinar los coeficientes A,, y B,,. Los A,, se pueden identificar con los coeficientes del
desarrollo en senos de la extensién impar de f al intervalo | — L, L[, y los B,, se identifican con una constante
L /nam multiplicada por los coeficientes del desarrollo en senos de la extensién impar de g al intervalo | — L, L.
Se considera entonces una superposicién de la forma

u(z,t) = Z Un (2, 1)

que debemos comprobar satisface todas las condiciones del problema original. Llegados a este punto nos
interesard separar este problema en dos subproblemas. Consideremos las series dadas por

u(z,t) = g A, sin (%x) cos (%t) (7.4)
y [oe)
uz(z,t) = ; B, sin (n%m) sin (nath> . (7.5)

Por lo expuesto anteriormente, tenemos esperanzas de que (|7.4)) sea la solucién al problema

,%u  0%u
222 _ 22
oz  ot?’
w(0,t) =0=wu(L,t), te]0,+o0] (7.6)
u(xao):f(x)v (EE]O,L[
ut(x,0) =0, xz€]0,L[,

x €10, L[, t €]0,+o0]

84



mientras que (|7.5)) lo sea del
2, 0%u 0%
a‘— = —=
ox2  ot2’
u(0,t) =0=wu(L,t), t€]0,+o0] (7.7)
u(z,0) =0, z€]0,L[
Ut(ZE,O):g(ZL'), ICE]O,L[
Por superposicién de soluciones, una vez probado esto u = w1 + uy serd la solucién del problema original,
que es lo que queriamos. Sin embargo, estos dos subproblemas no son en absoluto triviales. Comenzando por

el primero ([7.6)), observamos que si se hace la hipdtesis sobre f de seer continua y con derivada continua a
trozos, podemos asegurar que la convergencia en ([7.4]) es uniforme en ambas variables (z,t), puesto que

Z ‘A sin (%x) cos (—t)‘ Z |A,|

y esta ultima serie converge por (5.18]). Por tanto, vemos que uj(x,t) cumple todas las condiciones de
contorno e iniciales de (7.6 excepto (u):(x,0) = 0. Para comprobar esta propiedad, debemos poder derivar
la serie término a término, pero esto estd garantizado por la convergencia uniforme. Asi, derivando en (7.4)

y aplicando el teorema
aT . /nT \ . /naw
(u1)¢(z,0) = A nil nA, sin (Tx) sin (T()) =0.

Por lo que respecta a w1, el inico paso que nos queda por ver es que satisface la propia ecuacién de ondas
homogénea. Esto requiere que podamos derivarla dos veces con respecto a t y a x y que las series resultantes
sean uniformemente convergentes a (u1)y v (41)ee respectivamente; la presencia de las derivadas segundas
implica que debemos anadir hipétesis sobre f para poder aplicar el teorema [5.18] Se comprueba entonces
inmediatamente que

x €10, L[, t €]0,+00]

(u1)e = a® i (%)2 A, sin (%x) cos (%t) = a®(u1) e
n=1

Para que esta serie converja uniformemente y se justifique la derivacion término a término, por el criterio de
Weierstrass basta con que sea convergente

T\ 2 —
2

(T) Xl
y dada la relacién que existe entre los coeficientes de una funcién y los de su derivada (teorema |5.18)), esta
convergencia se da si f” es continua y f”’ continua a trozos (pues lo que aparece aqui es basicamente la serie
de Fourier de f”).

En definitiva, si f y f” son continuas y f’, f”’ son continuas a trozos, (7.4)) con los coeficientes A,, dados
en (6.12) es una solucién al problema (7.6). Nos falta ver que ([7.5) con unos coeficientes B,, apropiados
es solucién del problema ([7.7). Los mismos razonamientos que acabamos de hacer sirven para justificar las

derivaciones respecto a x y t en g, pero en este caso, como el coeficiente B,, es igual a b, (coeficiente del
desarrollo en senos de la extensién de g) multiplicado por un factor 1/n (véase (6.15))), al derivar dos veces

resulta
nm\ 2 . /nm nam
() ()25
(E)Q Ly in (") i (2974
2\ \nan )L PT
. nw, . /nw . /nam
fa; fbn sin <fz> sin (Tt) .

0®(U2)ze = (uz)u =a® Y
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De nuevo por el teorema de Weierstrass, esta serie serd uniformemente convergente (justificindose asi todos
los pasos) si converge
an ~—
T 2l
n=1
para lo cual sélo se requiere que g sea de clase C! (en particular, g’ continua) y que g’ sea continua a trozos.

Nota 7.2. En el analisis precedente, aparecen unas propiedades muy restrictivas sobre f y g que no se
cumplirdn en muchas aplicaciones précticas (donde, por ejemplo, apareceran pulsos triangulares como con-
figuraciones iniciales que no tienen primera derivada continua). Las férmulas siguen siendo vélidas en estos
casos, que pueden considerarse como limites de situaciones descritas por funciones que si cumplen los requi-
sitos que hemos pedido. La teoria apropiada para trabajar propiamente con estas situaciones es la de las
distribuciones o funciones generalizadas, que trataremos brevemente en un capitulo posterior (siguiendo a
W. O. Bray: A journey into PDEs, Proposition 6.4, donde se ve que condiciones menos restrictivas sobre f
y g —que f sea continua con derivada continua a trozos y que g sea continua a trozos— garantizan que la
u(x,t) construida por el método de Fourier es una solucién débil).

7.2.2. El método de D’Alembert

Consideremos el problema para la ecuacién de ondas

U = gy, (m,t) €]0, L[x]0, 00]
u(0,t) =0=wu(L,t), t>0
U(:U,O) = QS(Z')? T E]OvL[

ui(z,0) =0, =z €]0,LJ.

(7.8)

Se trata del problema de la cuerda pulsada que ya conocemos (véase el ejercicio [3| del capitulo precedente).
Recordemos de la seccion precedente que la estructura del problema impone ciertas condiciones de compa-
tibilidad a la funcién ¢ (y otras similares a una eventual funcién v tal que fuese ui(x,0) = ), derivadas de
imponer la condicién de que la solucién u sea una solucién clasica, esto es, continua en D = [0, L] x [0, 00[ y

de Clase C en }O,L[X]O, OO[:
(b ‘) — () “ - 1/“] ‘) t - ()
( ) u( 5 ) . 1 u( 5 )

#(L) =u(L,0) = tEI(I)lJr u(L,t) =0

} d2 d2
PO = ura(0.0) = unl0.0) = g ul0.8) = g5|  0=0
} d2 d2
L) = Tx L, = Lv = 92 L’t ae o
OL) = e (L,0) =un(L,0) = gz | ullot)= G| 0=0

Estas condiciones se supondra en lo que sigue que se cumplen sin volver a mencionarlo.

D’Alembertﬂ comenzé por considerar Unicamente la ecuacién uy = gy (en la que renombramos el
coeficiente a como ¢ para coincidir con las notaciones habituales en Fisica), sin preocuparse por las condiciones
adicionales. Introduciendo las nuevas variables (llamadas caracteristicas)

E=x+ct

n=x—ct,

1Su nombre real era Jean Baptiste Le Rond d’Alembert. Fué un hijo no reconocido de madre de familia media-baja, Claudine
de Tencin, y el duque Leopold d’Arenberg. Sus padres lo abandonaron en la puerta de la iglesia de Saint-Jean-Le-Rond, en
Paris, de modo que al ser bautizado tomé su nombre de San Juan Bautista, a quien la iglesia estaba dedicada (actualmente
se encuentra derruida). Aunque su padre nunca lo reconocié como hijo legitimo, encargé a uno de sus ayudantes, el caballero
Louis Destouches, que se encargara de pagar su educacion, para lo cual le dejé un cuantioso fondo econémico. Tras un tiempo
usando su apellido como d’Aremberg, finalmente lo cambié a la forma D’Alembert, con la que hoy es conocido.
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resulta inmediato comprobar que la regla de la cadena conduce a

2 2 2
Ugp = CUgg — 2C7 Ugy + C Uy

Ugy = Uge + 2Ugy + Uy,

de modo que
2 2
Ugp — C Ugy = —4C Ugy) ,

y asi la ecuacion de ondas en las nuevas variables es simplemente
Ugn = 0.

Esta ecuacién implica que u, no depende de &, esto es, que u, = G(7), con G : R — R arbitraria de clase
C!. Integrando otra vez, u(¢,n) = f(£) + [ G(n) dn, de nuevo con f : R — R arbitraria de clase C?, o bien,

u(€,m) = f(€) +g9n).

Regresando a las variables originales, vemos que las soluciones a la ecuacién de ondas s — c?uz, = 0 se
pueden expresar como
u(z,t) = f(x 4+ ct) + gla — ct). (7.9)

En principio, los términos f(z+ ct), g(x — ct) representan ondas que matienen su forma y se desplazan hacia
la derecha y la izquierda, respectivamente. Notemos que en t = 0,

¢(r) = u(x,0) = f(z) + g(z).

En particular, si elegimos las funciones arbitrarias f y g como iguales, resulta que

(notemos que en este paso se requiere que sea ¢ de clase C?) asf que la solucién al problema (7.8)) se podra
escribir como

(o, ) = % (6 + ct) + dlx — ct)) . (7.10)

Realmente, como ¢ estd sélo definida en [0, L], debemos considerar alguna forma de extenderla a todo R.
Como adems$ queremos que se satisfagan las condiciones de frontera u(0,¢) = 0 = u(L, t), debe cumplirse que
#(0) = 0 = ¢(L), como ya vimos. Esto sugiere que tomemos la extensién peridédica impar de ¢, llamémosla
. Por tanto, consideraremos la funcién u : R x [0, co[— R,

u(a,t) = 5 (3w -+ ct) + 3o — ct))

y comprobaremos que es una solucién al problema (7.8)). En primer lugar, es obvio que por construccién se
tiene uy — c2ug, = 0. Por ser ¢ impar, es
b

1 /- ~ 1/~ ~
u(0,) = 5 (Blet) + d(—ct)) = 5 (B(ct) = dlet)) =0,
luego se satisface la condicion inicial, y por tener periodo 2L,
1 /- -
w(L,t) = = (¢(L +ct) + (L — ct))

(A(L + ct) + &L — et — 2L))

(¢3(L +et)+ d(—L — ct))
(gz}(L Yet) — (L + ct)) —0.

N RN~ DN~ N
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Finalmente,

u(,0) = 3 (3() +6(2)) = d(a),
luego u(x,0) = ¢(x) en [0, L], y
ug(z,0) = % . % (qg(x +ct) + gz — ct))

=5 (ed@) - ¥@)

De este modo, u(x,t) es solucién al problema (7.8), bajo la condicién ¢ € C2([0, L]).

Nota 7.3. Del analisis de los pasos seguidos en el método de D’Alembert se ve facilmente que el método,
aunque proporciona una solucién en forma explicita muy sencilla, es dificilmente generalizable a dimensiones
superiores o al caso en que las condiciones de contorno no son homogéneas, por lo que su aplicabilidad es
mas limitada que la del método de Fourier.

7.3. Principios del maximo y del minimo para la ecuacién del calor

La prueba de la unicidad y estabilidad de las soluciones a la ecuacién del calor en una barra finita, con
temperaturas fijas en los extremos, se apoya en el siguiente resultado.

Teorema 7.4 (Principio del méximo). Sean L,T > 0 y denotemos D = [0, L] x [0,T],
U = ({0} > [0,T) U ([0, L] x {0}) U ({L} < [0,T7) .

Si u es una funcion continua en D, de clase C* en D\UE| y tal que es solucion de la ecuacion del calor
Up = Kuge en D\U, entonces, alcanza su mdximo en la frontera U,

maxu = maxu .
D U

Demostracion. Denotemos M = méxp u y m = maxy u (existen por ser u continua y D, U ambos compac-
tos). Es obvio que M > m. Supongamos que M > m y veamos que se llega a un absurdo, con lo cual se
tendra la equivalencia del enunciado.

Si M > m existird un punto (zo,t9) € D\U tal que u(xg,ty) = M. Definimos la funcién

W($*$0)2~

v(z,t) = u(z,t) +
Observamos que para cualquier (z,t) € U se cumple que

M- 1
T2 = Z(m+M)< M.

t) <
olwt) = m+ =7 2

También se tiene que

—m
(z0 — 70)* = u(x0,t0) = M,

to) = to) + ———
v(wo,to) = u(wo, to) + 22

asi que el maximo de v(z,t) en D es mayor o igual que M. De nuevo, como D es compacto, este miximo se
alcanza. Sea (z1,t1) € D el punto donde v(z,t) alcanza su maximo; acabamos de ver que (x1,t1) ¢ U. Si es

2Las soluciones con estas propiedades, es decir, tales que u € C(D) N C2(D\U), se llaman soluciones cldsicas a la ecuacién
del calor.
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(x1,t1) € int(D), entonces, por la caracterizacién de extremos de funciones de dos variables en términos del
hessiano,
ve(@1,t1) =0 =wz(21,t1) ¥ Vsalz1,t1) 0.

Si el extremo se alcanza en el segmento horizontal superior (que no estd en U), (x1,t1) € [0, L] x {T'},
ve(21,t1) 20, wva(z1,t1) =0y waa(w1,t1) <0.
En cualquier caso, ocurre que
vi(x1, 1) — K2Vpe (21, t1) > 0. (7.11)

Ahora bien, por la definicién de v(x,t) y el hecho de que u(x,t) es solucién a la ecuacién del calor uy — kU,

se deduce que
2

K
2
lo cual contradice ([7.11)). O

Corolario 7.5 (Principio del minimo). En las condiciones del teorema precedente se cumple que

ve(x1,t1) — /{2vm(x1,t1) =——(M-m)<D0,

minu = minwu.
D U

Demostracion. Basta con observar que

minu = —méx(—u) = — mix(—u) = minwu.
D D U U

La unicidad de la solucién también se sigue de manera inmediata.

Corolario 7.6 (Unicidad de la solucién clésica). En las condiciones del teorema st u1, ug son dos
soluciones de la ecuacion del calor, entonces, uy = us.

Demostracion. Basta con aplicar los principios del minimo y del méximo a la funcién v = u; — ug la cual,
por hipdétesis, se anula en U. Asi:

maxu =0=maxu y minu=0=minu,
D U D U

de donde se sigue que u =0 en D. O

Finalmente, abordamos el problema de la estabilidad.
Corolario 7.7 (Estabilidad de la solucién cldsica). En las condiciones del teorema[7.4} si g1, g2 € C([0, L))
y hi, ki € C([0,T]) (coni € {1,2}) son tales que, para un € > 0 prefijado de antemano,
lg1(x) = g2()| <&, en [0, L],
|ha(t) — he(t)| <e, en [0,T7,
|k1(t) — ko (t)| < e, en [0,T],

entonces, dadas dos soluciones cldsicas uy,us que cumplan

ui(z,0) = gi(z), en [0, L],
u;(0,t) = hy(t), en [0,T7],
ui(L,t) = ki(t), en [0,T],

se tiene que, para todo (x,t) € D,
lui(z,t) —u(z,t)] < e.
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Demostracion. Se sigue inmediatamente de las hipétesis sobre las funciones g;, h;, k; (que dan los valores
sobre la frontera U) y de los principios del maximo y del minimo que, para cualquier (z,t) € D,

—e <min(u; — ug)

O

Nota 7.8. El andlisis que hemos hecho se adapta sin mayor dificultad al caso de las funciones arménicas
(soluciones clésicas de la ecuacién de Laplace), véanse los ejercicios [1| y [2| de este capitulo.

7.4. La integral de energia en la ecuacion de ondas

Si una particula de masa m > 0 se mueve en una dimension bajo la accién de una fuerza de tipo gradiente

F = —-V'(z) (con V : R — R una funcién diferenciable), es bien conocido que la energia mecanica total,
definida como funcién implicita del tiempo por E(t) = mi(t)?/2+V (z(t)) (donde i(t) = dx/dt), es constante.
La prueba es directa, usando la regla de la cadena y la ecuacién de Newton mi = F = —V":

dE  mdi? | dV(x(t))
dt 2 dt dt
= mai + V' (x(t))x
=i(mi+V')=0.

Esta misma idea puede aplicarse a sistemas continuos, como el caso de una cuerda. Ahora el papel de energia
total, entendida como suma de energfa cinética (“un medio de la masa por la velocidad al cuadrado”) y
energia potencial (“masa por la constante gravitacional por la altura”), para el caso de una cuerda de
longitud L lo juega la funcién integral de energia

L
E(t) = 1/0 (Pul(z,t) +ui(z,t)) dz.

2

Nota 7.9. Notemos que si u(z,t) es una solucién clésica de la ecuacién de ondasﬂ es una funcién de clase
C? ent > 0, de modo que E(t) es una funcién diferenciable de ¢ en ese intervalo.

Teorema 7.10. Siu(z,t) es una solucion a la ecaucion de ondas con extremos fijos a 0 en el intervalo [0, L]
(es decir, condiciones de contorno homogéneas), la integral de energia se conserva, esto es,

dFE
— 9
dt
Demostracion. Se trata de un calculo directo, teniendo en cuenta que la regularidad de las funciones que
intervienen permite aplicar los teoremas de derivacion bajo el signo integral, la regla de la cadena e integracién

por partes:

dE L , , . L , L
T - (CPugtgs + upuy) doe = ¢ uzut|0 — C Ul gy Ao + gty A . (7.12)
0 0 0

3Es decir, continua en todo el dominio del problema y de clase C2 en su interior.

90



Ahora, observemos que de la condicién inicial «(0,¢) = 0, para todo t > 0, se sigue que u;(0,t) = 0.
Anglogamente, de u(L,t) = 0 resulta u(0,t) = 0. Con esto, la ecuacién (7.12)) queda como

dE L
dt B 0 ug (g — C2uwz> dr =0.

Corolario 7.11 (Unicidad de la solucién clésica). La solucidn cldsica al problema de ondas

Uy — gy = F(z,t), z€]0,L[,t>0
u(z,0) = f(z), =z € 0,L]

u(z,0) = g(x), =€ [0,L]

u(0,t) = h(t), t>0

uw(L,t) =k(t), t>0,

es unica.

Demostracion. Sean uy(x,t), us(x,t) dos soluciones clésicas al problema de ondas. Entonces, la diferencia
v = u1 — Uz es solucién al problema con codiciones homogéneas

Vgt — Vg =0, x€]0,L[,t>0
v(z,0) =0, ze€ [0,L]

ve(x,0) =0, x€ [0,L]

v(0,t) =0, t>0

v(L,t)=0, t>0.

El teorema de conservacion de la integral de energia nos asegura que

L
E@t) = 1/0 (Pv2(z,t) + vi(2,t)) dz = E(0).

Ahora bien, como vi(z,0) =0y v(x,0) = 0 (pues v(z,0) = 0 para todo 0 < x < L), es claro que F(0) =0,
de donde E(t) = 0 para todo ¢t > 0. Pero como se trata de una integral con integrando mayor o igual que
cero (por ser suma de cuadrados), necesariamente es c?v?(z,t) +vZ(x,t) = 0 para todo ¢t > 0, lo cual implica
que

Vg (2, 1) = 0 = ve(x,t),
para todot >0y 0 <z < L. A su vez, esto lleva a que sea v(x,t) constante, y como se tiene la condicién
inicial v(z,0) = 0, resulta finalmente v(x,t) = 0. O

La férmula de D’Alembert permite también dar una prueba muy sencilla de la estabilidad de la solucién
al problema con condiciones de contorno homogéneas.

Corolario 7.12 (Estabilidad de la solucién clésica). Si uy, ug son soluciones cldsicas respectivas a los
problemas de ondas

Uy — gy = F(z,t), z€]0,L[,t>0
u(z,0) = ¢i(z), =z € [0,L]
u(z,0) =0, =z € [0,L]
u(0,t)=0, t>0
u(L,t) =0, t>0,
para i € {1,2}, entonces, para cualquier intervalo de tiempo [0,t], dado un € > 0 siempre se puede encontrar

un & > 0 tal que si |fi(x) — fa(x)| < 9, sea |ui(x,t) — uz(z,t)| < €. En otras palabras, la inica solucién al
problema, es estable.
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Demostracion. Es inmediata a partir de la formula de D’Alembert ((7.10) y las hipdtesis:

1
[ua(z,8) —uz(2, )] <5 (I¢1(z + ct) = do(z + ct)] + |$1(z — ct) — p2(z — ct)])
§ 0
<§ + 5 =9,
de modo que dado ¢ > 0 basta con tomar § = ¢. O]

7.5.

Ejercicios

. Probar el principio del maximo para las funciones armédnicas. Como consecuencias, deducir el principio

del minimo y la unicidad y estabilidad de las soluciones a la ecuacién de Laplace en un dominio acotado
D C R?.

. Estudiar la estabilidad de las soluciones a la ecuaciéon de Poisson Au = f en un dominio acotado

D c R2.

Comprobar que, bajo condiciones apropiadas que garanticen que ambos métodos son aplicables, las
soluciones al problema de ondas proporcionadas por Fourier y D’Alembert son iguales.

. Generalizar la solucién de D’Alembert al caso del problema de ondas con velocidad inicial (cuerda

golpeada)
U = gy, (m,t) €]0, L[x]0, 00
uw(0,t) =0=wu(L,t), t>0
u(z,0) = ¢(x), =« €]0,L[
ug(2,0) = (x), =z €]0,L].

Para una cuerda con extremos fijos que vibra en un medio viscoso, con coeficiente de resistencia k > 0,
el problema de determinar sus oscilaciones amortiguadas se modela mediante

U — gy +huy =0, 0<z <L, t>0
u(z,0) = f(z), 0<zx<L
us(x,0) =g(z), 0<z<L
u(0,t) =0=wu(L,t), ¢t>0.

(a) Probar que la energia total se disipa (esto es, disminuye con el tiempo).
(b) Probar que la solucién es unica.
(¢) Probar que la energia total estd acotada en funcién de los datos iniciales.

La integral de energia proporciona una condicién suficiente para asegurar la unicidad de la solucidn,
pero esta condicién no es necesaria. Consideremos el problema dado por

Upg = Uge +sinz, O < x <m, t>0
u(z,0) =2sinz, 0 <z <7
u(2,0)=0,0<z <7

u(0,t) =0 = u(m,t).

(a) Probar que tiene una unica solucién (utilizando los resultados de la subseccién [7.2.1)).
(b) Calcular explicitamente la solucién del apartado precedente.

(c) Probar que para la solucién hallada, la integral de energia no es constante (de hecho, cumple que
E(t) =m(1+ cost) > 0).
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7. Probar la estabilidad de la solucién al problema

Uy = gy, (x,t) €]0, L[x]0, 00]
u(0,t) =0=wu(L,t), t>0

u(z,0) = ¢(z), x€]0,L]
ug(x,0) = (x), «€]0,L][.

8. La ecuacion de Klein-Gordon para una particula relativista de masa m y espin 0, confinada en una
dimension, esﬂ
uge (2,1) = Cuge(x,t) — miu(z,t),
donde 0 < = < L. Suponiendo condiciones de contorno homogéneas (esto es, u(0,t) = 0 = u(L,t)),
probar que la integral de energia

L
E(t) = % /0 (uf(m,t) + C2ui(x,t) + m2u2<x,t)) dx,

se conserva. § Qué puede decirse acerca de la unicidad de las soluciones a la ecuacién de Klein-Gordon?.

4Obsérvese la semejanza formal de esta ecuacién con la de vibraciones en un medio eldstico, analizadas en los ejercicios
y del capitulo @ La diferencia entre ambas estriba en la interpretacién fisica.
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8

La transformada de Fourier

En capitulos anteriores hemos visto la forma en la que el analisis de Fourier puede usarse para resolver
problemas de ecuaciones en derivadas parciales cuando el dominio de definicién del problema es acotado.
La clave para ello reside en que esta acotacién permite imponer condiciones de contorno que, a su vez,
determinan un subconjunto discreto de valores propios que seleccionan las soluciones elementales que se
superponen para dar la soluciéon. Cuando el dominio es no acotado, este procedimiento falla. En general,
aparece un continuo de valores propios admisibles y debe considerarse una integral en lugar de una suma.
Aparece entonces la transformada de Fourier que, junto con la convolucion, es una de las herramientas més
potentes para el estudio de ecuaciones en derivadas parciales.

Para este capitulo se ha seguido muy de cerca la presentacién de [3] y [7]. En [I] se da un enfoque més
computacional, con numerosos ejemplos de interés en ingenieria.

8.1. Motivacién y definicion

Si se intenta aplicar el método de separacién de variables al problema de la conduccién del calor en una
varilla de longitud infinita conocida la distribucién inicial de temperaturas (problema de Cauchy)

U — Uge =0, xE€R,E>0,
u(z,0) =up(z), z€R,

escribiendo u(x,t) = X (x)T (t) y sustituyendo se llega a las ecuaciones que ya conocemos, X" (X)+AX (z) =0
y T'(t) +XT'(t) = 0. Con el anélisis habitual determinamos que las soluciones validas se dan en el caso A > 0,
para el cual las raices del polinomio caracteristico son complejas. Asi, las soluciones elementales validas son

X(x) = Acos(VAz) + Bsin(VAz).

En el caso acotado, en este momento imponiamos las condiciones de contorno para seleccionar un conjunto
numerable de autovalores A\. Aqui no tenemos esa posibilidad, nuestra tnica informacién se refiere al valor
inicial ug(x) = u(zx,0). Por tanto, aplicando el principio de superposicién estrictamente, nos vemos obligados
a considerar soluciones de la forma

u(z,t) = /OOO(A()\)e_’\t cos(VAz) + B(A)e Msin(VAz)) dA.



El cambio y = v/ transforma esta expresién en
ue,) = [ (A costya) + Byl sinfya)) dy.
0

Haciendo las extensiones (par e impar, respectivamente)

Mw={

b(y) = 4 2BW) sy =0,
_%B(_y)7 si y < 0,

A(y), sty >0,
A(—y), siy <0,

N N

e introduciendo ¢(y) = a(y) + ib(y), unos cédlculos sencillos que se dejan como ejercicio conducen a una
expresion muy sugerente para la solucién:

[ 0
u(z,t) = / c(y)e ¥ te™ dy.
—00

Esto es el andlogo del principio de superposicién. Ahora, para resolver el problema tendriamos que determinar
las funciones c(y) de manera que se satisfaga la condicién inicial

o0
u(w.0) = [ e dy = unfa).
— 00
Formalmente, una solucién consiste en tomar una integral de la forma
0 .
W= [ upla)e s,
— 00
lo cual motiva la definicién de transformada de Fourier.

Definicién 8.1. Sea f : R — C. Su transformada de Fourier es la funcién compleja de variable real dada
por

Flw) = [ h f()e ™t dt. (8.1)

Nota 8.2. Otras notaciones para la transformada de Fourier son F(w) 6 F(f)(w).
Tal y como se ha definido la transformada, nada asegura que exista. Como |e~"*| = 1, se tiene que
/\ o0
Fwl< [ sl
—o0

y vemos que una condicién suficiente para que exista es que f sea absolutamente integrable en R, lo cual se
denota como f € L*(R). De hecho, es posible probar que la transformada también estd definida cuando se
toman funciones de cuadrado integrable, f € L?(R), que son aquéllas para las cuales

/m|ﬂwﬁw<am

La transformada de Fourier se puede interpretar como un operador, es decir, una aplicacién que transforma
funciones en funciones. Bajo este punto de vista, una primera propiedad importantisima de este operador es
su linealidad.

Proposicién 8.3. i f,g € L'(R) y o, 8 € C, entonces

o — ~

(af + Bg)(w) = af(w) + Bg(w) .

96



Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la linealidad de la integral. O

Ejemplo 8.4. Consideremos el impulso rectangular representado en la figura para T = m,

() = 1 |t|<T
PR =0 jl>1

Su transformada de Fourier se puede calcular por integracién directa:

fe’e] . T ) 1 . T 1 ) 2
/ pr(t)e "™ dt = / e tdt = —_e_“”t‘ = — (e T —¢wTy = Zsin wT.
-7

o -7 —1w —w w

En términos de la funcién sinc (z) = sen wm7 el resultado se puede reescribir como
T
_ 2 wT
— sin wT = 2T sinc (— . 8.2
pT(w)w sin w sinc ( - ) (8.2)
A
> ) 0 3 3 ~-477M57U37V1 \/2 AL b TS
Impulso rectangular y su transformada
Ejemplo 8.5. Para la funcién definida por
f(t) = eilt‘ )
tenemos el cédlculo directo
fy = [ e
70 ) oS )
:/ e et dt +/ e et dt
—oo 0
0 0
:/ eft(1+iw) dt + / 6t(lfiw) dt
—00 0
1
1+ww 1—1dw
2
Clw?
A

Junto con la transformada de Fourier, se introduce la antitransformada. Se trata de otro operador, inverso
de la transformacién de Fourier en el siguiente sentido.

Teorema 8.6 (de inversién). Si f € LY(R) es una funcion seccion suave a pedazos, para cada t € R se
cumple que

/ " Fw)e dw = (F(4) — FE-).
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En particular, si f es continua en t, se tiene
1
t)=— w)e™ dw .
1) =52 [ Fw)
Se define entonces la antitransformada de Fourier de una funcién F(w), denotada F~!(F)(t), como

_ 1 > iwt
FUF)() = %/ F(w)e™ dw .

— 00

~

Nota 8.7. Un par de funciones (f, f) se denomina un par transformada-antitransformada, y se suele denotar
fef
El teorema de inversion tiene una consecuencia muy importante: permite probar que la transformada de

Fourier es (bajo ciertas condiciones) un operador inyectivo, de modo que si conocemos la transformada de
Fourier de una cierta funcién, sabemos que ésta estda univocamente determinada.

Proposicién 8.8. Si f,g € L*(R) son continuas y suaves por pedazos, y cumplen que para todo w € R es

entonces,

para todo t € R.

Demostracién. La funcién diferencia h = f — g claramente es de L!(R), continua y suave por pedazos. Por
linealidad y la hipétesis, L

h = f - /g\ = Oa
luego, por el teorema de inversién, h = 0, lo cual implica f = g. O

Ejemplo 8.9. Consideremos una funcién gaussiana f(t) = be=%". Calculemos su transformada de Fourier,
aplicando directamente la definicién y completando cuadrados:

o~ +oo 2 .
flw) = / be et
—+oo
b/ e—(at2+iwt)dt
—+o0
b/ e~(at it~ o 4o g

+oo 2, . w? 2
b/ e_(at —Hwt_m)e_ﬁdt

—o0
+oo T

= b/ e_<\/at+m) e 4dadt
—o0o

W

Ahora, hacemos el cambio de variable lineal /at + 5ve = U




En definitiva: la transformada de una gaussiana es otra gaussiana. Si f(t) = be_‘”z7 entonces

flw) = b\/zeﬁ. (8.3)

Esta curiosa propiedad permite calcular 2fécilrnente las antitransformadas de gaussianas. Por ejemplo, ;Cual
es la antitransformada de F(w) = e **" (k,c € R)?. En primer lugar, debe ser

™

b/ T =1,

a
de donde b quedara determinado una vez que conozcamos a:

b:

a
s

Para calcular a, usamos que debe ser kc = 1/4a, luego

Con todo esto, resulta que si F(w) = e_kcwz, entonces

ft)=F HF(w)} = e~ ke, (8.4)

A

En todos los ejemplos que hemos tratado, es inmediato comprobar que las transformadas cumplen la
propiedad asintética lim, 40 f(w) = 0. Esto no es una casualidad, sino que puede probarse con toda
generalidad. Es la versién continua del Lema de Riemann-Lebesgue que se vi6 en el apartado

Proposicién 8.10. Dada f : R — C continua por pedazos, si F(w) es su transformada de Fourier se cumple
que
lim F(w)=0.
w——+o0
Demostracion. En la definicién de transformada, hacemos el cambio de variable afin x = s — 7/w (para un
w € R fijo), de manera que

Flw) = / F@)emda

I
+
8
~
|
B
N—
(9]
L
€
>
|
&
jol
VA

I
J’_
3
[y
w
I
\
®
!
g
w
mv\
3
(oW
»

I
|
\
JF
3
\
/N
Vo)
I €
| S
N——
[}
1
€
w
o,
Vo)

Sumando esta expresién para F(w) con la original F(w) = [ f(s) exp(—iws)ds, resulta

2F (w) = /+<><> (f(s) —f <s - g)) e~ ds,

—00

de donde, acotando en valor absoluto:

Fel=3|f j (70— £ (s - 7)) eras
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Las funciones que hay dentro de la integral son continuas salvo en un conjunto de medida nula. En cada
intervalo [—d,d] definen una integral uniformemente convergente, de manera que se puede intercambiar

’ +oo
lim con [ y:
|w]—+o0 o0

1 [t T
{ < —_ — —_ i —_ = .
|w\lgr-ls- [E(w)l = 3 /_OO ‘f(s) f (s lelgr—l&- w)‘ds 0

O

~

Nota 8.11. En esta misma linea de resultados, también es posible probar que la transformada f(w) es una
funcién acotada de w, sin mas que pedir que f sea integrable. En efecto:

Fl=| [ N e < rwlae

— 00

8.2. Propiedades de la transformada de Fourier

Veamos algunas propiedades de la transformada de Fourier que permiten su calculo eficiente. La primera
de ellas es fundamental para las aplicaciones a las ecuaciones en derivadas parciales.

Proposicién 8.12. Sea f € C*(R). Si f, f,..., ¥ € LY(R), entonces para cada n = 1,...,k se tiene que

F(w) = (iw)" f(w).

Demostracion. Haremos la prueba para n = 1. El caso general se sigue por induccién. Por la definicién de
transformada

R oo L
f(w) = / e W) dt = Lh_{r(io e () dt.

e L

Integrando por partes,
/ e EF(t) dt = ‘e_“”tf(t) T zw/ e "F(t) dt,
L —L

de donde, tomando limites y teniendo en cuenta que si una funcién f € C'(R) es absolutamente integrable,
entonces 1im|,;| o f() = 0 (ademds de que e~*" es acotada), resulta:

/ T et ) dt = i / T et () dt

O

Otras propiedades son también importantes en Fisica o Ingenieria, como la llamada propiedad de traslacion.

Proposicién 8.13. Sea f € LY(R). Entonces, se cumple que

~

F{D)erot = Flw — wp) .

Demostracion. Es inmediata a partir de la definicion:

ft)eimot = / T (et et dr = / T ) e s = Flu - wp).
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La tabla contiene una lista de las propiedades més relevantes de la transformada de Fourier. En los
ejercicios se ven aplicaciones de ellas.

Propiedad f(w) = ffooo fe~™tdt | f(t) = i ffooo A(w)eiwtdw
Linealidad af(t) + by(t) af(w) + bg(w)
Derivacién en tiempo F(t) (fw)™ A(w)
Derivacién en frecuencia (—it)" f(t) d‘f:n fw)
Traslacién en tiempo ft—to) e~iwto ()
Traslacién en frecuencia f(t) etwot Flw —wo)
Modulacién f(t) coswopt z (A(w —wo) + flw+ wo))
Cambio de escala f(at) ﬁf(%)

Simetria f(=t) F(—w)
Conjugacién compleja flt) f(—w)

Dualidad f(t) 27 f(—w)

Tabla 8.1. Propiedades de las transformadas de Fourier

Ejemplo 8.14. Consideremos el impulso rectangular

p2(t —3)
0 t<1 1
f@)=p2(t—3)=<1 1<t<b
0 t>5
1 )

2
Aplicando la propiedad de traslacién al par transformada-antitransformada po(t) +— — sen 2w resulta:
w

. P 9 1 . . 1. .
po(t —3) = e Bpy(t) = 6_131”; sin 2w = %6_13“’(6’2“’ —e ) = %(6_“” — ey,
y también
pgﬁ?) = 6227”}7/2@ = "% Z gin 2w.
A
Ejemplo 8.15. La transformada de Fourier de la funcién f(t) = %sent se puede calcular aplicando la

propiedad de dualidad al par p;(t) +— % sinw, pues ella nos asegura que %sint +— 27mp1(—w) y como pr
es par,

L —

1
n sint = 7py(w) .
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Nota 8.16. En la teoria de la transformacién de Fourier también aparece una version de la férmula de
Parseval, relacionando las energias de una senal y de su transformada. En este contexto, adopta la forma

/ P2 dt = 7/ w)[? duw .

También como ocurria con las series, esta relacién puede usarse para calcular integrales (véanse los ejercicios).

8.3. El producto de convolucion
Como mencionamos en la introduccién al capitulo, la transformada de Fourier revela toda su utilidad en
conjuncién con otra operacién, el producto de convolucién entre funciones.

Definicién 8.17. Sean f,g € L'(R). Su producto de convolucién es la funcién dada por

(f* o)t / F(s)g(t — s)ds (8.5)

El dominio de f * g, obviamente, es el conjunto de valores s € R para los cuales existe la integral. Un
criterio sencillo pero préactico que garantiza esa existencia es que una cualquiera de las funciones f 6 g sea
acotada. En efecto, si por ejemplo es f tal que existe una C' > 0 con |f(s)| < C para todo s, entonces,

o

(FraOl< [ 1Olste-olas<c [ lge=olas=c [ lgle)las < oc.

— 00

Por linealidad de la integral, el producto de convolucién es distributivo, es decir, para todas f, g,h € L*(R)
tales que las convoluciones existen, y para todas constantes «, 3:

fx(ag+ph)=afxg+Bfxh.

La siguiente propiedad es también importante.

Proposicion 8.18. FEl producto de convolucion, cuando estd definido, es conmutativo.

Demostracion. No hay més que hacer un simple cambio de variable y = x — t en la definicion:

/f:v— >dy—/°°g<y>f<m—y>dy=<g*f><x>.

— 00

Ejemplo 8.19. Recordando que la funcién escaléon unidad estd dada por

1,siz>1
u<z>:{ .

0,siz<1,

vamos a calcular el producto de convolucién de las funciones



para a,b > 0. Notemos que

eb(s—t) s <t
0 s>t

gt —s) = e b=y (t — 5) = {
Como consecuencia, (f * g)(t) = 0 para t < 0, pues cualquiera que sea s o bien f(s) =0 o bien g(t —s) = 0.
Andlogamente, para t > 0 el producto f(s)g(t — s) sélo es distinto de cero para los valores 0 < s < ¢, con lo
cual ya podemos calcular:

(b—a)s ¢ e—at _ o—bt

00 t t
_ _ _ —as b(s—t) _ bt —as bs _ bt e _
(f*xg)(t) [wf(s)g(t s)ds /0 e e ds=e /0 e e®ds=e P —

0

si a # b. Por lo tanto

_ e—at _ e—bt u(t) _ ﬁ(efat _ efbt) t>0
0 t<O0

A

Enunciamos ahora el resultado central de la teoria. No daremos la demostracion, que esta mas alla del
objetivo de estas notas introductorias.

Teorema 8.20 (de convolucién). Sean f,g € LY(R) continuas y acotadas. Entonces, f x g € L'(R) y,

ademds,

— o~

frg=1[*7.

En el capitulo siguiente veremos como utilizar este resultado para resolver ecuaciones en derivadas parciales.
Por ahora, nos contentaremos con observar que puede utilizarse para calcular transformadas inversas.

Ejemplo 8.21. Vamos a deteminar la transformada inversa de

1

En el ejemplo vimos que si f(t) = e~*, su transformada es

fo) = g

Asi que la funcién dada se expresa, aplicando el teorema de convolucién, como

~ -~ —

F(w) = f(w) - f(w) = f* f(w).

Directamente de la definicion,

o0 JE _etet=odt + fo ele®tdt+ [Te tertdt, siz <0
e ¥ — —ltlp—lz—tl 44 — - z 0 ’ -
frf@) _/ e di = 0t x—t Tt t—zx 0t t—x ;

—o0 JoetetTtdt 4 [y etet T dt 4 [ T et dt, siz >0,

O sea:

En definitiva:



8.4.

Ejercicios
Calcular la transformada de Fourier de las funciones siguientes:

a)
fy=e

b)
et si t>0 (a € C,Im(a) > 0)

f) = { 0 otro caso

Calcular la antitransformada de Fourier de la funcién F(w) dada por
et s fwl < 2r
Flw) = { 0 otro caso

T
Sabiendo que & —=e*l con Re(a) < 0 forman un par transformada-antitransformada,
a

a? + 12
calcular la antitransformada de la funcién 2e~1“! 4+ 3¢ 2l«l,

’ .
Sabiendo que ———=— <+ Me“lw‘, con Re(a) < 0, calcular la antitransformada de la funcién
(a? +12)2 2a
w
(14 w?)?’

Probar que si f(t) es solucién de la ecuacién diferencial 2" (t) —t2x(t) = Ax(t), entonces su transformada
de Fourier f(w) también es solucién.
Calcular la transformada de Fourier de f(t) = e, Re(a) < 0.

Deducir
a) la antitransformada de Fourier de e?“!, Re(a) < 0,

b) la transformada de Fourier de Re(a) < 0,

a? + 2’
t

(a2 + £2)2’

d) la antitransformada de Fourier de

¢) la transformada de Fourier de Re(a) < 0,

Sea f(t)=tsi0<t<1ly f(t) =0 en otro caso.

~

a) Calcular la transformada de Fourier f(w).

b) Sea ¢1(t) la funcién triangular: ¢1(¢) =t+1si -1 <t <0, 1(t) =1—-tsi0O<t<lyq()=0
en otro caso. Utilizando que ¢1(t) = f(t+ 1) + f(1 —t) deducir su transformada de Fourier ¢ (w).

¢) Dar una funcién tal que su transformada de Fourier sea iwg; (w).

Calcular el valor de la integral
+°° sin bt cos ta
U

— 00

/+°°sint o
o t 2°

o gin? at
dt = am
t2

Deducir

Probar:

o0
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10. Calcular la transformada de Fourier de la funcién:

1= st <1
f(t>_{ 0 si J¢g>1

Aplicar el resultado anterior al cdlculo de la integral siguiente:

T My cosx —sinz x
—————5 | cos ;dz.
0 T 2

11. Calcular la transformada de Fourier de

3t
f(t) = cos 5 Cos o

12. Hallar la antitransformada de Fourier de la funcién escalén unidad u(w).
13. Encontrar las funciones que satisfacen la ecuacién integral
2

/_OO flx=0)f(t)dt=e"" .

14. Calcular la transformada de Fourier de la solucién al problema

Ugz T Uyy =0, 2 E€R,0<y <1,
u(z,0) =0,
u(z,1) = f(z).
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9

Ecuaciones en derivadas parciales sobre dominios no
acotados

En este capitulo aplicamos las técnicas adquiridas en el estudio de la transformada de Fourier a la soluciéon
de ecuaciones en derivadas parciales definidas en dominios no acotados. Como ya se ha senalado repetida-
mente, en este caso no es posible fijar unas condiciones de contorno que determinen una coleccién numerable
de autovalores y aparecen soluciones en forma de integral. La transformada de Fourier permite reducir el
cdlculo de la solucién al de una ecuacién algebraica para la transformada (por la propiedad de derivacién en
tiempo y espacio. La transformada inversa, junto con el producto de convolucién, nos permitira recuperar la
solucién al problema original.

Discutiremos problemas homogéneos y problemas con fuentes, en este tltimo caso usando principalmente
el principio de Duhamel, siguiendo a [3 [7]. Adem4ds de éstas, otras referencias imprescindibles son [8], [10] [TT].

9.1. Transformadas parciales

Sea 2 C R? un dominio conexo y u : 2 — R. Denotaremos por pr; y pr, las proyecciones canénicas sobre
el eje OX y el eje OY respectivamente. Para el propdsito de estas notas, diremos que la funcién u es regular
si

u(z,y) =0 (9.1)

lim
[l(z,y)||=+o0

y, ademds, para cada x € pry(Q) y para cada y € pry(£2) existen las transformadas de Fourier de las funciones
(de una variable) u(z, ), u(-,y) y las de todas sus derivadas (aunque no es imprescindible, supondremos aquf
que tanto u como sus derivadas parciales a distintos drdenes son funciones continuas a pedazos).

Se tiene una serie de importantes resultados sobre la accién de la transformada de Fourier aplicada a una
funcién regular u(x,y) y sus derivadas.

(a) Fu (§2) (w.y) = iwFy(u)(w,y) [
Sea yo € pry(§2). Por ser u regular, podemos tomar la transformada de Fourier de %(w, Yo) respecto de



x, la cual denotaremos por F,. Se tiene, integrando por partes y aplicando (9.1)):

T Hu )
/ %(iﬂ, Yo)e “rdx

— 00

ou
Fi <8x(w’y0)> (w,yo)
= e_“"zu(a:,yo)’ +zw/ u(z,yo)e “rdx

oo

+o0 )
= iw/ u(z, yo)e *“dx
— 00

= iwFz(u(z, yo))(w, y).

Esto es para cada yo € pry(Q) fijo. Variando yo en pry(€2), obtenemos

Fa (ZZ) (w,y) = iwFy(u)(w,y).

(b) Fo (5) (w.9) = —w*Fa(u)(w,y)
Sea yo € pry(2). Llamemos

ou
v(z,y0) = %(mvyO)'

Tomando u = v en (), resulta (para este yo € pry(Q2) fijo):

£ (St ) = s (S ) o)

= (iw)* Fo((u(, 50)) (w, yo)
~w? Fo(u(2,90)) (@, y0)-

De nuevo variando yy € pry(€2), es:

7 (53) i) = R e

Nota 9.1. Es inmediato generalizar este resultado (por induccién) y probar que, si u es regular:

7 (G ) o) = ()" Falwern)

(©) Fo (32) w.y) = & Fa(w)w,y)
Consideremos ahora un zo € pry () fijo y formemos la funcién en pr2 (Q) dada por u(xg,y). Por hipdtesis,
u(xo, y) admite transformada de Fourier, al igual que su derivada 2% 5 (2o, y). Su transformada respecto a

T es "
ou ° Ju .
-F:v (87;<x07y)> (wuy) - / Fy(x(hy)e dz.

— 00

Como 6)—“(aco y)e T es una funcién continua respecto de y, se puede aplicar el teorema de Leibniz e
oy ’ ;

intercambiar la derivada con la integral:

Ou 0 oo —iwx
7 (Goton ) @ =5 [ uteogeran,

Esto es cierto para todo xg € pry(€2). Variando este punto:

7 (%‘)( =g/ +°° s )e™ 5 = L))
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9.2. El problema de Cauchy para la ecuacion del calor

Los resultados precedentes nos permitiran aplicar la teoria de la transformacién de Fourier al estudio de
algunos problemas de ecuaciones en derivadas parciales formulados sobre dominios no acotados, para los
cuales no es factible aplicar el método de separacién de variables como vimos en apartados anteriores (pues
ahora no se pueden fijar las condiciones en los extremos del dominio).

Consideremos el siguiente problema:

ot~ "ox?
u(z,0) = f(z), zeR.

=0, (z,t)€Rx]0,+o0]

Tomando transformadas de Fourier respecto de x resulta:
0
ot

Si consideramos w como un parametro, esto es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden en ¢, con

solucién inmediata:

Fo(u)(w,t) = —kw? Fp(u) (w, t).

Fo(u)(w, t) = Ce ", (9.2)
Para determinar la constante C' utilizamos la condicién inicial en ¢ = 0:
Fr(u(z,0))(w,0) = Fu(f(2))(w,0) =C-1=C,

esto es:
F(f)w) =C.
Sustituyendo en :
Folw)(w,t) = Fulf)w)e ™.

Ahora, como la transformada de una gaussiana es una gaussiana (recuérdese el Ejemplo , podemos poner

—rw?t 1 _ =
e = -Fm e 4nt w),
(\/47mt > (@)

R L

con lo cual

Por el teorema de convolucion:

u(z, t) = f(z) * ( Vﬁf} . 9.3)

La correspondiente integral se puede expresar més facilmente con el cambio de variable
2
T —s
@=sP _
4kt

en efecto, lo que queda es:

+o0

_ / e — 2:Vrb)e " dz.

— 00

Nota 9.2. Lo importante de este proceso se encuentra codificado en la férmula (9.3)): la solucion al problema
de Cauchy para la ecuacion del calor se obtiene tomando la convolucion de la ondicion inicial con la funcion
gaussiana

G(z,t) =

1 ( x? >
exp| —— | .
Vamrkt P 4kt

Esta funcién, por motivos obvios, se denomina el nicleo de la ecuacion del calor.
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9.3. Caracteristicas. Dominios de dependencia

En esta seccién profundizaremos en las propiedades de las curvas caracteristicas asociadas a la ecuacién
de ondas, que recordemos estan dadas por

E(xt)y=x+ct
n(z,t) =x —ct.

Nota 9.3. Las ideas que expondremos acerca de las discontinuidades tendran solamente un cardcter heuristi-
co, dado que usaremos la solucién de D’Alembert que se dedujo bajo unas condiciones de regularidad de las
funciones involucradas bastante restrictivas. Aunque estas propiedades pueden justificarse rigurosamente en
el contexto de la teoria de distribuciones, no lo haremos aqui porque supondria desviarnos demasiado del
objetivo del curso. Sin embargo, las ideas involucradas acerca de las discontinuidades son lo suficientemente
importantes como para que hagamos al menos una breve mencién de ellas.

Consideremos el problema mds simple, con una cuerda infinita que inicamente En primer lugar, observemos
que las caracteristicas son las lineas a través de las cuales se propagan las discontinuidades de la configuracién
inicial. Si se tiene que u(x,0) = f(x) presenta discontinuidades en los puntos {aq,...,ax}, entonces sabemos
por la solucién de D’Alembertl] que la solucién

9.4. El problema de Laplace en un semiplano

Consideremos el siguiente problema:

0%y 0%u
@—'—ain :0, (fL',y) ERX]O, +OO[
u(z,0) = f(z), z€R (9.4)

lu(z,y)| < M, Vy>0.
Tomando transformadas de Fourier respecto a x, resulta:

%25(“)(% y) — W Fo(u)(w,y) =0, (9.5)

que, considerando a w como pardmetro, puede verse omo una ecuacién diferencial ordinaria para F, (u)(w, y).
Su solucion general tiene la forma

Fe(u)(w,y) = A(w)e™*Y 4+ B(w)e*?. (9.6)

En este punto utilizaremos la condicién de acotacién sobre u(z,y). Tomand(ﬂ limy ;100 en , resulta que

debe ser (pues en la variable y el comportamiento de F.(u)(w,y) es el de u(z,y), con limy, o u(z,y) = 0)
Bw)=0siw>0y A(w) =0 si w < 0. Podemos tomar entonces una solucién a (9.5) en la forma

Folu)(w,y) = C(w)e . (9.7)

Por otra parte, tenemos la condicién de frontera u(x, 0) = f(x). Tomando transformadas en ella, F, (u(z,0))(w) =

Fu(f(x))(w) y sustituyendo en (9.7):
Fao(u(z,0))(w) = Fo(f(2))(w) = C(w),

1 Asumiendo, como se ha mencionado, que la forma de la solucién sigue siendo vélida atin sin suponer regularidad.
2Como y > 0, sélo este limite tiene sentido: Hmy| 5 400 = My 4oo.
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asi que podemos reescribir ([9.7]) como
Fo(u)(w,y) = Folf(2))(w)e . (9.8)

Pero ya vimos en un ejemplo anterior que

eIl = F, ( 2 ) (w),

22 + 92

luego es )
o) (w,) = Fo(F(2) (@) F ( y ) (w).

x? +y?
Aplicando el teorema de convolucién, la solucién buscada es

2 +ee
u(@,y) = f(z) * Tfyfz = Qy[m (:C_J;(;Lyzds-

9.5. El problema de Cauchy con fuentes: Principio de Duhamel

Para tratar el caso en que existen fuentes, una técnica muy tutil es el llamado Principio de Duhamel, que
es una generalizacion directa de una interesante propiedad de las soluciones a un problema de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Consideremos el problema de Cauchy

(P) Y (z) + ay(z) = q(z), = €]0, 0]
y(0) =0,

con a € R. Esta es una ecuacién de primer orden lineal muy sencilla, con solucién

o) = [Taee as)

donde el factor integrante estd dado en este caso por

u(z) = /ada: =ax.
Asi pues, la solucién es

y(z) = /1/’ e~ g(s) ds . (9.9)

0
Ahora, pensemos en un problema aparentemente no relacionado con (Py), el de resolver

Z'(x;8) + az(z;8) =0, x €]0,00]
(P,)
2(055) = q(s) -
En este problema, la prima sigue denotando derivaciéon con respecto a x, y se toma s como un parametro.
La diferencia con el problema original (P;) es que ahora la fuente q aparece en las condiciones iniciales. Este
nuevo problema (P;) tiene una solucién inmediata,
z(x;8) = q(s)e™ . (9.10)

Comparando con ((9.10) vemos que se cumple el llamado Principio de Duhamel: la solucidn al problema
con fuentes (Py) es la integral sobre el pardmetro s de la solucidn al problema homogéneo (Ps) trasladada
por —s,

x
y(z) = / z(x —s,8)ds.
0
El principio de Duhamel se extiende al caso de problemas en derivadas parciales. Lo ilustraremos con un

ejemplo.
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Ejemplo 9.4. Consideremos el problema de Cauchy para la ecuacion del calor con fuentes

up(x,t) = Kugg(z,t) + q(,t), © € R,
u(z,0)=0.

Aplicando el principio, la solucién propuesta serd

t
u(z,t) = / z(x,t —s,s)ds,
0
con z(z,t; s) la solucién del problema homogéneo que tiene las fuentes en las condiciones iniciales

zt(x,t) = Rzge(z,t)+, x € R,
2(x,055) = q(x, s).

Este tltimo problema ya lo sabemos resolver (lo vimos en la seccién [9.2)): su solucién viene dada en términos
del nucleo del calor (véase la nota [9.2)):

ot = [ G-yt = sdaly.s)dy.

La solucién al problema original que proporciona el principio de Duhamel es, pues:

(@, ) = /Ot/_D;G(x—y,t—s)q(y,s)dyds.

9.6. Ejercicios

1. Estudiar el problema de Cauchy para la ecuacién de ondas, tanto en ausencia de fuentes como en
presencia de ellas.

2. Enunciar el principio de causalidad para la ecuacién de Klein-Gordon. Deducir que la velocidad de
propagacion estd acotada por c.

3. Hallar la solucién al problema de valores inciales para la ecuacidn de conveccion

up + cu, = f(z,t), ze€Rt>0
u(z,0)=0.

4. Resolver, mediante el principio de Duhamel, el problema

Ut = KlUgy + q(2,t), > 0,t>0,
u(z,0) =0, x>0,
u(0,t) =0, ¢t>0.
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