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Resumen: Se presenta un estudio en el que se analiza la practica de resolucién de un conjunto de
problemas de Calculo diferencial por parte de un docente de ingenierfa. Los diferentes objetos
matematicos involucrados en la resolucion del problema, obtenidos a partir de la produccién oral y
escrita del docente, son representados graficamente mediante mapas conceptuales. Dicha
representacién permite, por un lado, visualizar a los diversos conceptos y sus interrelaciones puestos
en juego en la resolucién del problema, y, por otro lado, tener un acercamiento a los significados
asociados por el sujeto.
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A graphic representation of the practice of problem solving in Differential Calculus
Abstract: You will find here a study in which the practice of solving a set of problems in
Differential Calculus by an Engineering Professor is analyzed. The different mathematical objects
involved in the problem solving, obtained from the oral and written production of the professor, are
graphically represented through conceptual maps. Such representation allows on the one hand,
visualizing the diverse concepts and their interrelations brought into play in the problem solving,
and on the other hand, having an approach to the meanings associated by the subject.
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Une représentation graphique du practice de résolution des problémes dans Calcul
Différentiel

Resumé: On présente une étude dans lequel on analyse le practice de résolution des problemes de
Calcul Différentiel par un professeur d’ingénierie. Les différents objets mathématiques impliqués
dans la résolution du probléme, et obtenus a partir de la production orale et écrite du professeur,
sont représentés graphiquement par cartes mentales. Telle représentation permet, d'un coté, de
visualiser les divers concepts et ses interrelations mis en jeu dans la résolution du probléme, et d'un
autre coOté, d’avoir un rapprochement aux significations associées par le sujet.

Mostsclé: “Cartes mentales”; “représentation graphique”; “résolution des problémes”; “objects
mathématiques”.

Introduccion

En la literatura podemos encontrar diversas aplicaciones del mapa conceptual, por ejemplo,
ha sido empleado como instrumento para representar la estructura cognoscitiva de los sujetos para
medir los aprendizajes, en el disefio de estrategias de instrucciéon y de contenidos curriculares para
favorecer una construccion adecuada de conocimientos, en el analisis de los conceptos mas
importantes para la comprension de alguna disciplina, para negociar significados entre el docente y
los alumnos, como ayuda para aprender a aprender, o como estrategia de instruccion (Garcia, 1992;
Gorbaneff y Cancino, 2009; Morales, 1998; Moreira y Novak, 1988), por mencionar algunas. Otros
investigadores han sefialado que el adiestramiento previo en mapas conceptuales permite la
comprension del texto del problema (Gonzalez, 1993) y facilitan la evaluacién del conocimiento de
los alumnos (Costamagna, 2001). También se ha encontrado que existe una correlacion entre la
elaboraciéon de mapas y las calificaciones favorables obtenidas en examenes finales (Gallego, Crisol y
Gamiz, 2013).

Por otro lado, también se han sefialado ciertas dificultades ligadas al empleo del mapa
conceptual para representar las practicas de resolucién de problemas. Segun esta perspectiva, el
mapa conceptual como instrumento instructivo podtia ser mas relevante en las Ciencias Sociales, la
Biologia o la Quimica, que, en las ciencias duras como las Matematicas o la Fisica, pues éstas tltimas
requieren mayor aportacion de conocimiento procedimental (Lépez, 1991).

En contraste con la postura anterior, en el presente trabajo se propone al mapa conceptual,
concretamente a los mapas conceptuales hibridos, como una herramienta que permite la
representacion grafica de la practica de resolucion de los problemas de la matematica escolar. Se
parte de la idea de separar la técnica de la teorfa que apoya a los mapas conceptuales, como estrategia
para reconstruir conceptualmente al mapa conceptual como objeto de investigacion y mostrarlo
visible desde otras perspectivas tedricas, en nuestro caso, desde el Enfoque Ontosemiético (EOS a
partir de ahora) (Godino, Batanero y Font, 2007).

Ademas de esta introduccion, el trabajo incluye en la segunda seccién el marco tedrico y la
metodologia empleada en la investigacion. En dicha secciéon se presenta en un primer momento el
marco teérico que considera algunos elementos teéricos del EOS, le siguen algunas indicaciones
sobre la técnica del mapa conceptual y posteriormente se describe la interpretacion que se hace de
dicha técnica a la luz del EOS. Posteriormente, se describe la metodologia implementada en la
investigacion.
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En la tercera seccion se presentan los resultados y la discusion. En la misma se describe e
interpreta a los mapas conceptuales obtenidos a partir de la produccién oral y escrita de un docente
universitario cuando resuelve un conjunto de problemas de Calculo diferencial. En dicho analisis se
ha tomado en cuenta la perspectiva ontosemiotica de la red de conceptos representada mediante los
mapas conceptuales hibridos. Por ultimo, en la cuarta seccién se presentan algunas conclusiones e
implicaciones para la ensefianza.

Marco tedrico y metodologia

Marco Teérico

El enfoque tedrico considera al mapa conceptual desde la perspectiva del EOS. A
continuacion, se describe primeramente el EOS, posteriormente se discute la técnica del mapa
conceptual, y, por dltimo, se incluye una interpretacion de la técnica del mapa conceptual desde la
perspectiva del EOS.

El Enfoque Ontosemiético. Desde la perspectiva del EOS (Godino, Batanero y Font, 2007), 1a
resoluciéon de un problema matematico implica la realizacién de una practica en la que participa un
conjunto de objetos matematicos primarios: conceptos, lenguaje, propiedades, procedimientos y
argumentos. Las relaciones entre dichos objetos son modeladas en el EOS a través de la llamada
configuracién de objetos matematicos primarios. En el EOS, tanto los objetos primarios como las
configuraciones pueden ser interpretados desde cinco perspectivas duales: personal/institucional,
ostensivo/no-ostensivo y expresion/contenido, unitario/sistémico e intensivo/extensivo.

Segun el EOS, diversos procesos cognitivos también son llevados a cabo a lo largo de la
practica de resolucion del problema y se encuentran asociados a estas perspectivas duales. Los
procesos de materializacion-idealizacion se encuentran asociados a las perspectivas ostensivo/no-
ostensivo, puesto que en general los objetos matematicos no son perceptibles (no ostensivos) y al
mismo tiempo pueden ser observados a través de diversos objetos ostensivos asociados tales como
notaciones, simbolos, graficas, etc. A través del proceso de idealizacion, un objeto ostensivo del
mundo material de las experiencias humanas es convertido o pensado como un objeto no ostensivo
(Font y Contreras, 2008). Y a la inversa, a través del proceso de materializacién, un objeto
matematico pensado por un sujeto puede ser representado de manera ostensiva sobre el papel y ser
observado publicamente. El vinculo entre ambos objetos (entre el objeto ostensivo y el no
ostensivo) es establecido a través de una funcién semiética.

También los procesos de particularizacién-generalizacion se encuentran asociados con las
petspectivas extensiva/intensiva. El proceso de generalizacién (o abstraccion) es aquel que permite
al sujeto ir de un objeto extensivo (por ejemplo, y=2x+3) a un objeto intensivo (es decir, y=mx+b),
y el proceso inverso es realizado mediante la particularizacién (Font y Contreras, 2008). Otros
procesos cognitivos también son llevados a cabo: el proceso de argumentacion (que permite
justificar el procedimiento empleado en la resolucién de un problema), visualizacion (Godino,
Gonzato, Cajaraville y Fernandez, 2012), representacion, entre otros.

Por otra parte, el significado es entendido en el EOS como “funcién semidtica” o como
“sistema de practicas”. Mediante el primero, se considera la perspectiva expresioén/contenido, el
significado esta dado a través de la correspondencia (relaciones de dependencia) entre un
antecedente (expresion) y un consecuente (significado o contenido) establecidos por un sujeto
(persona o institucién) de acuerdo a ciertos criterios (convenios, reglas matematicas). Mediante el
segundo, el significado es entendido como el sistema de practicas en las que dicho objeto es
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determinante para su realizaciéon. En este dltimo, el sistema de practicas se puede parcelar en
diferentes clases de practicas mas especificas que son utilizadas en un determinado contexto y con
un determinado tipo de notaciéon produciendo un determinado “sentido” (perspectiva unitaria) del
objeto matematico.

Los Mapas Conceptuales. El mapa conceptual es una red de conceptos ordenados
jerarquicamente, en el que la interconexion de los conceptos, mediante los “nexos” y las “frases de
enlace”, produce una red de estructuras proposicionales donde el significado no sélo se encuentra en
la relacién entre concepto y concepto, sino que se extiende a las relaciones que a su vez estos
conceptos tienen con otros; el orden de estas relaciones esta orientado por un dominio de
conocimiento a partir del cual es posible sefialar las relaciones verdaderas conforme al conocimiento
de referencia. El mapa conceptual puede ser elaborado a partir de un texto mediante una
transformacion de los registros (Aguilar, 20006).

Por otro lado, el desarrollo del mapa conceptual y su implementacién en otros campos de
conocimiento ha dado lugar a la fusién del mapa conceptual con otro tipo de representaciones, tal es
el caso de los mapas conceptuales hibridos que resultan de la fusién de la red jerarquica de
conceptos -caracteristica del mapa conceptual-, con la representacion grafica de procesos
-caracteristica de un diagrama de flujo-.

En este trabajo se realiza la propuesta de emplear al mapa conceptual hibrido para describir
de manera grafica la practica de resolucién de problemas de las matematicas en etapa escolar. En el
mapa conceptual hibrido, la componente del mapa conceptual permite representar objetos
matematicos tales como conceptos, propiedades y argumentos, mientras que la componente del
diagrama de flujo permite la representacion del objeto procedimiento, el cual involucra a procesos
matematicos tales como el de tratamiento algebraico, numérico, entre otros.

Una mirada al mapa conceptual desde el Enfoque Ontosemiotico. Desde la perspectiva del
EOS, el mapa conceptual hibrido es una representacioén ostensiva de la practica de resolucion de un
problema de las matematicas escolares. El mapa conceptual hibrido considera: (1) lenguaje, que
permite representar de manera ostensiva objetos no ostensivos (por ejemplo, conceptos a través de
nombres, propiedades mediante expresiones matematicas, etc.); (2) conceptos, que se organizan
jerarquicamente en el mapa conceptual hibrido; (3) propiedades, que se expresan mediante rutas de
lectura que conforman enunciados sobre conceptos (por ejemplo, propiedades algebraicas o
geométricas); (4) procedimiento, representado a través de la componente procedimental del
diagrama de flujo en el mapa conceptual; y (5) argumentos, obtenidos de las diferentes rutas de
lectura que conforman enunciados que validan o explican las proposiciones y procedimientos
deductivos o de otro tipo.

Los mapas conceptuales representan la organizacion jerarquica de los conceptos, la cual va
de los conceptos de mayor a menor generalidad. El paso de una jerarquia a otra conlleva la
realizacion de ciertos procesos tales como el de idealizacion, argumentacion, tratamiento, entre
otros. El mapa conceptual también puede ser visto desde la perspectiva personal/institucional, segin
se trate de un mapa conceptual obtenido a partir de las producciones de un experto (perspectiva
institucional) o de un estudiante inexperto (perspectiva cognitiva) respectivamente.

En relacién con el significado, se considera la perspectiva unitaria y sistémica. Desde la
perspectiva unitaria, las representaciones que se muestran en el mapa conceptual dan cuenta del
establecimiento de funciones semidticas establecidas por el sujeto que resuelve el problema. Por
ejemplo, los conceptos matematicos pueden ser representados en el mapa conceptual mediante un
nombre (perspectiva ostensiva) o mediante una expresion matematica, por ejemplo, el concepto de
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“pendiente” de una recta puede estar expresado mediante “z=zan(at)”. Las funciones semidticas
también son establecidas a través de la articulacion entre conceptos, es decir, a través de una
proposiciéon que enuncia una propiedad o un argumento justificativo.

El significado de un objeto matematico también es entendido como un sistema de practicas
en el que dicho objeto es determinante (perspectiva sistémica). Esto es, tomando en cuenta que el
mapa conceptual hibrido representa a la practica de resolucion de un problema matematico, un
concepto en un mapa conceptual puede ser interpretado de una manera distinta en otro mapa (del
sistema de mapas). Por ejemplo, en un mapa conceptual la derivada de una funcién puede ser
concebida como la pendiente de la recta tangente a un punto de la grafica de dicha funcién, sin
embargo, en otro mapa conceptual que represente a una practica mas general, la derivada podria ser
interpretada como la razén de cambio o tasa de variacion de alguna cantidad a un tiempo dado.

Metodologia

La investigacion toma en cuenta un estudio cualitativo, puesto que se trata de un estudio de
tipo exploratorio en el que se considera la observacion del tipo de solucién a las tareas propuestas.
La estrategia de indagacion empleada en este trabajo fue un estudio de caso (Merrian, 1998) debido a
que se tenia el interés de describir e interpretar la practica de resolucién de un conjunto de
problemas matematicos escolares. El estudio de caso es descriptivo, pues se presentan con detalle las
producciones (oral y escrita) realizadas por el sujeto a lo largo del proceso de la resolucién de cada
una de las tareas planteadas. También es interpretativo en el sentido de que los datos recabados son
empleados para desarrollar categorias conceptuales a manera de ilustrar la pertinencia del empleo de
la perspectiva tedrica del EOS para representar graficamente la practica de resolucion de problemas.

En la resolucion de las tareas propuestas, el docente realiza una practica matematica que
consiste en la lectura del texto donde se enuncia el problema y en la produccién de un discurso oral
y escrito con la respuesta a la cuestién planteada, la cual sera el resultado de una serie de acciones
sujetas a reglas matematicas.

Participante. El participante fue un docente universitario con formaciéon académica en ingenierfa
mecanica y con estudios de posgrado en ciencias aplicadas. El docente informé que contaba con
cinco afios de experiencia impartiendo la materia de Calculo en la Universidad Auténoma del Estado
de Morelos, México.

Disefo y recogida de datos. El investigador disefi6 dos problemas que fueron nombrados como
“el problema del globo” y “el problema de la caja de madera”, los cuales son abordados tipicamente
en los cursos de Calculo diferencial que se imparten en la universidad a la que se encuentra adscrito
el docente investigado. Los problemas fueron los siguientes:

(1) Un globo sonda se expande conforme se eleva, debido a la disminucién de la presion
atmosférica. Suponga que el radio “r” aumenta a razén de 0.03 pulgadas por segundo y que
r=48 pulgadas en el instante t=0. Determine una ecuacién que modele el volumen “V” del
globo en el instante “t” y determine el volumen cuando t=300 segundos.

(2) Se ha de construir una caja de madera de base cuadrada y de 108 dm’ de capacidad. La parte
de arriba debe ser abierta. ;Qué dimensiones debe tener la caja para que la cantidad de
material empleada en su construccion sea minima? Es decir, ¢qué dimensiones exigiran
menor costo?

El procedimiento para la obtencién de los datos se llevé a cabo en una sola sesion entre el
investigador y el docente investigado, en dicha sesion se propuso al docente la resolucion de los
problemas, y se le dio la oportunidad de reflexionar sobre ellos y resolverlos antes de que los
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resolviese frente al investigador mediante el empleo de la pluma electrénica. La pluma electrénica
“Smartpen” es una herramienta electronica que permite el registro sincronizado de audio y trazo de
escritura, el cual es almacenado en un archivo electrénico para reproducirse en la computadora.
Dicha herramienta permite tener en cuenta el discurso del docente al mismo tiempo que presenta la
solucién del problema sobre el papel.

La organizacion de los datos y la elaboracién de los mapas conceptuales correspondientes
fueron llevadas a cabo por el investigador y fue realizada tomando en cuenta la produccién escrita y
oral del docente analizado. Se elaboré una tabla en donde se clasifico y se enumerd (segun el orden
de aparicion en la resolucion del problema) a los elementos de la produccién oral y escrita segun si
se correspondian con los objetos matematicos sefialados por el EOS en: conceptos, propiedades,
argumentos y procedimientos. En cada uno de éstos, se hizo la anotacién correspondiente del
lenguaje empleado para expresar dichos objetos a través de nombres, literales, expresiones
matematicas, operaciones y proposiciones enunciadas por el docente.

A partir de la tabla de objetos matematicos, el mapa conceptual iniciaba con el concepto de
situacién-problema como pregunta de enfoque, puesto que después de dicho objeto le siguen
conceptos significativos para el docente que dan cuenta de la interpretacion que da al texto donde se
plantea el problema en cuestiéon. Cuando el sujeto se refiere a alguna propiedad matematica ésta es
enunciada a través de una proposicioén representada mediante una ruta de lectura en el mapa
conceptual en la que no se justifica el procedimiento de solucion, pero si se establece una relacion
matematica entre conceptos. El procedimiento realizado por el sujeto es incorporado en el mapa
conceptual a través de la componente del diagrama de flujo, el cual muestra la aplicacién de una serie
de propiedades matematicas (propiedades algebraicas, sustituciones, despejes, leyes de signos, etc.)
que guifan al sujeto hacia la solucién del problema. Por otra parte, la argumentacién oral proporciona
la componente justificativa del procedimiento de solucion del problema, el cual es representado a
través de la trama de rutas de lectura del mapa.

Resultados y discusion

El problema del globo

En la figura 1 se muestra la produccion del docente, que consiste en el tratamiento
algebraico y del discurso oral (presentado mediante el texto en recuadros), ésta ultima obtenida de la
transcripcién del audio del archivo generado con la pluma electrénica. Cabe sefialar que el docente
no se apoyo en otro tipo de representaciones como en esquemas o en alguna representacion
pictorica.
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(1) En el primer problema nos estan dando los datos iniciales

(2) Tenemos un globo esférico cuya presion va aumentando mientras va subiendo en la atmosfera

(3) Tenemos que el radio aumenta a razon de .03 in/s y que en el inicio, en el tiempo cero, el area es igual a 48.

(4) Nos pide que determinemos una ecuacion que modele el volumen del globo en el instante “t” y que determinemos el volumen
cuando el tiemoo sea 300 s.

(MYqueel |7y = ) AY S (5) Aqui lo que pasamos hacer es primero escribir cual es el volumen del globo
radio es (
radio es 2 x
igual a 48 4 (6) Pero tenemos que el radio va a ir aumentando 0.03 pulgadas por cada
en el @ v = 0.03p0 \3“&0 segundo que pase
tiempo \ - cg‘_,»do 1
cero, que es 15ed 8) Para d inar | i6

( - ¥ 40.03 Pelgle | (8)Para determinar la ecuacion, no
el radio @ Y; =~ Ug - ox= 48 <3v" hacemos mis que juntar estas dos
inicial partes para indicar la tasa de

~ sostorr @ on © cambio del globo

(9) Asi tenemos que Ar es igual a

Jo 48 que es una constante, mas 0.03
—< o (' > n{j‘? -\(0 -03 Po\so QQ Al )—B pulgadas por segundo, y esto por
Cwacon <egon? el tiempo.
N (10) Entonces pasamos esto a
= 300 3 ggundes sustituirlo, en la... voy a poner
numeritos (enumera ecuaciones 1,
Y= 4g *G.os P"\&‘-‘) igoo§ 2,3y 4) alas ecuaciones que he
Segvn ds hecho hasta ahorita.
= B57pv 180-) «> I

V= (15) Entonces,..., voy a hacer ésta parte

Y 3. < o
3 nils3) = por separado. Es radio, seria igual a
cuarenta y ocho mas cero punto cero
tres pulgadas por segundo, por

trescientos segundos, y esto nos da

(11) Entonces vamos a poder sustituir 4 en 1
(12) Y nos quedaria, el volumen es igual a cuatro tercios de Pi por cuarenta v ocho mas

cero punto cero tres pulgadas por segundo, vy esto por el tiempo,..., esta seria la (utiliza la calculadora)..., cincuenta y
ecuacion que modelaria el sistema siete, es igual a cincuenta y siete
(13) Y nos piden que calculemos el volumen cual el tiempo es igual a trescientos pulgadas.

(16) Y ya no es mas que el volumen es
igual a cuatro tercios de Pi por
cincuenta y siete, al cubo, v..., va, eso
seria todo.

segundos
(14) Y no hacemos mas que sustituir

Figura 1. Producciéon del docente en la resolucion del problema del globo

En la figura 2 se muestra el mapa conceptual hibrido correspondiente. Con el fin de ilustrar
la correspondencia entre la produccion del docente y el mapa conceptual, en la figura 1 se han
subrayado los conceptos que fueron considerados en la elaboracion del mapa conceptual de la figura
2.

En comparacién con los libros de texto, que presentan el tratamiento algebraico separado
del discurso justificativo y dejan al lector la lectura y la visualizacion de la informacién textual sobre
el tratamiento algebraico, la perspectiva ontosemiotica de los mapas conceptuales hibridos provee de
una herramienta que permite representar de manera conjunta tanto el tratamiento algebraico como la
informacién que proporciona la transcripcioén del discurso oral justificativo, ver la figura 2.

En el mapa conceptual de la figura 2 se pueden observar diversos conceptos (algunos han
sido sefialados mediante numeros 1, 2, ...,6 y otros de letras A, B, B1, C, D y E) articulados y
organizados de manera jerarquica. Dicha jerarquia va de los conceptos que resultaron significativos
para el docente a partir de la lectura del problema, como el concepto de globo (concepto 2),
volumen y radio (conceptos 3 y A), llegando hasta conceptos mas complejos como el de ecuacién
del sistema (concepto 5) o el de tasa de cambio (concepto C), los cuales son incorporados por el
experto con el propésito de resolver el problema. Obsérvese la eficacia de los mapas conceptuales
para revelar la practica del docente.
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Figura 2. Mapa conceptual hibrido correspondiente a la solucién del problema del globo (elaborado
mediante el software CmapTools)

v=%n[57] 3

En la figura 2 se observan diversos conceptos que son representados ya sea mediante
nombres (por ejemplo: globo, radio, volumen, razon, tasa de cambio, etc.) o bien mediante
expresiones matematicas tales como el de volumen “I/=4/3m7", tasa de cambio Ar=48+0.03¢0 la
ecuacion del sistema “1/(2)=4/ 31 [48+0.03#/. Todas estas representaciones dejan ver el
establecimiento de una trama de funciones semidticas entre las expresiones, nombres o expresiones
algebraicas, y contenidos o conceptos a los que se hace referencia.

Cabe sefialar también la incorporacion de otros conceptos tales como “sistema” (ecuacion
del sistema, concepto 5) o el de tasa de cambio (concepto C), que hacen referencia a los
conocimientos previos del docente. También se observa el manejo implicito de conceptos y
operaciones tales como el concepto de funcién (conceptos 4, Cy 6) o la operaciéon de composicion
de funciones (conceptos C-4-5).

También es posible observar el empleo de algunas propiedades, por ejemplo, la propiedad
sefialada por la ruta de lectura que va del concepto A al B (ruta A-B) que dice que “el radio va en
aumento a razén r=0.03 in/s”, también las propiedades que hacen posible la composicion de
funciones reales mediante la ruta C-4 “la tasa de cambio Ar=48+0.03¢ sustituida en la funcién
1"=4/3mr” o bien la propiedad sefialada en la ruta A-B1 que se refiere a la condicion inicial “el
radio de magnitud inicial 7,= 48 in en 1=0".

Asimismo, la figura 2 también deja ver la realizacién de un procedimiento que involucra en
un primer momento la escritura del volumen del globo esférico en funcién del radio “1"=4/ 3
(ruta 2-4), en un segundo momento “juntar’ los conceptos B y B1 para deducir la ecuacion del radio
del globo (el docente llama a esta funcién tasa de cambio) en funcién del tiempo “Ar=48+0.037"
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(conceptos A-B-B1-c). Después, sin sefialarlo explicitamente, realiza la composicion de las funciones
17y r (ruta C-4-5), que le permite determinar el volumen del globo en funcién del tiempo, y el
volumen al tiempo t=300 s (concepto 6).

Pese a que el docente llega al resultado correcto, cabe sefialar que nombra a Ar tasa de
cambio y ademas lo interpreta como “7’ puesto que realiza la composicion de funciones (ver 8, 9, 10
y 11 enla figura 1 y conceptos C, 4 y 5 en la figura 2). Desde la perspectiva educativa, si se aborda en
el aula el problema del globo como un medio para entrenar a los estudiantes en la modelacion
matematica de fenémenos, la practica realizada por el docente podria plantear una serie de
dificultades para el aprendizaje de los alumnos.

Lo anterior deja ver la utilidad del mapa conceptual en cuanto a que permite la visualizacién
de la articulacién de los conceptos (por ejemplo, la articulacion de los conceptos B y B1 para dar
lugar a C) y los significados asociados (por ejemplo, la interpretacion de Ar como “t”), los cuales
podrian no ser evidentes para los alumnos a través de la produccion escrita del docente. El mapa
conceptual también permite la visualizacién de aspectos de la ensenanza de las matematicas de las
cuales muchas veces los docentes no somos conscientes, como, por ejemplo, el manejo implicito de
conceptos y operaciones o el empleo de notaciones inadecuadas.

También es posible observar en la figura 2 diversos argumentos que vienen a justificar el
procedimiento empleado. Estos argumentos se muestran a través de las siguientes rutas de lectura: (i)
ruta 1-6, el problema involucra un globo cuyo volumen se representa mediante una funcién I (en
funcién de “r”) la cual da lugar a la ecuacién del sistema 17 (en funcién de “t”) que permite obtener
el volumen del globo en t=300 segundos y (if) ruta A, B, B1, C-F, el radio va en aumento a razén
r=0.03 in/sy junto con el radio inicial 7, permite indicar la tasa de cambio Ar=48+0.03¢ de magnitud
Ar=57 pulgadas en /=300 segundos.

Por dltimo, en la resolucién del problema también se llevan a cabo algunos procesos
cognitivos. El docente realiza el proceso de idealizacion al pensar el globo sonda como una esfera
(esto permite ir del concepto 2 al concepto 4 en la figura 2). Por otro lado, a partir del caso particular
del globo, el docente lleva a cabo un proceso de generalizacion que le permite deducir una expresion
lineal de la forma f(x)=mx+b, para el radio como una funcién del tiempo Ar=48+0.03t. Es decir,
potr medio de la generalizacién, los valores del radio inicial de 48 in y la razén de cambio de 0.03 in/s
son pensados por el docente como parametros caracteristicos de una clase general de relacién
funcional, las funciones lineales.

También se realiza el proceso de materializacion, en el sentido de que aparecen a la vista de
manera secuencial distintos objetos tales como la expresion del volumen, en un primer momento en
funcién del radio y posteriormente en funcion del tiempo, o bien la misma solucién del problema
del globo V=4/31(57)’. Se realizan otros procesos como el proceso de argumentacién con el
proposito de justificar el procedimiento empleado para resolver el problema, y el proceso de
tratamiento que va del concepto C al F y que se corresponde con la componente del diagrama de
flujo del mapa conceptual hibrido. Se observa que algunos procesos permiten ir de una jerarquia a
otra en el mapa conceptual.

El problema de la caja de madera

En la figura 3 se ilustra la produccion del docente en la que se observa el tratamiento
algebraico realizado, la representacion pictorica de la caja y el discurso oral presentado en recuadros.
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Figura 3. Produccion del docente en la resolucion del problema de la caja de madera

En la figura 3 se observa que el docente inicia la resoluciéon del problema representado
pictéricamente a la caja sin tapa como una figura plana y sefialando algunas literales para referirse a
las medidas de la base cuadrada, largo “L” y ancho “L”, y a la altura “Z”. En dicha representacion el
espesor de cada parte de la caja es considerada irrelevante.

En la figura 4 se muestra el mapa conceptual hibrido que corresponde a la producciéon oral y
escrita del docente en la resolucion del problema de la caja. El mapa conceptual muestra aquellos
conceptos (conceptos 1-16, A-D, K-N y R-T, por senalar la mayoria) que resultaron significativos
para el docente en la resolucioén del problema.

Al igual que el mapa de la figura 2, es posible observar una jerarquia de conceptos. En el
mapa conceptual se observan conceptos (por ejemplo, conceptos 2, A, L. o 16) que fueron obtenidos
directamente por el docente a partir de la lectura del texto del problema. Otros conceptos (caja sin
tapa, minimo de material), que no aparecen en el mapa, también fueron tomados en cuenta por el
docente y le guiaron en el procedimiento de solucién de problema, tal es el caso de los conceptos de
area total (concepto 3) y de centro y cuatro piezas laterales (conceptos L y K) que resultan de
considerar a la caja constituida por cinco piezas y no de seis piezas (con la tapa), o bien, el hecho de
prescindir del espesor de la caja e introducir el concepto de area para poder trabajar minimizando el
area total de las piezas de la caja y asf obtener el minimo de material para construccion.

Por otra parte, hay conceptos como el de area, cuatro piezas laterales, centro, profundidad,;
propiedades como la suma de areas (conceptos 3, K, L y 4), la optimizacién de una funcién
mediante la derivada (conceptos 7-16), la multiplicacién por el elemento neutro 1.?/1.” (concepto 7);
y operaciones tales como la composicién de funciones (conceptos D, 4-6) u operaciones algebraicas
(conceptos 7-16) entre las que se encuentran las operaciones para encontrar al minimo de una
funcién mediante la primera derivada, las cuales aparecen en el mapa conceptual pero que no se
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encuentran sefialados en el texto que describe el problema, sino mas bien son incorporados por el
docente al tomar en cuenta su conocimiento previo, por ejemplo, su conocimiento perceptual (por
ejemplo, prescindir del espesor de las piezas de la caja) o su experiencia en la resolucion de
problemas (resolucién de otros problemas de optimizacion).

En el mapa también se observa que el docente establece una trama de funciones semioticas.
Se establecen relaciones semibticas entre los diversos nombres y literales (V para representar el
volumen, L para el lado, Z para la profundidad, etc.) y los conceptos a los que se hacen referencia.
También representa algunos conceptos mediante expresiones algebraicas tales como la del volumen
V=L"Z (concepto B) o la expresion de la suma de dreas A=4(LZ)+L’ (concepto 4).

Los significados de los diversos objetos (lenguaje, conceptos, propiedades, argumentos,
procedimiento) que participan en la resolucién del problema de la caja estan determinados por la red
de relaciones semioticas sefialadas en el mapa conceptual (ver la figura 4). Por ejemplo, los
conceptos de base y profundidad (conceptos L y S) tienen sentido puesto que se ha hecho referencia
previamente a una caja de madera que tiene cierto volumen (concepto 2 y A).

Los argumentos que pueden ser observados a través del mapa conceptual también cobran
sentido cuando se les considera relacionados a otros argumentos. Por ejemplo, mediante la ruta de
lectura 1-16 se sefala que “el problema involucra una caja de madera que tiene un area total
expresada como la suma de areas A=4(L.Z)+L’ con las dimensiones Z=3 y L.=6 (que minimizan el
area y el material)”, la cual tiene sentido si se consideran otros argumentos como el que proporciona
la ruta de lectura 2, A y B que dice “caja de madera que tiene volumen dado por V=1."2"y el
argumento seflalado mediante la ruta de lectura 2, 3, K y L “caja de madera que tiene area total que
es la de cuatro piezas laterales y la de una base”, ésta ultima proposicién también tiene sentido si se
considera la ruta K-T que sefiala “cuatro piezas laterales que tiene area LZ cada una”. Notese la
versatilidad de los mapas conceptuales para mostrar las diversas operaciones matematicas realizadas
por el docente.
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Figura 4. Mapa conceptual hibrido epistémico correspondiente a la solucién del problema de la caja
de madera (elaboracién propia mediante CmapTools)

El mapa conceptual de la figura 4 también permite visualizar ciertos aspectos en los que el
docente no considerd pertinente ahondar. Por ejemplo, en el argumento principal o tesis que sefala
la solucién del problema, el docente no justificd por qué sélo tomé en cuenta al numerador de la
funcién A’ para poder determinar las dimensiones 6ptimas de la caja (objetos 9 y 10). Tampoco se
apoyo6 en el resultado de la segunda derivada para mostrar la validez del resultado obtenido.

Por otro lado, la red de objetos que se muestra mediante formas rectangulares, objetos
enumerados del 5 al 15 en el mapa conceptual de la figura 4, conforman la componente del diagrama
de flujo del mapa conceptual. A diferencia de la red de conceptos de un mapa conceptual de donde
es posible obtener proposiciones, en la sucesion de objetos rectangulares sélo se hace referencia al
tratamiento matematico, de manera que el texto al interior de cada objeto sélo indica la operacion
que se esta realizando en dicho médulo.

El docente nuevamente realiza el proceso de idealizaciéon cuando supone que la caja posee
espesor despreciable, reduciendo el problema inicial a un problema en el plano. También realiza un
proceso de visualizaciéon puesto que realiza una transformacion visual de la caja al descomponerla en
cinco partes o piezas planas, comunica la posicion relativa de las partes de la caja haciendo uso de
lenguaje deictico para hacer referencia a la base (centro) y a la altura de la caja (profundidad). El
docente lleva a cabo el proceso de argumentacion, lo cual puede observarse a través de las diferentes
rutas de lectura en el mapa conceptual, y de tratamiento matematico a lo largo de la secuencia de
objetos rectangulares (objetos 5-15).
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Conclusiones e implicaciones para la ensefianza

Una de las conclusiones de este trabajo es que la interpretaciéon del mapa conceptual desde la
perspectiva del EOS ha permitido la descripcion grafica de la practica de resoluciéon de un conjunto
de problemas de calculo diferencial. En dicha interpretacion, los objetos matematicos (lenguaje,
conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos) sefialados por el EOS como aquellos objetos
primarios que se tienen en cuenta en la practica de resolucion de problemas matematicos, han sido
representados de manera grafica mediante la técnica de mapas conceptuales, en particular mediante
el empleo de mapas conceptuales hibridos. Los mapas conceptuales también permitieron evidenciar
la realizacién de ciertos procesos tales como el de idealizacion, visualizacion, argumentacion,
tratamiento matematico, entre otros.

Por otra parte, se sabe que en la resolucion de problemas en los libros de texto, el
tratamiento matematico y el texto justificativo se muestran separados, dejando al lector la tarea de
visualizacion de la informacion sobre la secuencia de operaciones matematicas sefialadas en algin
lugar de la pagina del libro. En contraste, los mapas conceptuales hibridos a través del sistema de
rutas de lectura permiten representar graficamente en la misma region el tratamiento matematico y el
discurso justificativo del sujeto, los mapas de las figuras 2 y 4 permiten observar esto.

La propuesta que se describe en el presente trabajo podria ser implementada en la clase para
guiar a los estudiantes a lo largo del proceso de resolucion de los problemas matematicos, o bien a
través de la elaboracion de mapas conceptuales y la posterior discusion acerca de la estructura de
estos. Por otro lado, la perspectiva personal/institucional del mapa conceptual también podria
proporcionar una herramienta para analizar los conocimientos de los estudiantes en el contexto de la
resolucién de problemas de la matematica escolar, pues se trata de la elaboraciéon y comparacion
sistematica de un mapa conceptual hibrido epistémico con el correspondiente mapa conceptual
hibrido cognitivo que se desea analizar.

Cabe sefialar que este trabajo presenta una forma de abordar la técnica del mapa conceptual
desde la mirada del EOS. Se ha evitado la suplantacion del sustento teérico, es decir, no se han
confrontado los supuestos tedricos de la teoria del aprendizaje significativo de Ausubel (Coll, 1988)
con respecto a los elementos tedricos del EOS. Esto ultimo es debido a la diversidad y amplitud de
las practicas del mapa conceptual que van mas alla de estas dos formas de abordar el problema del
aprendizaje de la matematica escolar.
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