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Resumen

La ensefianza del tema de optimizacion a nivel bachillerato suele ser operativa. En
general, el tratamiento de este tema en los libros de texto se aborda de manera
mecénica y como una aplicacion de las derivadas. Es decir, se establece un
procedimiento que el estudiante debe seguir al pie de la letra para resolver
problemas en contextos extramatematicos (de la vida cotidiana, de economia, entre
otros) en los que se le solicita a los alumnos maximizar o minimizar alguna cantidad.
La repercusion de esta practica de ensefianza conduce a los estudiantes a la
repeticion del procedimiento sin tener las habilidades para argumentar e interpretar

por qué un resultado es el 6ptimo.

En este trabajo se presenta un andlisis grafico sobre las concepciones que tienen
algunos estudiantes de nivel medio superior acerca de la optimizaciéon que se
aborda en la clase de Célculo Diferencial. El analisis grafico se apoy6 en dos
técnicas de representacion, la V de Gowin y los Mapas Conceptuales Hibridos, las
cuales se apoyan en la Teoria del aprendizaje significativo y en el Enfoque

ontosemidtico, respectivamente.

En esta investigacion de caracter cualitativo se utilizo el estudio de caso. A través
del analisis en los libros de texto se categorizaron tres tipos de problemas de
optimizacién que no son tan comunes su aplicacion en la asignatura. Se disefié un
cuestionario con estos problemas y se aplicé a estudiantes que cursaban el tercer

ano de bachillerato.

Posteriormente, los resultados obtenidos fueron clasificados en dos categorias de
acuerdo con el tipo de resolucion y con los errores similares. Cabe mencionar que
solo un estudiante resolvio correctamente los tres problemas, mientras que los
estudiantes restantes resolvieron incorrectamente los tres problemas. Debido a
esto, la categoria de los estudiantes que no obtuvieron una resolucién correcta se
desglosé en subcategorias en base al tipo de resolucion, es decir, si respondieron

al azar el problema o al tanteo; si se equivocaron en las operaciones basicas; si



plantearon mal el problema; entre otras. Se descartd a los estudiantes que no
resolvieron uno o los tres problemas, y a los que resolvieron al tanteo alguno de los
tres. De modo que se seleccion6 una estudiante que si realiz6 procedimientos en la
resolucion de cada uno. Posteriormente, al estudiante A que resolvié correctamente
los tres problemas y a la estudiante B que los resolvio incorrectamente, se les realizé
una entrevista con la ayuda de una pluma electronica Smartpen Live Scribe, la cual
permite guardar registro electrénico de la produccion oral y escrita a lo largo de la
resolucion de cada problema. Con esta produccion se elabor6 por cada problema la
V de Gowin y el Mapa Conceptual Hibrido correspondiente, los cuales permitieron

advertir como el sujeto pone en juego los objetos y los procesos matematicos.

El estudiante A resolvi6 de manera correcta los problemas, sin embargo, él
considerd que solo era necesario realizar el criterio de la primera derivada para
determinar los maximos. En ningun problema utiliz6 la segunda derivada. Las
practicas que realiz6 en cada problema iban encaminadas a construir una funcién
de una sola variable para derivar. Es decir, cada practica tenia relaciéon una con la

otra.

Por otro lado, la estudiante B tampoco realiz6 la segunda derivada para comprobar
que realmente el resultado fuera el 6ptimo. Sin embargo, los errores los cometié
desde el planteamiento de los problemas. El procedimiento que realiz6 fue un
procedimiento ciego, sin detenerse a analizar si realmente estaba resolviendo de
manera correcta los problemas. La estudiante ignor6 en algunos casos los
resultados que obtenia en practicas anteriores, por lo que la llevd a obtener

resultados incorrectos.



Introduccion

La optimizacion esta presente en la vida cotidiana de las personas. Claro esta, no
de forma rigurosa, sino que en algunos momentos de nuestra vida queremos
encontrar una opcion optima para llegar mas temprano al trabajo o a la escuela,
tomar el camino mas rpido al cine, para comprar mas gastando menos o para elegir
cudl trabajo brinda mas ingreso con menor esfuerzo, etc. No utilizamos férmulas o
procedimientos matematicos, pero si utilizamos la intuicion matematica de

optimizacion.

Esta intuicion es fundamental en nuestra vida para tomar decisiones. Sin embargo,
al analizar los libros de texto del nivel bachillerato se pudo observar que las
situaciones problemas abordadas y el tratamiento matematico que involucra a la
optimizacién se encuentran lejos de poder ser aplicables a la vida cotidiana y de ser
Gtiles para la comprension. La forma en la que se ensefia no involucra la existencia
de la optimizacién en la vida, sino que se presentan ejemplos muy concretos en
areas como economia o agricultura. Ademas, los ejercicios suelen ser la mayoria
de las veces muy similares. Como consecuencia, no se brinda la oportunidad de
desarrollar habilidades que permitan a los estudiantes buscar y encontrar

soluciones optimas en su vida.

Esto motivo a llevar a cabo la presente investigacion en la cual se estudia el proceso
de optimizacién en la resolucién de problemas por parte de estudiantes de tercer
afio de bachillerato. Por otra parte, es necesario el uso de dos herramientas que
permitan observar los procedimientos que los estudiantes realizan. En este caso, se
hizo uso de la V de Gowin de la Teoria del aprendizaje significativo, y del Mapa
Conceptual Hibrido interpretado a través de la teoria del Enfoque ontomsemiético.
Los cuales permitiran tener una nocion mas grande acerca de los conceptos,
propiedades, argumentos, entre otros, que los estudiantes utilizan para resolver
este tipo de problemas, ademas de permitir observar las deficiencias que tienen los

estudiantes acerca de este tema.



Como se menciond anteriormente, la problematica se debe a la forma de presentar
el tema de optimizacién en los libros de texto. Incluso se establecen procedimientos
gue el estudiante debe seguir paso a paso para resolver este tipo de problemas, lo
cual termina en una resolucién mecanica por parte del estudiante. Ademas, cada
afio se presentan los mismos tipos de problemas y los mismos ejemplos. Debido a
esto, se hizo un analisis acerca de los problemas mas comunes y los no tan
comunes en el libro de texto. Resultaron tres tipos de problemas no comunes:
algebraicos, geométricos y los relacionados con economia. Esto con el fin de aplicar
un cuestionario de tres problemas (uno de cada tipo) a un grupo de estudiantes de

tercer afo de bachillerato de Cedral, S.L.P.

Este trabajo esta conformado por 7 capitulos. En el capitulo 1 se muestra la
investigacion que se realizo en el curriculo de tercer afio de bachillerato, el plan de
estudio y el libro de texto. Ademas, se incluyen investigaciones referentes a este
tema. En el capitulo 2 se presenta la problematica, las preguntas y objetivos de
investigacion que guiaron a este trabajo. El capitulo 3 corresponde a las teorias y
sus constructos tedricos que respaldan al estudio realizado. En el capitulo 4 se
detalla la metodologia y el disefio de investigacion que guio a este trabajo. Los
resultados obtenidos se muestran en el capitulo 5. El capitulo 6 corresponde al
andlisis y discusion derivada de los resultados. Por dltimo, las respuestas a las
preguntas de investigacién se presentan en el capitulo 7, asi como también las

conclusiones derivadas de este estudio.



CAPITULO 1
ANTECEDENTES




CAPITULO 1
ANTECEDENTES

Introduccién

En este capitulo se describe qué es la optimizacion, se muestra como se aborda el
tema de optimizacion en bachillerato y cobmo aparece en el curriculo. EI motivo por
el cual se aborda solamente el nivel medio superior es debido a que en los niveles
anteriores no se hace mencion explicita de dicho contenido en los programas
educativos, y solo se hace referencia a éste en el bachillerato en el tema de la
aplicacion de la derivada, particularmente mediante el criterio de la primera y
segunda derivada. Por ultimo, se mencionan investigaciones previas sobre la

optimizacién en matematica educativa.

1.1 ;Qué es la optimizacion?

En diversas areas de la vida las personas quieren optimizar tiempo, dinero,
esfuerzo, entre otras cosas. Por ejemplo, cuando buscan un trabajo prefieren tener
uno con mayor ingreso salarial en el menor tiempo laboral; las fabricas tratan de
invertir lo menos posible de capital y, a su vez, obtener la ganancia maxima; en
algunas empresas de troquelado, los trabajadores tratan de utilizar el mayor nimero
de figuras en la lamina en la cual se va a realizar el trabajo, todo esto con el fin de
reducir el material desperdiciado.

Ademas, las personas comunmente buscan reducir al minimo lo que les hace dafio
para tener una salud Optima, también quieren hacer rendir su dinero al tratar de
comprar un niumero maximo de productos gastando lo menor posible; al invertir
dinero se busca la opcién en la cual se pueda obtener la mayor ganancia o en la
cual se tenga el minimo de pérdida; cuando las personas se dirigen a un lugar en
especifico procuran tomar el mejor camino para llegar, es decir, aquel en el que se
llegue en menor tiempo. Otro claro ejemplo es el de las abejas, ellas construyen sus
panales con celdas hexagonales, de modo que se aprovecha el maximo espacio,
por lo que se utiliza muy poca cera para construirlo y se puede almacenar la mayor

cantidad posible de miel.



Como se puede ver, querer optimizar siempre ha estado presente en la vida
cotidiana. En muchas de las situaciones que se presentan en la vida no utilizamos
matematicas rigurosas para resolverlas, sin embargo, si buscamos una solucion

Optima.

En matematicas, optimizar se define como “buscar el maximo o menor valor de una
funcién limitada por algun tipo de restriccion. La restriccion seré alguna condicion
(que normalmente puede describirse mediante una ecuacién) que debe ser
absolutamente cierta sin importar cual sea nuestra solucion” (Dawkins, 2007, p.
308). Es decir, es obtener el valor maximo o minimo que una funcién puede tomar

teniendo en cuenta ciertas restricciones.

Por otro lado, en el libro de Célculo Diferencial para Bachillerato se define como
“buscar cdmo maximizar o minimizar determinado resultado o variable, por ejemplo,
encontrar como hacer algo que cueste lo menos posible o que tenga el mayor
volumen posible, entre otras posibilidades” (Y1é, Juarez y Vizcarra, 2012, p. 310).

1.2 Optimizacién en el bachillerato

En el plan de estudios del bachillerato, la optimizacién se aborda en quinto semestre
en la asignatura de Matematicas V. Esta materia propone que el estudiante,
mediante el andlisis de la razon de cambio promedio e instantdnea, construya el
concepto de limite, y este a su vez “establece los antecedentes de la derivada con
lo cual estara en condiciones de resolver problemas de maximos y minimos”
(Colegio de Bachilleres, 2016, p.12).

En los planes de estudio de referencia del componente basico del marco curricular
comun de la educacién media superior del afio 2017 se integraron los contenidos
de la asignatura de Calculo Diferencial que se aborda en bachillerato general junto
con los del bachillerato tecnoldgico. Esto debido a que los contenidos en ambos
tipos de bachilleratos son claramente diferentes por lo que requirié formar un solo
programa. En la Tabla 1.1 se puede observar que solo en el bachillerato general
estéa el integrado el tema de optimizacion sobre como calcular e interpretar maximos
y minimos sobre tres tipos de fendmenos, mientras que en el bachillerato

tecnoldgico simplemente no aparece este tema.
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Calculo diferencial Cilculo diferencial
BG - 3 horas BT - 4 horas

Argumentas el estudio del Calculo Pre-Calculo
mediante el analisis de su evolucién, sus ~ Numeros reales, intervalos, desigualdades.
modelos matematicos y su relacién con

hechos reales. Funciones
Dominio y contra dominio, clasificacion,
Resuelves problemas de limites en compertamiento, operaciones.
situaciones de caracter economico,
administrativo, natural y social. Limites
Limite de una funcién, propiedades,
Calculas, interpretas y analizas razones continuidad de una funcién.
de cambio en fenomenos naturales,
sociales, econémicos, administrativos, Derivada
en la agricultura, en la ganaderiayenla  Razdn de cambio promedio de
industria. interpretacion geométrica, Derivacion
de funciones, derivadas sucesivas,
Calculas e interpretas maximos y comportamiento.

minimos sobre los fenémenos que han
cambiado en el tiempo de la produccion,
produccion industrial o agropecuaria.

Tabla 1.1 Bachillerato general y bachillerato tecnolégico (SEP, 2017)

En la Tabla 1.2 se observa el cuadro de aprendizajes claves que se desarrollaran
en el curso de Célculo Diferencial. En éste se observa como inmediatamente
después de la introduccion a las derivadas se aborda el tema de los criterios de
optimizacién, sin embargo, solo se mencionan especificamente los criterios para
determinar si un valor es un maximo o minimo. Posteriormente se abordan las
nociones basicas de la primera y segunda derivada. Como ultimo tema se presenta

la optimizacion de funciones algebraicas y trascendentes.

Eje Componentes Contenidos centrales

Conceptos basicos de sistemas de
coordenadas, orientacion y posician.
Introduccion a las funciones algebraicas y

elementos de las funciones trascendentes
elementales.

Usos de |a derivada en diversas situaciones
contextuales.

Tratamiento intuitivo: numérica, visual y
algebraico de [os limites.

Tratamiento del cambio y la variacion:

Pensamiento Cam!:rio.;.r estrategias variacionales.

" prediccidn: ) )
Y lE‘ng}Iajrl slemerntos ded Graficacion de funciones por diversos
variacional. Cileulo. métodas.

Introduccion a las funciones continuas y a la
derivada como una funcion.

Criterios de optimizacion: Criterios de

e A —————
bl e e

fungianes,
Encmm:h basicas de derivacion de arden

L i e B e Y e e o e e .
una y arden qm-_:ErLrnbr_rar?Eﬁl-Jﬂd_a_

dervadal.
o

o s i e s e e i o g 8

Tabla 1.2 Cuadro de aprendizajes claves (SEP, 2017)

En cuanto al cuadro de contenidos de Calculo Diferencial (ver Tabla 1.3) se aborda

como contenido central el uso de la derivada en diversas situaciones contextuales.



Sin embargo, en la parte de contenido especifico y en el de aprendizaje esperado,
se ignora totalmente ese punto. No se menciona mas sobre las situaciones
contextuales. Esto claramente significa que solo interesa la parte algoritmica y se
hace a un lado el enfoque en distintos contextos. Ademas, en la parte donde se
abordan los maximos y minimos como contenido central, no se muestra la aplicacion
de los criterios de la primera y segunda derivada en problemas de optimizacion.
Esto se ve claramente en el aprendizaje esperado, donde solo importa la

localizacion de estos puntos en funciones polinomiales y trigonométricas.



Pensamiento y
lenguaje
variacional.

Pensamiento y
lenguaje
variacional.

Pensamiento y
lenguaje
variacional.

Cambio y
prediccidn:
elementos del
Calculo.

Cambio y
prediccidn:
elementos del
Calculo.

Cambio y
prediccion:
elementos del
Calculo.

Tabla 1.3 Cuadro de contenidos de Calculo Diferencial (SEP, 2017)

Usos de la derivada en
diversas situaciones
contextuales.
Tratamiento intuitivo:
numérico, visual y
algebraico de los limites.
Tratamiento del cambio
¥ la variacidn:
estrategias variacionales.

Graficacién de
funciones por diversos
métodos. Introduccidn

a las funciones
continuas y a la
derivada como una
funcién. Criterios de
optimizacidn:

Criterios de
localizacion para

maximos y minimos de
funciones.

Nociones bdsicas de
derivacion de orden uno
y orden dos (primera y
segunda derivada).
Optimizacidn y
graficacidn de funciones
elementales (algebraicas
y trascendentes).

£Qué tipo de procesos se precisan
para tratar con el cambio y la
optimizacidn, sus propiedades, sus
relaciones y sus transformaciones
representacionales?

Por qué las medidas del cambio
resultan dtiles para el tratamiento
de diferentes situaciones
contextuales?

&Se pueden sumar las funciones?,
équé se obtiene de sumar una
funcién lineal con otra funcidn
lineal?, éuna cuadrdtica con una
lineal?, ise le ocurren otras?
Construyendo modelos predictivos
de fendmenos de cambio continuo
y cambio discreto.

Calcular derivadas de funciones
mediante técnicas diversas.

Determinar el maximo o el minimo
de una funcidn mediante los
criterios de la derivada {Ddnde se
crece mas rapido?

Encontrar los puntos de inflexidn
de una curva mediante el criterio
de la segunda derivada. éCémo se
ve la grafica en un punto de
inflexién? JPodrias recortar el
papel siguiente esa grafica?, équé
observas?

Reconocer las propiedades fisicas
como  posicion, wvelocidad y
aceleracion y su correspondencia
con la funcidn, la derivada primera
y la segunda derivada de una
funcién. Interpretacion fisica de
los puntos singulares.

Calcular derivadas sucesivas de
funciones polinomiales y
trigonométricas mediante
algoritmos, no mayor a la tercera
derivada. ¢ Existen caminos
directos para derivar?, équé
meétodos conocemas?

Predice el comportamiento en el
crecimiento de un proceso de
cambio en el dominio continuo
(variables reales) y en el dominio
discreto (variables enteras).

= Encuentra en forma

aproximada los méaximos y
minimos de una funcién.
» Opera algebraica ¥

aritméticamente, representa
y trata graficamente a las

funciones polinomiales
basicas (lineales, cuadréticas y
cubicas).

» Determina algebraica ¥

visualmente las asintotas de
algunas funciones racionales
basicas.

Utiliza procesos para la
derivacion y representan a los
objetos derivada y derivada
sucesiva como medios
adecuados para la prediccidn
local.

Localiza los maximos, minimos,
las inflexiones de una grafica
para funciones polinomiales y
trigonométricas.

Calcula y resuelve operaciones
graficas con funciones para
analizar el comportamiento
local de un funcidn (los ceros de
f, f 'y f ). En algunos casos, se
podran estudiar los cambios de
f " mediante la tercera
derivada.

Estimar  si una
poblacion crece
exponencialmente,
deomo se estima su
valor unos afos
después?

* Localizar en el
plano cartesiano las
regiones de
crecimiento y de
decrecimiento de
una funcidn dada
en un contexto
especifico.

= Calcular el maximo
de la trayectoria en
el tiro parabdlico.

Localizar los ceros de f
y sus derivadas hasta
el orden tres.



Cabe destacar que, en la revision realizada del programa, la optimizacion se
presenta como la aplicacion de la derivada. Ademas, en los aprendizajes esperados
no se menciona explicitamente la resolucion de problemas de optimizacion. De
hecho, en la Tabla 1.3 si bien se menciona a la optimizacion en el contenido central,
no vuelve a aparecer el tema en el aprendizaje esperado, sino que solo es de interés
aprender a localizar los ceros de las funciones y sus derivadas. Por lo que es facil
concluir que no le dan tanta importancia a la optimizacién y a los problemas que

involucren optimizar.

1.3 Tratamiento de la optimizacién en el libro de texto
En el nivel medio superior, el tema de optimizacién se aborda en quinto semestre. En el libro
de texto Calculo | para Bachillerato (Y1é, Juérez, y Vizcarra, 2012) se presenta la definicion

de los méximos y minimos de una funcion:

Un punto x,es un maximo local de una funcion f,si el valor f(x,) es mayor
gue todos los valores que toma la funcion en un intervalo del tipo (x, —

a,Xg +a).

Un punto x, es un minimo local de una funcion f, si el valor f(x,) es menor
que todos los valores que toma la funcién en un intervalo del tipo

(xg —a,X¢ + a).

Una funcion puede tener varios extremos locales y al mayor (menor) de
todos ellos se le llama méaximo absoluto (minimo absoluto). De igual modo
puede suceder que una funcion no tenga ningin extremo relativo.
(p.285).

Posteriormente se presenta un recuadro (ver Figura 1.5) con el procedimiento o algoritmo
para obtener los extremos locales de un ejemplo en concreto con una explicacion detallada

de cada paso y con ayuda de la visualizacién grafica de la funcion.
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Procedimiento para determinar la monotonia y
los extremos locales de una funcién.

Ejemplo 17: y=x-4x+4
1. Se calcula la primera derivada de la fun-

cion. y'=2x-4
2. Se determinan los ceros de la derivada, 2% -4=0
o sea los puntos donde ella se anula (pun- S
tos criticos). En este caso x = 2 es un cero e

y es el unico.

3. Se investiga los signos de la deriva-
da en los intervalos determinados por H +
= 2

los ceros. En este caso solo son:
(=20,2) y (2, +=0)

4. Como la derivada es negativa para x<2
ahi la funcién es decreciente y como es| Un esbozo aproximado de la

R 2 grafica de la funcion dada es el
positiva para x>2 ahi la funcién es cre-
ciente. Ademas, como la derivada pasa de siguiente:
negativa a positiva en 2, en ese punto hay
un minimo local.

Ese valor minimo se calcula evaluando la
funcién en x=2. En este caso
y=(2)>-4(2) +4=4-8+4=0 ol
Por tanto, se dice que la funcion tiene un
minimo en 2 y que ese valor minimo es | Después tendras mas elemen-

0. tos para hacer la grafica mas
cercana a la realidad.

2

También se puede decir que la grafica de
la funcién tiene un minimo en (2, 0).

Figura 1.4 Procedimiento para obtener extremos locales (Y1é, Juarez, y Vizcarra, 2012)

Después del recuadro, se menciona que no es suficiente con ese procedimiento para saber
la existencia de maximos y minimos. Por lo tanto, presentan un recuadro con el criterio de la
primera derivada (ver Figura 1.5). Se sefiala cuando es un maximo o un minimo local en el

punto x, de una funcién.

Sea una funcion f derivable en un cierto intervalo y
x, es un punto de ese intervalo.

f(x,) es un maximo local si la f(x,) es un minimo local si
derivada f'(x) pasa de positi- la derivada f'(x) pasa de ne-
va a negativa en ese interva- gativa a positiva en ese in-
lo. tervalo.

0
+ +
o o
\ N _ A
Signos de f(x) donde Signos de f(x) donde
X, es un cero de f(x) X, es un cero de f(x)

Figura 1.5 Criterio de la primera derivada (Ylé, Juarez, y Vizcarra, 2012)
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En la Figura 1.6 se puede observar que los ejercicios que el estudiante debe resolver son
solamente para aplicar los algoritmos presentados anteriormente en la Figura 1.4 y Figura

1.5. Sin embargo, se incluye una parte de la resolucion y la respuesta de cada ejercicio.

Ejemplo 18: Analiza en qué puntos es posible que tenga extremos locales la funcidn
a) y=4x*+2x b)y=5x+1 c)y=x*+2
d}}:=4senx+3 e)}'=%f+%x’—3x+l

Resolucién: Como solo piden los puntos donde haya posibles extremos basta con
hallar los ceros de la primera derivada.

a)y=4x"+2x = y'=8x+2=0= x=-0.25 = P(-0.25, f(-0.25)) es posible.

b)y=5x+1 = y'=5 = 0. La funcidn no tiene extremos locales para todo x.

c)y=x"+2 = y'=3x"=0 =x=0= P(0,2) es el tinico punto posible.

d)y=4senx+3 = y'=4cos x. Resolviendo la ecuacion y' = 0 obtenemos que

4cos x=0 = cos x =0 = Todos los puntos de abscisa x = % + kn ke Z son los
posibles extremos locales.

e}y:%xﬂ%xz— 3x+1 =y =5x"+x- 3 =0. Entonces los puntos de abscisa

-1+V61

10

igual a x,,= = x, = 0,681 y x, = - 0,881 son los posibles extremos.

Figura 1.6 Lista de ejercicios con el criterio de la primera derivada (Y1, Juarez, y Vizcarra, 2012)

En la Figura 1.7 se muestran algunas de las actividades de aprendizaje que se dejan al
estudiante. La ultima actividad son dos demostraciones, sin embargo, en ningin momento
se presentd alguna demostracion que sirviera de guia o ejemplo de las definiciones ni de
ejercicios parecidos a los de la actividad. Ni tampoco se proporciond una explicacion sobre

como hacer una demostracion.
Act-33) Determina en el intervalo 0 < x < 2m, los extremos locales (maximo o minimo)

de las siguientes funciones.
b) y = cos® x - cos x

-1
a)y= g sen 2x d) y = (sen x) (1 +cos x)

c)y=x-2senx
e)y=4cos’ x-3cosx f)y=1-7sen
g)y=4senx-3cosx

x
T+g
h) y = (sen x)(1 - 2 cos x)

Act-34) ;Para qué valores de k, y=k sen x +% sen 3x tiene un extremoenx = %’?

Act-35) Determina los valores de a y b para los cuales la funcién y = a In x+bx"+x
tiene extremos en los puntos x =1 y x,=2.

Act-36) Demuestra la desigualdad ¢* = x +1. (Sugerencia: Prueba que la funcion
flx)=e"-x-1 toma su valor minimo para x=0.)

Act-37) Demuestra las siguientes desigualdades:

a)senx<x, parax>0 a)ln(x+1)<x, para x>0

Figura 1.7 Actividades de aprendizaje (Y1é, Juarez, y Vizcarra, 2012)
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Posteriormente, en la pagina 292 se presenta en un recuadro (ver Figura 1.8) el criterio de
concavidad. Dicho teorema tampoco se demuestra, sino que simplemente se “justifica

intuitivamente”.

Teorema 4.

Sea funa funcién que tiene segunda derivada en x,. Se cumple
que:

Si f"(x,) = 0 entonces fes concava hacia arriba en x;

Si f"(x,) < 0 entonces f es concava hacia abajo en x,

Si f"(x,) = 0 entonces fcambia de sentido de su concavidad en
x,, 0 sea tiene un punto de inflexién en x,.

Este teorema se puede justificar intuitivamente si nos damos cuenta que en donde la
f"(x,) = 0 la derivada de f es creciente (por el Teorema 1), o sea las pendientes de las
rectas tangentes a la curva son valores crecientes hasta llegar al punto de inflexién que
es el cero de la segunda derivada.

De igual modo en donde f"(x,) = 0 la derivada de fes decreciente (por el Teorema 2),
o sea las pendientes de las rectas tangentes a la curva son valores que van decreciendo
hasta llegar al punto de inflexion. |
En ambos casos hay un signifi- ]
cado geométrico.

Observen en la figura 4.30
que en el tramo AB las cinco tan-
gentes representadas van au-
mentando sus pendientes hasta
llegar a B. En el tramo BC las
tangentes trazadas empiezan a
disminuir sus pendientes hasta

Figura 4.30
llegar a C donde empiezan a aumentar, pero en D vuelven a disminuir.

Lo anterior significa que en el tramo AB la funcién es céncava hacia arriba, en el BC
concava hacia abajo, en el CD céncava hacia arriba y a partir de D es céncava hacia
abajo. En B, C y D hay puntos de inflexion.

Figura 1.8 Criterio de Concavidad (Y1é, Juarez, y Vizcarra, 2012)

Posteriormente se muestra un recuadro con el teorema de la segunda derivada, en la cual
tampoco se incluye su demostracion. Después del recuadro se presentan ejemplos con su

resolucion y después se dejan actividades de aprendizaje para el estudiante.

Act-40) Calcula los maximos y los minimos locales de la funcién usando el criterio de
la segunda derivada.

a) f(x)=x(12 - 2% b)y=22+ @
c) flx)=x"+2x-3 d)f(x)=3+2x-x
g) y=x +2x' -4x-8 fly=x-6x+9x-8
9 fx)=02-x’ h) y = (" - 4)?
i) y=x+2 ) y=2+7x
Figura 1.9 Actividades de aprendizaje del criterio de la segunda derivada (Y1é, Juarez, y Vizcarra,

2012)
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Como se puede observar en la Figura 1.9, nuevamente los ejercicios son para aplicar los
algoritmos sefialados en el libro de texto. Es decir, tienen como objetivo que sirvan de

practica para el estudiante.

En la pagina 310, en el apartado 4.5 se abordan las aplicaciones de la optimizacion. Se
incluyen problemas de ingenieria, economia, administracion, comercio, entre otros. Ademas,
se presenta el proceso para la modelizacion matematica (ver Figura 1.10) para la resolucién

de este tipo de problemas.

(a) Formulacién del problema: Poner de manera clara y explicita la formulacion de
una tarea (o actividad de aprendizaje) identificando las caracteristicas de una rea-
lidad percibida como problematica y que sera modelada o matematizada.

(b) Sistematizacion: seleccion de los objetos relevantes, relaciones, etc. Del dominio
de investigacion resultante e idealizacion de las mismas para hacer posible una
representacion matematica.

(c) Traduccion de esos objetos y relaciones al lenguaje matematico.

(d) Uso de métodos y modelos matematicos para arribar a resultados matematicos
o cuantitativos.

(e) Interpretacion de los resultados y conclusiones cuantitativas y cualitativas con-
siderando el dominio y las condiciones de la investigacion inicial.

(f) Evaluacién de la validez del modelo y los resultados por comparacion con da-
tos (observados o predichos) y/o con el conocimiento tedrico o por experiencia per-
sonal o compartida.

Figura 1.10 Modelizacion matematica (Y1é, Juarez, y Vizcarra, 2012)

Después se presentan los problemas de optimizacién y se muestran algunos ejemplos
resueltos (ver Figura 1.11). Los ejercicios propuestos no estan dentro del contexto del
estudiante. Se podria decir que se presentan los problemas tipicos de optimizacién como:
volumen de una caja, produccion maxima, ganancia maxima, area maxima de una figura,
etcétera. Nunca se le menciona al estudiante en qué parte de su vida es aplicable la

optimizacion.

Es facil notar que lo que el estudiante solamente va a realizar en los ejercicios propuestos
es copiar los pasos que se presentan anteriormente (Figura 1.10). Es decir, no se le
proporciona al estudiante las habilidades que necesita para resolver este tipo de problemas.

Solamente es una reproduccion tal cual se realiz en los ejemplos del libro.
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Ejemplo 31: En condiciones de competencia perfecta, una empresa puede vender los
articulos que produce a $500 por unidad. Si C(x) = 2x* + 40x + 1400 en pesos es el costo
total de la produccion diaria cuando se producen x articulos. Determine el nimero de
unidades que deben producirse diariamente a fin de que la empresa obtenga la maxima
ganancia total diaria.

Resolucion: Segln los datos del problema la funcién objetivo de la ganancia G (igual
a las Ventas menos los costos de produccion) sera

G(x) = 500x - C(x) = 500x - 2x* - 40x - 1400 = -2x* + 460x - 1400
Calculando su derivada y los puntos criticos: G'(x) =-4x + 460 =0 = x=115.

Como la funcion de la ganancia es continua en su dominio, entonces tiene va-
lor un maximo o un minimo. En este caso se trata de un valor maximo ya que

G'(x)= -4<0yesigual a:
G(x) = - 2(115)% + 460(115) - 1400 = 25050 pesos

Figura 1.11 Ejemplo de un problema de optimizacion (Y€, Juarez, y Vizcarra, 2012)

En si, lo que se propone en el libro es aprenderse el procedimiento o algoritmo. Por ejemplo,
en la pagina 315, se observa un recuadro (ver Figura 1.12) con el procedimiento para
resolver problemas de optimizacion. Solamente se le dice al estudiante que debe aprender
cada paso para poder resolver este tipo de problemas. Es decir, solo debe memorizar el
procedimiento. Nunca se prepara al estudiante para adquirir otras habilidades que le

ayudaran a plantear las funciones para resolverlos.

El siguiente procedimiento para optimizar una funcion debes aprenderlo y usarlo co-
rrectamente.

Procedimiento para resolver problemas de optimizacion, o sea de hallar maximos o
minimos globales de una funcion.

Primero Hacer una figura de analisis si lo consideras necesario.

Identificar la funcién que hay que optimizar (funcion objetivo) y las condiciones
que dan para hacerlo (funciones de enlace).

Expresar la funcién objetivo en términos de una sola variable sustituyendo en
Tercero su ecuacion la relacion de enlace y precisar el dominio de definicién de esa
funcion.

Segundo

Determinar los puntos de maximo (minimo) local de la funcion objetive y eva-

Cuarto - h . L o
luar la funcién en dicho punto para conocer cual es su valor maximeo (minimo).
. Determinar los valores de la funcién en los extremos del intervalo donde esta
Quinto . ) o
definida y comparar ese valor con el valor maximo (minimo) antes hallado.
Se Concluir cual es el punto de maximo (minimo) global y darle respuesta a la

pregunta del problema.

Figura 1.12 Procedimiento para resolver problemas de optimizacion (Yl€, Juarez, y Vizcarra, 2012)

Finalmente se presentan las actividades de aprendizaje que el estudiante debe resolver. En
la Figura 1.13 se muestran algunas de las actividades, las cuales tampoco estan dentro del
contexto de los estudiantes o que por lo menos sean parte de la vida cotidiana.
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Act-64) Un agricultor estima que en un terreno si se plantan 400 matas de aguacates,
la produccion estimada sera de 350 Kg. por arbol y que por cada arbol que se deje de
plantar la produccion aumentara en 4 Kg. por arbol. ; Cual es el nUmero de arboles que
debe plantarse en el terreno a fin de obtener la maxima cosecha posible en el terreno?
¢ Cual es este valor maximo?

Act-65) El alcance de un proyectil (no tomando en consideracion la resistencia del aire y
otras causas perturbadoras) esta dado por la férmula x = 2—;'L sen « - cos o, donde V),

representa el valor de la velocidad inicial, g la aceleracion debida a la gravedad y o el
angulo de tiro. ¢ Que valor ha de tener o para que el alcance del proyectil sea maximo?

Act-66) En el problema anterior, la altura del proyectil en el instante t esta dada por la
formula h=v tseno- % g . Halla la altura mé&xima que alcanza el proyectil para una
velocidad inicial y un angulo de tiro dados.

Act-67) Un recipiente cilindrico de treinta litros de capacidad tiene en su parte inferior un
pequefio orificio. Si el recipiente se llena de agua, se comprueba que en 30 segundos
pierde un litro de liquido por el orificio. ; Cuanto tiempo tarda el recipiente lleno en vaciar-
se por completo? (Sugerencia: investiga sobre el principio de Torricelli para resolverlo)

Act-68) Se disefia un proyecto de ingenieria para abastecer de agua a dos ciudades Ay
B de una misma estacion de bombeo, que estara localizada en la rivera de un rio recto
que esta situado a 15 km de la ciudad Ay a 10 km de la ciudad B. Si los puntos sobre
el rio mas cercanos a las ciudades estan separados 30 km vy si las ciudades estan del
mismo lado del rio, ¢Dénde debera estar localizada la estacion de abastecimiento para
usar la menor cantidad de tuberia?

Figura 1.13 Actividades de aprendizaje de optimizacién (Y1é, Juarez, y Vizcarra, 2012)

Se puede observar que, en los ejemplos y las actividades propuestas por el libro,
no permiten que el estudiante pueda reflexionar acerca de lo que esta haciendo en
la resolucién. Soélo proveen el algoritmo del procedimiento y se dejan muchas

actividades a resolver.

Otro aspecto que destacar es que los libros presentan una gama de problemas en
los que no se tiene cuidado de la relacién que guarda la nocién de optimizacion con
los diferentes conceptos y objetos matematicos. Debido a que solamente relacionan

a la optimizacién con la nocién de derivada.

1.3 Investigaciones previas sobre la optimizacién en Matematica Educativa
Antes que nada, es necesario mencionar que el campo donde se inscriben los

articulos que se discuten en esta seccion pertenecen a la Matematica Educativa.

Primeramente, Malaspina (2008) define los problemas de optimizacion como “todo
problema en el cual el objetivo fundamental es obtener un valor maximo o un valor
minimo de alguna variable” (p.25). Este autor considera, en el documento citado
anteriormente, que si existe una intuicién optimizadora para resolver problemas de
este tipo. Esto debido a las experiencias que los seres humanos tienen a lo largo de

su vida y que experimentan situaciones en donde tienen que elegir la opcidon optima.
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Ademas, menciona que el ser humano experimenta consigo mismo, esto significa
gue al tener conocimiento de qué le hace mejor o qué le hace mal crea estrategias

para obtener los resultados 6ptimos.

Malaspina (2008) sefiala que no existe una orientacion hacia el desarrollo de la
intuicion. Debido a que en célculo diferencial solo se brinda al estudiante los pasos
a seguir para resolver los problemas de optimizacion, por lo que no estimula su
creatividad. Incluso menciona “en particular, cuando se usan las palabras minimo y
maximo no se hace tomar conciencia del significado de estos conceptos en el
contexto que se esta usando, ni hay énfasis en la verificacion de que lo obtenido es

realmente 6ptimo” (p.264).

Por otra parte, Balcaza, Contreras de la Fuente & Font (2017) realizaron un analisis
minucioso sobre la optimizacion en los libros de texto de bachillerato. Detectaron
una serie de conflictos semiéticos que podrian causar que el estudiante presente
problemas al aprender el tema. Ademas, encontraron que los problemas de
optimizacién en diversas areas no se presentan en los libros. Lo cual causa una
contradiccion debido a que en realidad en muchas areas de la ciencia se busca una
solucién 6ptima. Por lo cual, mencionan que es esencial presentar mas variedad de
situaciones para completar el significado de la optimizacién. También hacen
mencion que se le da una mayor importancia al procedimiento que a los conceptos,
lo cual ocasiona que si el estudiante les da una interpretacion errénea a los

conceptos claves entonces las soluciones no seran las correctas.

Ademas, Balcaza, Contreras de la Fuente & Font (2017) sefalan que la forma de
resolver los problemas es la misma en los libros de texto que analizaron, esto
ocasiona que se ensefie de manera rutinaria y algoritmica, y, por ende, no se

realicen conexiones conceptuales adecuadas.

Malaspina y Font (2015) mencionan que la intuicion de la optimizacion esta
relacionada con la idealizacion, la generalizacion y la argumentacion. Esta intuicion
se desarrolla a través de dos tipos de experiencia. El primer tipo sucede cuando en
la vida diaria las personas se enfrentan a la tarea de tomar decisiones 6ptimas. Por

otro lado, el segundo tipo de experiencia es mas personal, por ejemplo, el pasar por
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situaciones criticas con nuestra salud o nuestro bienestar. Es por este tipo de
situaciones y experiencias que los estudiantes pueden entender problemas de
optimizacién por lo que les permite responder intuitivamente a algunos problemas.
Por ejemplo, si los estudiantes observan en el pizarrén el esbozo de una parabola,
incluso sin mencionarles qué es, ellos sabran que el profesor se refiere a una

parabola.

Es necesario también abordar en este punto la nocién de complejidad (Rondero y
Font, 2010). Se trata de la complejidad asociada a la nocion de optimizacion, la cual
puede ser optimizacién geométrica, numérica, en donde la optimizacion se relaciona
con distintos conceptos y objetos matematicos, y no se reduce exclusivamente a la
relacion entre optimizacion y el concepto de derivada. Cabe mencionar que en los
libros de texto no se hace referencia a que existen diversos tipos de optimizacion,

tales como optimizacion numérica, grafica, geométrica, entre otros.

1.5 Reflexion acerca de los antecedentes

De acuerdo con el analisis realizado del plan de estudios y la forma en la que se
aborda el tema de maximos y minimos, en particular el de optimizacion, se puede
concluir que no es de principal interés que los estudiantes adquieran las habilidades
necesarias para resolver problemas de optimizacién en diferentes areas de la

ciencia.

Como se observé antes, solamente se presentan los algoritmos y los pasos
especificos para resolver los problemas de optimizacion, esto con motivo de que el
estudiante simplemente siga paso por paso en la resolucién, sin importar que él
reflexione acerca de lo que esta realizando o por qué lo hace. Asi también se
observa lo que menciona Malaspina (2008) acerca de que no se ensefia a verificar

y a argumentar que realmente el resultado obtenido haya sido el 6ptimo.

En cuanto al tipo de problemas que se presentan en los libros de texto, estos no son
acordes al contexto del estudiante. Este tipo de problemas se podrian considerar
como “tipicos”. Los cuales sirven meramente para preparar a los estudiantes en las

evaluaciones mediante el uso de memorizacion de reglas y algoritmos. Sin
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embargo, esto no ayuda a desarrollar el pensamiento matematico ni a desarrollar la

intuicion optimizadora.

Debido a esto, cabe sefalar que hay escasas investigaciones sobre la comprension
de la optimizacién, por lo que abordar dicha problematica desde dos teorias seria

muy importante para obtener mas informacion relevante a este tema.

En el siguiente capitulo se presenta el problema de investigacion, las preguntas de

investigacion y los objetivos que guiaron al trabajo.
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CAPITULO 2
PROBLEMA Y
PREGUNTAS DE INVESTIGACION
Introduccidn

Los antecedentes presentados en el capitulo anterior permitieron tener un
acercamiento al problema de investigacion. En este capitulo se describe el problema
de investigacion relacionado con la comprension de la optimizacion por parte de los
estudiantes de bachillerato y las preguntas de investigacion que guiaron al trabajo.

Por ultimo, se presentan los objetivos que se pretenden alcanzar.

2.1 Problema de investigacion
Con respecto al analisis de los libros de texto acerca de como se aborda el tema de

la optimizacion mediante la resolucion de problemas que implican la aplicacién del
criterio de la primera y segunda derivada, y con lo que mencionan las
investigaciones al respecto a este tema, se identifico el problema existente. Los
estudiantes no comprenden qué es la optimizacién, desconocen la complejidad, en
el sentido de Rondero y Font (2010), de dicha nocion y Unicamente asocian la

optimizacién a un mero proceso algoritmico.

Los estudiantes minimizan la importancia del papel de la nocion de optimizacion y
consideran que optimizar solo se refiere a la aplicacion de la derivada mediante la
realizacion de un algoritmo que inicia con la busqueda de una funcién, su derivacion,
la obtencién de las raices, al calculo de la segunda derivada, a la sustitucion de las
raices encontradas y a la identificacion del signo de la segunda derivada para

conocer si las raices corresponden a un maximo, minimo o punto de inflexion.

Sin embargo, ante situaciones ligeramente distintas de las que se presentan en los

textos, los alumnos se muestran incapaces de resolver dichos problemas.

Es por lo anterior que en la presente investigacion se plante¢ la tarea de conocer
cudles son algunas de las concepciones que tienen los estudiantes acerca de la
optimizacién en el contexto de la resolucién de problemas en el marco de una
ensefianza tradicional guiada por el programa educativo vigente. Esto conlleva los
pasos que realizan los estudiantes al resolverlo, los argumentos que presentan para
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aplicar los criterios de la primera y segunda derivada, y las justificaciones sobre el

resultado que obtienen.

Para tener un acercamiento mas adecuado a las concepciones que generan los
estudiantes acerca de la optimizacion, se llevd a cabo un analisis tomando en
cuenta dos enfoques tedricos. Por lo que el problema se aborda desde dos teorias
educativas: una teoria educativa general de corte cognitivo y la otra, especifica de

la mateméatica educativa, de tipo constructivista.

2.3 Preguntas de investigacion

Pregunta de investigacion 1

¢, Qué caracteristicas presenta la practica de resolucion de problemas que

involucran optimizacion?

Pregunta de investigacion 2

¢, Qué significado asocian a la optimizacion en el contexto de problemas de Calculo

Diferencial de tipo numérico, geométrico, y sobre economia?

2.4 Objetivo general
Conocer las concepciones acerca de la optimizacion que tienen algunos alumnos

de nivel medio superior a partir de la manera en que éstos se desempefian al

resolver problemas que involucran optimizacion.

2.5 Objetivos especificos
Para tener el acercamiento a las concepciones de los estudiantes, el trabajo

considera un analisis grafico de la actividad matematica que llevan los alumnos
tomando en cuenta dos técnicas, el Mapa Conceptual Hibrido (MCH desde ahora)
y una V de Gowin, los cuales son interpretados desde la Teoria del enfoque

ontosemidtico y la Teoria del aprendizaje significativo, respectivamente.

Con base en lo anterior, los objetivos particulares se describen a continuacion:

Objetivo 1
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Disefiar un cuestionario con tres tipos de problemas que involucren optimizacion y

aplicarlo a estudiantes de quinto semestre de nivel bachillerato.

Objetivo 2
Realizar una entrevista sobre la resolucién de los tres problemas de calculo
diferencial a dos estudiantes seleccionados para obtener la produccion oral y escrita

de cada problema.

Objetivo 3
Elaborar el MCH y la V de Gowin para representar esquematicamente los objetos y
procesos involucrados en la resolucion de un conjunto de problemas de calculo

diferencial que involucran optimizacion.
Objetivo 4

Analizar y describir a través del MCH interpretado desde el Enfoque Ontosemidtico,
y de la V de Gowin desde la Teoria del Aprendizaje Significativo, como es la

comprension de la optimizacién que manejan los estudiantes.
Objetivo 5

Describir el aporte que brinda el andlisis de la optimizacion desde la Teoria del
Aprendizaje Significativo, y el Enfoque Ontosemidtico, apoyado de las técnicas del

MCH y la V de Gowin para caracterizar las concepciones de la optimizacién.

Indagar en las concepciones generadas por los estudiantes acerca de la
optimizacién, como resultado de una ensefianza tradicional que toman en cuenta
los programas vigentes, podria ayudar a los profesores a tomar ciertas acciones en
la clase apoyandose en la nocion de complejidad. En la siguiente seccion se

describen las teorias que respaldan a la investigacion.
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CAPITULO 3
MARCO TEORICO

Introduccién

Debido a la necesidad de analizar los problemas a los que se enfrentan los
estudiantes al resolver problemas de optimizacion. En esta investigacion se
emplearon dos marcos tedricos para tener un acercamiento a las concepciones que
tienen algunos alumnos acerca de la optimizacién. Por consiguiente, en el presente
apartado se describe en un primer momento la Teoria del Aprendizaje Significativo
(TAS desde ahora) propuesta por David Ausubel (1983) y sus derivaciones, y en un
segundo momento se describe el Enfoque Ontosemidtico de la Cognicién e
Instruccion Matemética (EOS desde ahora) de J. Godino (1994) y colaboradores.
También se describe la interpretacion de las técnicas MCH y V de Gowin mediante

el EOS y la TAS, respectivamente.

3.1.1 Teoria del aprendizaje significativo de David Ausubel

El aprendizaje significativo es un proceso donde un nuevo conocimiento se
relaciona con las estructuras cognitivas que tiene la persona que va a aprenderlo.
Las estructuras cognitivas son el conocimiento previo y su organizacion que posee
un estudiante. Por eso, es de suma importancia que los profesores conozcan los
conocimientos que los estudiantes tienen antes de ensefiarles un tema en
especifico (Ausubel, 1983). Para que el aprendizaje significativo suceda
exitosamente se debe de relacionar el conocimiento nuevo con algun aspecto
relevante de las estructuras cognitivas, que reciben el nombre de subsumidores o
anclajes, de forma sustantiva (no al pie de la letra) y no arbitraria (Moreira, 1997).
Sin embargo, el proceso no termina ahi puesto que, al relacionarse estos
conocimientos, los subsumidores se modifican al fortalecerse y hacerse mas
completos, sirviendo de base para aprender nuevos conocimientos (Rodriguez,
2004).

La importancia de este proceso es la relacion sustantiva y no arbitraria de los

contenidos. Por sustantividad se refiere a las ideas claves del contenido, o sea no
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aprender el contenido literalmente y no utilizando las palabras empleadas al pie de
la letra. No arbitrariedad es que el nuevo contenido se relacione con estructuras
cognitivas relevantes que ya tienen significado en el estudiante, y no que se
relacione de manera obligatoria con todo (Moreira, 1997). En la Figura 3.1 se
describe mediante un esquema el aprendizaje significativo exitoso. Se observa que
el conocimiento matematico escolar nuevo se relaciona con algun aspecto relevante
que existe en las estructuras cognitivas de estudiante, es decir, el conocimiento
previo. Esta relacion es no arbitraria y no es al pie de la letra, por lo que da lugar a

un conocimiento modificado, es decir, mas completo.

[Aprendizaje significativo exitoso)

debe relacionarse

con ‘\

Aspecto relevante de las conocimiento matemético
escolar nuevo

subsumidores o anclajes
modificados

conocidos de forma puesto que y sirven para

como dando lugar a
aprender nuecos
conocimientos

estructuras cognitivas
(conocimiento previo)

e
subsumidores es decir se hacen
o anclajes se fortalecen mas completos
relacién NO No al pie
arbitraria de la lietra

Figura 3.1 Aprendizaje significativo (elaboracion propia)

Ademas, se establecen dos condiciones para que el aprendizaje significativo

suceda:

e La actitud de predisposicion del estudiante por aprender significativamente.

e Material potencialmente significativo.

Claro esta, para proponer un material potencialmente significativo se debe de tomar
en cuenta los conocimientos previos que el alumno tiene para que pueda establecer
esa relacion entre ambos conocimientos. De no ser asi, no serviria de nada el

material propuesto (Rodriguez, 2004).

3.1.2 Tipos de aprendizaje significativos
Existen tres tipos de aprendizaje significativo: representacional, conceptual y

proposicional.
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El aprendizaje representacional (ASR desde ahora) es el aprendizaje de lo que
determinados simbolos representan. Esto por lo regular sucede cuando se
aprenden las palabras (Moreira, 1997) puesto que el sujeto aprende lo que palabras
aisladas representan cuando son significativas para él. Se presenta en la Figura 3.2
un esquema del aprendizaje representacional con un ejemplo de fisica. En este
caso, el conocimiento nuevo es un simbolo el cual es del de la energia cinética. Este
conocimiento se relaciona con un subsumidor del simbolo de energia (por ejemplo,
energia potencial), esto da lugar a un subsumidor modificado en donde el estudiante

comprende que existe otro tipo de energia que esta presente cuando los cuerpos

Se mueven.
subsumidor modificado

"también existe otro tipo
de energia que esta
presente cuando los cuerpos
se mueven"

para dar
lugar

subsumidor o

- ) 1 2 |se relaciona anclade del simbolo
simbolo nuevo p. ej. con "energia, porque tiene unidades
fisicas de energia, igual que la

energia potencial"

Figura 3.2 Aprendizaje representacional en fisica (elaboracién propia)

El aprendizaje conceptual (ASC desde ahora) también puede considerarse de
representaciones puesto que los conceptos son objetos o propiedades que poseen
caracteristicas comunes y que se representan por simbolos individuales. Para que
un concepto sea adquirido se pasa por dos procesos: de formacion y asimilacion.
En la formacién de conceptos, las caracteristicas del concepto se adquieren por
medio de la experiencia. En el proceso de asimilacion se utilizan las combinaciones
gue existen en la estructura cognitiva para definir las caracteristicas de los
conceptos (Ausubel, 1983). En la Figura 3.3 se presenta el esquema del aprendizaje
conceptual. La experiencia da lugar a la formacioén de un conjunto de conceptos en
la estructura cognitiva de las personas, los cuales se combinan para dar lugar a la

asimilacion para finalmente formar un concepto completo.
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(formacic')n de conceptoj

para dar lugar a la

asimilacion
para dar lugar a la

que se

conceptos en la
estructura cognitiva

) e

Figura 3.3 Aprendizaje significativo conceptual (elaboracién propia)

El aprendizaje proposicional (ASP desde ahora) implica captar los significados de
la combinacioén y relacion de ideas expresadas en forma de sentencias, es decir,
aprender el significado no de manera aislada, sino como un todo (Moreira, 1997).
La proposicion nueva, formada por palabras aisladas, se relaciona con la estructura
cognitiva del sujeto para producir un nuevo significado compuesto. En la Figura 3.4
se presenta el esquema del aprendizaje proposicional. Las sentencias representan
una combinacion de ideas para captar significados y dar lugar al aprendizaje

proposicional.

[Aprendizaje proposicionalj

para dar lugar a

captar significados

[combinacién de ideas)

representan

[sentencias o proposicionesj

Figura 3.4 Aprendizaje significativo proposicional (elaboracién propia)
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3.1.3 Facetas del aprendizaje

Por otro lado, si se utiliza la estructura cognitiva y su organizacion jerarquica como
referencia, entonces el aprendizaje significativo puede ser: subordinado,
superordenado o combinatorio. Esto es porque segun Ausubel (1983, citado en
Moreira, 1997) la organizacion se da en términos del nivel de abstraccion,

generalidad e inclusividad de ideas.

El aprendizaje subordinado sucede cuando el nuevo conocimiento queda
subordinado en la estructura cognitiva ya existente. Los conceptos y proposiciones
guedan subordinados ante las ideas mas generales de la estructura. Puede ser
derivativo cuando el contenido nuevo se deriva de una proposicidbn mas inclusiva
gue ya existe en la estructura cognitiva. O bien, puede ser correlativo cuando el
contenido nuevo es una extension de ideas previamente aprendidas de manera
significativa (Ausubel, 1983).

Cuando la persona aprende un nuevo concepto que abarque aun mas que un
concepto previamente aprendido, es cuando surge el aprendizaje superordenado.
Esto se debe a que el concepto que ya estaba en la estructura cognitiva queda

subordinado por el nuevo concepto (Moreira, 1997).

Si el concepto nuevo no es capaz de ser subordinado o subordinar a un concepto
ya existente en la estructura cognitiva, el aprendizaje se llama combinatorio
(Moreira, 1997).

3.1.4 Diferenciacion progresivay reconciliaciéon integradora
Estos dos procesos estan estrechamente relacionados y ocurren a medida que el

aprendizaje significativo sucede.

Si durante la asimilacién los subsumidores se modifican, adquieren un nuevo
significado y se crean jerarquizaciones entre los conceptos, se le conoce como
diferenciacion progresiva. Este proceso ocurre mayormente cuando existe un
aprendizaje significativo subordinado puesto que los subsumidores estan siendo

progresivamente diferenciados. En el &mbito educativo, la diferenciacién progresiva
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puede implementarse al presentarse las ideas generales de un tema para

posteriormente ser diferenciadas en términos mas especificos.

Por otra parte, si se crean relaciones entre las ideas nuevas y la estructura cognitiva,
de modo que se crea una nueva organizacion y se adquiere un nuevo significado,
entonces a este proceso se le conoce como reconciliacion integradora. Este proceso
ocurre en los aprendizajes subordinados y combinatorios. En el ambito educativo
no solamente se debe de realizar una diferenciacion progresiva, sino que se deben
resaltar las semejanzas y diferencias entre los temas, para que se pueda lograr una

reconciliacion integradora de las incongruencias que existan (Ausubel, 1983).

3.1.5 Conceptualizacion en el aprendizaje significativo

Moreira (2010) menciona que para conceptualizar se debe de hacer de modo
significativo debido a que sin el aprendizaje significativo no se puede conceptualizar.
Los conceptos deben de ser construidos y reconstruidos de forma interna por el
individuo. Esto se puede ilustrar mediante el ejemplo de un nifio que va a aprender
el concepto de pelota. Mediante los distintos escenarios donde se presentan objetos
con forma de pelota y su interaccién con dichos objetos, él construye un concepto

de pelota mas general.

Ausubel le atribuye gran importancia a la conceptualizacion en el lenguaje. Debido
a que los conceptos son la base del razonamiento humano para Ausubel (1982,
citado en Moreira, 2003), la adquisicién del lenguaje es lo que le permite al ser
humano que aprenda una gran variedad de conceptos. Ademas, el lenguaje es lo
gue permite ver las operaciones mentales que tiene una persona, es decir, el nivel
que tiene para la adquisicién de conceptos abstractos. Los significados complejos
pueden ser representados por palabras aisladas y son los Unicos que pueden ser
manipulables para llevar a cabo operaciones combinatorias y transformatorias, lo

cual permite la construccion de nuevos conceptos (Moreira, 2003).

Los Mapas Conceptuales son un recurso para promover el aprendizaje significativo
de conceptos. Sobre todo, cuando se trabajan colaborativamente se negocia acerca
de cuales conceptos utilizar y con qué conectores pueden mostrar la relacion que

hay entre los conceptos (Moreira, 2010).
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Sin embargo, dentro del aprendizaje significativo, las concepciones que tiene un
individuo, es decir, los subsumidores, no son borrables ni reemplazados. Esto quiere
decir que estan siempre presentes. Una persona puede tener significados
aceptados y no aceptados, es decir, puede tener concepciones errbneas en
determinados contextos. A medida que la concepcidbn se desarrolla, la
discriminacion de conceptos aumenta y los conceptos erroneos son menos

utilizados, pero no borrados ni remplazados (Moreira & Greca, 2004).

3.1.6 LatécnicalaV de Gowin y el mapa conceptual
La V de Gowin

Fue desarrollada en los afios 70’s por Bob Gowin mediante la teoria de Ausubel. Es
una herramienta que ayuda a los estudiantes y docentes a captar la estructura del
conocimiento. Ademas, esta técnica se utiliza como medio para la resolucién de un
problema y para entender el procedimiento que se lleva a cabo. Facilita la
construccion de conocimientos y promueve un aprendizaje significativo. (Guardian
y Ballester, 2011).

En la Figura 3.6 se muestra la V de Gowin simplificada. Del lado izquierdo de la V
se escribe lo tedrico, es decir, las teorias, los principios y leyes, y conceptos. El lado
derecho de la V corresponde a lo procedimental, en el cual se escriben las
afirmaciones de valor y de conocimiento, las transformaciones, y los registros. En la
parte de abajo se escriben (pueden ser dibujos) los acontecimientos. Cabe destacar
gue una V puede no incluir este ultimo elemento pues dependera del problema. En

la parte de en medio de la V se conforman las preguntas claves del problema.

La V de Gowin permite observar la interaccion entre los conceptos en la
construccion del conocimiento. Ademas, promueve utilizar tanto el pensar (la teoria)

como el hacer (lo practico), evitando asi aplicar las férmulas de forma algoritmica.

Escudero (1995) propone utilizar la V de Gowin simplificada para la construccion del
conocimiento mediante la resolucion de problemas al hacer que estos tengan mas
significado para los estudiantes mediante la reflexibn de la composicion del

problema y su resolucion por medio de la construccion de estrategias.
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PENSAR HACER

Pregunta(s) clave
¢ Qué quiero conocer?

Afirmaciones de

Teorias A valor
Explicaciones de caracter ¢Para qué me sirve lo que
general de por qué sucede aprendi?

Afirmaciones de
conocimiento
£Qué aprendi?

Soluciones a las preguntas
planteadas.
Transformaciones

Pri dimientos para ara
las preguntas del problema.
Puede incluir hojas adicionales.

Registros

el fenomeno.

INTERACCION
Principios y Leyes

Relaciones entre conceptos
de caracter general.

Conceptos

£Qué necesito para resolver el problema?
Datos relacionados con el problema a
estudiar.

Conceptos necesarios para
resolver el problema.

Acontecimientos

Fenémenos a estudiar. Objetos a
estudiar y disposicion que utilizo.

Figura 3.6 Diagrama de la V de Gowin simplificada (Escudero, 1995)

En la Figura 3.7 se muestra un problema de fisica resuelto mediante la V de Gowin.
Las teorias utilizadas en este problema fueron la termodinamica y la geometria
analitica plana. Los principios corresponden a como relaciona el estudiante los
conceptos. La parte de registros involucra los datos que proporciona el problema,
mientras que en la parte de acontecimientos corresponde a la gréfica que se obtiene
a partir de los datos. En la afirmacién de valor se escribe por qué es esencial
resolver el problema y en la afirmacién de conocimiento se escriben las respuestas
a las preguntas claves. La justificacion de las respuestas se escribe en la parte de
transformaciones, es ahi donde el estudiante realiza el procedimiento para resolver
el problema, utilizando los elementos de la parte tedrica, los acontecimientos y los

registros.

La V de Gowin es también utilizada como una herramienta para el analisis
epistemoldgico de la resolucién de problemas de fisica en Escudero y Moreira
(1999). El motivo de utilizarla en esta investigacion es para analizar la produccion
del conocimiento a través de la interrelacion que existe entre los dos dominios de la

V de Gowin (conceptual y metodolégico) en la resolucion de problemas.
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Figura 3.7 La V de Gowin en un problema de fisica (Escudero,1995)
Mapas conceptuales

El Mapa Conceptual es una red de conceptos ordenados jerarquicamente. Esta
técnica fue desarrollada por Joseph Novak en 1972 mediante el sustento tedrico de
la teoria del aprendizaje significativo de David Ausubel para la investigacion de los
estados cognitivos y psicoldgicos de los estudiantes. El objetivo principal es entablar
relaciones significativas entre conceptos en forma de proposiciones de manera
organizada, teniendo cierto orden, promoviendo el aprendizaje significativo y

evitando el aprendizaje memoristico (Aguilar, 2006).

Como la mente humana organiza jerarquicamente la informacién se espera que esto
se vea reflejado en el mapa conceptual, permitiendo conocer los conocimientos que
los estudiantes tienen o los errores que existen en la forma de comprender un tema.

Ademas, con los mapas conceptuales se logra esquematizar los principios basicos
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del aprendizaje significativo, los cuales son: organizacion jerarquica, diferenciacion

progresiva y la reconciliacion integradora.

En la Figura 3.5 se muestra un mapa conceptual referente a la composicion de este.
En la parte superior se escribe el tema principal, posteriormente se desprenden
conceptos acerca del tema, los cuales se conectan a través de palabras
denominadas conectores.

Mapa conceptual

tiene por objeto se compone de se caracteriza por

/

Pruposi:ianes] llmpacto \ﬂsuaI] ’Jel‘drqufas] Conceptos
relevantes

Representar las
relaciones significativas
[Conectou'es‘ [Conceptos]‘/

formadas por
de

entre que expresan

Regularidades

entre

Objetos| |Acontecimientos

Figura 3.5 Mapa conceptual sobre el mapa conceptual (Aguilar, 2006)

3.1.7 Mapa conceptual hibrido

El MCH resulta de la combinacion de la técnica del mapa conceptual, descrita
anteriormente, y la técnica del diagrama de flujo. Este ultimo describe qué
operaciones y en gqué orden se realizan para solucionar un problema dado. La
Figura 3.8 es un ejemplo de un diagrama de flujo en quimica para la produccion de

benceno.

Con la combinacion de estas dos técnicas, el MCH permite representar de manera
esquematica una organizacion conceptual y un proceso de manera combinada, lo
cual es util para representar graficamente la actividad matematica involucrada en la

resolucién de un problema.
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Figura 3.8 Diagrama de flujo de bloque para la produccion de benceno (Pinto, 2019)

Actualmente, en la literatura el MCH no ha sido descrito a través de la Teoria del
Aprendizaje Significativo de David Ausubel, pero si se ha realizado desde la Teoria
del Enfoque Ontosemidtico. Por ejemplo, en el articulo de Moreno, Zufiiga & Tovar
(2018) se propone al MCH para la ensefianza de la cineméatica, mientras que, en el
articulo de Moreno, Angulo & Reducindo (2018) se plantea al MCH para la

ensefianza de la fisica y matematica en el aula.

En la seccion 3.2.7 se explica la interpretacién del MCH desde el EOS. Por lo que
desde ahora se hara referencia al MCH como MCH-EOS.

3.2 Enfoque ontosemiotico de la cognicidn e instruccién matematica

El Enfoque ontosemiético (EOS desde ahora) es un sistema inclusivo que busca
articular diversas aproximaciones y modelos teéricos usados en la Educacion
Matematica a partir de presupuestos antropolégicos y semidticos sobre las
matematicas y su ensefianza, con el fin de describir e investigar los procesos de
aprendizaje y ensefianza de las matematicas. En este escrito se presentan algunos

de los componentes en los que esta dividido el EOS.
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3.2.1 Objeto matematico

Un objeto matematico es todo aquello que puede hacerse referencia para hacer,
comunicar o aprender matematicas (Blumer, 1982, citado por D’amore y Godino,
2007, p. 209).

Los objetos primarios y sus funciones matematicas son:

1. Lenguaje. Se refiere a términos, expresiones, graficos, entre otros, que se
utilizan para describir objetos no linguisticos.

2. Situaciones. Son problemas que inducen a la actividad matematica.
Procedimiento. Son las acciones que el sujeto realiza para resolver un
problema mateméatico. Pueden ser operaciones, algoritmos, técnicas o
procedimientos.

4. Conceptos-reglas. Son definiciones o descripciones.

Propiedades. Son los atributos de los objetos mencionados, que suelen
darse como proposiciones.

6. Argumentaciones. Sirven para validar las proposiciones y explicarlas.

3.2.2 Dimensiones de los objetos matematicos

La dualidad personal—institucional

La realizacion de un ejercicio o una tarea por parte del estudiante es un objeto
personal. Los libros de texto o las explicaciones del profesor durante la clase son
objetos institucionales. Claro esta, una misma expresion puede ser al mismo tiempo

personal e institucional, dependiendo de las circunstancias contextuales.
La dualidad elemental—sistémico

Un objeto matematico puede ser considerado como una entidad unitaria, es decir,
gue se toma por visto previamente y que ya debe ser conocido, pero también puede
ser descompuesto para ser analizado de manera sistémica (Godino, 2014).

La dualidad ostensivo—no ostensivo

Un objeto ostensivo es cuando es perceptible, es decir, cuando puede ser mostrado

a otros. Lo no ostensivo es cuando no puede ser mostrado a otros. Entonces, un
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objeto ostensivo como una palabra escrita, un simbolo o una grafica, también puede
ser pensado por una persona o estar implicitamente en una expresioén, y, por lo

tanto, ser considerado no ostensivo.
La dualidad ejemplar—tipo

Un objeto ejemplar es un caso concreto mientras que un objeto tipo es un caso

abstracto. Puede considerarse como lo particular y lo general.
La dualidad expresién—contenido

La relacion que se establece entre los distintos objetos es mediante funciones
semidticas. Se trata de una relacion de correspondencia entre un antecedente
(expresion) y un consecuente (contenido), establecidas por un sujeto (personal o

institucional) de acuerdo con un criterio de correspondencia.

3.2.3 Sistema de practicas

Una practica es lo que realiza un sujeto para la resolucion de un problema
matematico, lo cual incluye comunicar a otros la solucién y validarla, y la
generalizacion del problema a otros contextos. El objeto matematico surge de estas
practicas ligadas a la resolucién de problemas mateméticos (Godino y Batanero,
1994).

Una practica personal significativa es cuando el sujeto considera que la practica le
ayuda a desempefiar una funcion para lograr el objetivo en el proceso de la
resolucién de un problema y todo lo que esto conlleva (Godino y Batanero, 1994)

3.2.4 Funcidén semiotica

La nocién de funcién semiética es adoptada de la teoria del lenguaje de Hjemsle,
en la cual se denomina signo a la relacion que existe entre el texto y sus
componentes y entre estos componentes entre si. Es decir, es la correspondencia
entre una expresion y un contenido que establece un sujeto acorde a algun criterio
de correspondencia. Pueden ser de tipo representacional, instrumental u operatoria,
y componencial o cooperativa. Los objetos matematicos se relacionan con el

lenguaje y la actividad matematica por medio de estas funciones.
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Godino (2003) describe los tipos de funcidon semidtica que existen, los cuales son:
Significado linguistico: se expresa al objeto final con un elemento lingistico.
Significado situacional: el objeto final es una situacion-problema.

Significado conceptual: cuando el contenido es un concepto o definicion.

Significado proposicional: cuando el contenido es un atributo de un objeto. Es decir,

es la relacion entre conceptos.
Significado actuativo: su contenido es una operacion o procedimiento.
Significado argumentativo: Cuando el contenido es una argumentacion.

3.2.5 Procesos cognitivos
Dentro del EOS no se define generalmente qué es un proceso debido a que existen
diferentes clases de procesos dentro de la actividad matematica. Por lo que en este

apartado se incluyen los requeridos para la investigacion.

Materializacion-idealizacién: procesos asociados a la faceta ostensivo-no
ostensivo debido a que para manipular objetos que son no ostensivos, se necesitan

representaciones ostensivas

Particularizacion-generalizacién: procesos asociados a la faceta extensivo-
intensivo debido a que un elemento extensivo es un objeto particularizado, mientras

gue un conjunto intensivo son todos los elementos.

Significacién: es el significado que se asocia entre dos objetos matematicos, por

lo que tiene relacién con la funcién semiética.

3.2.6 Conceptualizacion en el EOS
En el EOS, la conceptualizacion se realiza por medio de los sistemas de practicas

y mediante la funcién semiética.

De los sistemas de practicas personales emerge el objeto personal. La emergencia
del objeto es progresiva dado que es consecuencia de la experiencia y el
aprendizaje, es decir, se desarrolla progresivamente a medida que el individuo

resuelve problemas mas generales. Esto es debido a que, al resolver nuevos
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problemas, las soluciones se extienden, se descubren nuevas propiedades, y los

conceptos se generalizan (Godino y Batanero, 2004).

En los sistemas de practicas sociales emerge un objeto institucional. Dado que las
practicas en las instituciones pueden variar, existe entonces una relatividad del
objeto. La emergencia también es progresiva debido a que puede ser reconocido
como tal objeto por cierta institucion, pero sufrird transformaciones progresivas

segun se va a ampliando el campo de problemas asociado (Godino, 2013).

La funcion semidtica permite analizar e interpretar cual es el conocimiento y
comprension que tiene un individuo de un objeto. Cada funcion semidtica constituye
un conocimiento, es decir, un significado. Dado que existe una gran diversidad de
funciones semidticas que se pueden establecer, resulta entonces una gran variedad

de tipos de conocimientos (Godino, 2013).

3.2.7 Interpretacion ontosemiética del MCH

Hernandez (2019) propone una unidad de andlisis que permite realizar una
interpretacion de los MCH-EOS en fisica, especificamente sobre marco de
referencia. Este constructo teérico ayuda a describir de una manera gréafica el
sistema de practicas que existen en la resolucion de problemas. La unidad de
analisis considera los procesos cognitivos del EOS tales como: interpretacion,

idealizacion, particularizacion, significacion y materializacion.

En la Figura 3.8 se muestra la unidad de analisis adaptada al tema de optimizacion.
El proceso comienza en la letra C, con los objetos matematicos que se presentan
en un problema matematico que involucre a la optimizacion. Posteriormente, a
través de la interpretacion y la idealizacion de los objetos matematicos que estan
involucrados dentro del problema y que se relacionan con el proceso de
optimizacién, es cuando el estudiante particulariza con los objetos matematicos que
el tiene como conocimiento previo sobre el calculo diferencial, por lo que significa
los datos que relaciona. Finalmente, después de estos procesos el estudiante
materializa de manera ostensiva el objeto que emerge, ya sea mediante una

operacion, un resultado, entre otros.
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Figura 3.9 Unidad de andlisis adaptada al tema de optimizacién (Hernandez, 2019)

Debido a que se requiere conocer algunas de las concepciones de los alumnos
acerca de la optimizacién en la resolucién de un conjunto de problemas de célculo
diferencial, a partir de su esquematizaciéon mediante el MCH-EOS y la V de Gowin,
se planted un disefio de investigacion que involucra un estudio de tipo cualitativo, el

cual se describe en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 4
METODOLOGIA

Introduccién

Con base en los objetivos especificos sefialados anteriormente, se disefié la
siguiente metodologia. Por lo que en este capitulo se describe la estrategia de
indagacion utilizada y las técnicas e instrumentos de recoleccion de datos. La
técnica que se utilizé fue la entrevista, mientras que el instrumento utilizado fue un
cuestionario con tres problemas que involucran optimizacion. Por ultimo, se incluye

el disefio y las fases de la investigacion.

4.1 Investigacion cualitativa
En esta investigacion se utilizé la metodologia cualitativa. Esta metodologia

proporciona datos descriptivos a los significados que los estudiantes le dan a los
procesos y conductas. Ademas, permite saber como definen su realidad y cuales
son los constructos con los que estan organizando su mundo (Quecedo y Castario,
2002).

Quecedo y Castafio (2002) mencionan que mediante las descripciones que se
obtienen al utilizar esta metodologia permite explicar procesos, identificar principios
genéricos y generalizar en cada caso, y asi poder comparar distintos casos.

El procedimiento para recoger los datos es: observacion participante, andlisis de

documentos y la entrevista en profundidad.

Para la observacién participante se requiere que el investigador esté presente en el
contexto de las personas que se van a investigar. Ademas, debe existir una
interaccion social con ellos. Por ultimo, los datos se deben recoger de modo

sistematico y no intrusivo.

En cuanto a los documentos para analizar, Quecedo y Castafio (2002) mencionan
gue estos pueden ser libros de texto, material de trabajo, diarios, entre otros. Por lo
gue en esta investigacion se realizd un analisis de la produccién oral y escrita de los
estudiantes investigados ante la tarea de la resolucién de un conjunto de problemas

de Calculo diferencial.
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Finalmente, las entrevistas cualitativas tienen la ventaja de ser flexibles y dinamicas.
No tienen una sola estructura, por lo que resultan ser entrevistas abiertas. Se
mencionan tres tipos de entrevistas: historias de vida, dirigidas al aprendizaje sobre
acontecimientos que no se pueden observar, y las orientadas a proporcionar un
cuadro amplio de una gama de contextos, situaciones o0 personas. En esta
investigacion se utilizé la entrevista dirigida al aprendizaje sobre acontecimientos
gue no se pueden observar, esto debido a que los estudiantes describen su manera
de resolver problemas matematicos de optimizacion.

4.2 Estudio de caso

Esta estrategia permite estudiar grupos de individuos y, a través de la categorizacion
de los resultados, obtener casos particulares que sobresalgan por su forma de

resolver los problemas.

Martinez y Piedad (2006) mencionan que el estudio de caso permite dar respuesta
a los fendmenos acerca de como y por qué ocurren. Ademas, permite explorar de
forma mas profunda sobre el fenOmeno que investigamos y asi obtener un

conocimiento mas amplio.

En esta investigacion es de importancia entender y comprender qué es lo que estan
realizando los estudiantes entrevistados en la resolucion de los problemas de
optimizacién. Por ultimo, dar énfasis en la interpretacion del investigador permite

realizar los esquemas del MCH-EOS y la V de Gowin.

4.3 Disefio de investigacion

4.3.1 Sujetos de estudio

La poblacién total de estudiantes elegidos para la investigacion estuvo conformada
por 45 estudiantes de quinto semestre del grupo D del Colegio de Bachilleres 03

ubicado en Cedral, San Luis Potosi.

De estos 45 estudiantes se seleccioné a una muestra de dos: un estudiante con
soluciones correctas a los tres problemas y una estudiante con los tres problemas

resueltos incorrectamente.
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4.3.2 Material
El material utilizado consisti6 en:

e Cuestionario
o Lépiz
e Calculadora

e Smartpen

4.3.3 Duracion
El cuestionario fue aplicado a los 45 estudiantes en la hora de clase. Fue aplicado

el dia 8 de diciembre de 2017. La duracion fue de 50 minutos, en un horario de 8:00

am a 8:50 am.
Posteriormente, las entrevistas se realizaron los dias 6 y 7 de febrero de 2018.

4.3.4 Recoleccion de datos
Elegir las técnicas y elaborar los instrumentos de investigacion se considera un

punto fundamental para la recoleccién de datos, debido a que de estos dependeran

los resultados que se obtengan en una investigacion.

El cuestionario es un conjunto de preguntas, las cuales pueden ser libres o cerradas.
En la investigacion de disefié un cuestionario con tres problemas que involucran
optimizacién, cada problema diferente uno de otro. Un problema fue de tipo
algebraico, otro de tipo geométrico y el tercero situado en un contexto de economia.
Se categorizaron las soluciones por parte de los estudiantes segun los

procedimientos o errores similares.

Ademas, se utilizé la entrevista como técnica para obtener informacion especifica
por medio de preguntas. El tipo de entrevista que se realiz6 fue no estructurada, la
cual es flexible con sus procedimientos y preguntas, de tal manera que el estudiante
responde con sus propias palabras. En la investigacion se entrevisto
individualmente a dos estudiantes los cuales fueron seleccionados después de
realizar una categorizacibn en base al procedimiento que realizaron en el
cuestionario. La entrevista consistio en la resolucion de los problemas previamente
aplicados en el salon de clases. Se hicieron preguntas con respecto a sus

procedimientos para que ellos explicaran paso a paso lo que realizaron para
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resolver los problemas y de esa manera saber qué significado le daban a lo que

respondian.

4.4 Fases de la investigacion
En la Figura 4.1 se muestra como se llevé a cabo la investigacion. Primeramente,

al seleccionar el problema de investigacion se establecieron 7 fases.
Fase 1. Analisis de libros de texto

La primera fase (ver Figura 4.1, numero 1) corresponde al analisis del tema de
optimizacion en los libros de texto del nivel medio superior. El motivo del analisis fue
para determinar el tipo de problemas que suelen presentarse y aplicar problemas
no tan comunes. El tipo de problemas no tipicos que se presentan en los libros de

texto fueron algebraicos, geométricos y uno dentro del area de economia.
Fase 2. Disefio del cuestionario

Esta fase (ver Figura 4.1, nUmero 2) consistio en el disefio del cuestionario con base
a los problemas no tan comunes encontrados en la fase 1. Por lo cual se eligi6é un
problema de cada tipo. Cada uno proporciona un razonamiento y procedimiento

diferente, lo cual permitié dar paso a la fase 4.
Los problemas aplicados que involucran optimizacién fueron los siguientes:

1) Expresa el numero 60 como suma de tres nUmeros positivos de forma que
el segundo sea el doble del primero. Si el producto de los tres es maximo,
determina el valor de dicho producto.

2) Calcula el area maxima que puede tener un triangulo rectangulo tal que la

suma de las longitudes de sus dos catetos es 4 cm.

3) En condiciones de competencia perfecta, una empresa puede vender los
articulos que produce a $500 por unidad. Si C(x) = 2x2 + 40x + 1400 en
pesos es el costo total de la produccidén diaria cuando se producen x
articulos. Determine el numero de unidades que deben producirse

diariamente a fin de que la empresa obtenga la maxima ganancia total diaria.
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La solucién a estos problemas se encuentra en el anexo 3.
Fase 3. Aplicacion del instrumento

La tercera fase (ver Figura 4.1, namero 3) consistio en la aplicacion del cuestionario
al grupo de quinto semestre del Colegio de Bachilleres del plantel 03. En total se

aplico a 45 estudiantes y fue resuelto sin la ayuda del libro de texto.
Fase 4. Categorizacion

En esta fase (ver Figura 4.1, nimero 4) se categorizd en grupos a los estudiantes
con soluciones similares. El tipo de problemas elegidos y aplicados permitié obtener
diversas soluciones, por lo cual, de esta manera se pudo categorizar acorde al
procedimiento o los errores similares. En este caso se tomO en cuenta la
interpretacion del problema, errores procedimentales, aplicacion de la primera y

segunda derivada, y argumentacion.
Fase 5. Entrevista a dos estudiantes

Esta fase (ver Figura 4.1, nUmero 5) consistié en una entrevista individual a cada
estudiante para recabar datos mas descriptivos sobre lo que realizaron o tenian en
mente al resolver los problemas. En la entrevista se pidié que justificaran cada paso
que realizaron para tener una mejor idea sobre su razonamiento y sus

concepciones.
Fase 6. Disefio de MCH-EOS y V de Gowin

En esta fase (ver Figura 4.1, nimero 6) se disefié6 el MCH-EOS y la V de Gowin de
cada estudiante y del procedimiento que realizaron del problema seleccionado. Esto
con el fin de realizar un analisis minucioso sobre el procedimiento que realizaron y

las conexiones conceptuales que hicieron.
Fase 7. Analisis de datos

Finalmente, en la fase 7 (ver Figura 4.1, nimero 7), con el MCH-EOS y la V de

Gowin, se realizd el andlisis con el apoyo de las teorias utilizadas en esta
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investigacion, es decir, el MCH-EOS por medio del EOS, y la V de Gowin a través

de la TAS.

El siguiente capitulo corresponde a la descripcion de los resultados obtenidos en la

fase 5, es decir, a la transcripcion de las entrevistas realizadas a cada estudiante.

Se muestra la produccion oral y escrita de cada problema resuelto por los dos

estudiantes. Es esencial dicha produccion para dar paso al capitulo 6, el cual

corresponde al andlisis y discusién de los datos obtenidos.

Andlisis del libro
de texto de Célculo
Diferencial

Aplicacién de
cuestionario
con tres problemas
de optimizacion

"
"

"

"

i

Disefio de i
cuestionario i
I

I

"

' Numeros
1| para un producto
maximo

de problemas

Identificacion !
h
no tipicos de optimizacion

Analisis del MCH
y la V de Gowin
desde el EOS y TAS,
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MCH y V de Gowin por
cada problema
de ambos estudiantes

Figura 4.1 Fases de la investigacion
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CAPITULO 5
RESULTADOS

Introduccién

En este apartado se presentan los resultados obtenidos de la aplicacion de tres
problemas de optimizacion a dos estudiantes, nombrados A y B. El estudiante A es
un alumno destacado que resolvioé correctamente los problemas y la estudiante B
resolvid incorrectamente los problemas. Los resultados muestran que el estudiante
A realiza una actividad matematica adecuada en la que pone en juego todos los
objetos mateméticos (conceptos, lenguaje, argumentos, proposiciones,
procedimiento), mientras que la estudiante B solo resuelve los problemas de manera

operativa.

En este capitulo se describe la produccion oral y escrita de los estudiantes Ay B al
resolver los tres problemas planteado. La representacion y analisis de la produccion
de los alumnos a través de las técnicas del MCH y la V de Gowin se deja para el

siguiente capitulo.

5.1 Produccion del estudiante A

5.1.1 Resolucién del problema 1

La transcripcién de la resolucién del problema 1 por parte del estudiante A se
muestra en la Figura 5.1. Desde el momento en que A leyé el enunciado, empezé a
escribir los datos que proporciona el problema segun las condiciones propuestas.
Primeramente, escribi6 la suma de tres nimeros positivos como a + b + ¢ (1), sin
embargo, cuando leyd las condiciones que presenta el enunciado, escribié 2a en
lugar de b (Il). Posteriormente, juntd los términos semejantes para despejar el valor
de c (lll). Obtuvo el valor del producto expresado en términos de a (V). Menciono
gue esa funcién que obtuvo es la que debe maximizar (V). Por lo que realizé la

primera derivada. Luego despej6 el valor de a para saber si ese valor maximiza el
. . 240 -
producto (VI). Después dejo expresado el valor de a como T (VII). Por ualtimo,

sustituy6 el valor de a en la funcién del producto que previamente establecié e indico

que ese es el producto maximo (VIII).
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Figura 5.1 Produccién oral (texto en recuadro) y escrita obtenida de la resolucién del

problema 1 por parte del estudiante A

5.1.2 Resolucién del problema 2

En la Figura 5.2 se muestra la transcripcion referente a la resolucién del problema
2 por parte del estudiante A. Inicialmente, el estudiante menciond que la primera
idea que tuvo al leer el problema fue sobre la desigualdad de media aritmética y la
media geométrica (I). Sin embargo, decidié resolverlo mediante célculo diferencial
porque el problema era referente a esta asignatura, por lo que comenzoé dibujando
un triangulo y denomind los lados como a y 4 — a (Il). Posteriormente realizé el
producto de los lados que resulté ser 4a — a? y mencioné que debia obtener el valor
maximo de este producto (lll). Luego realiz6 la derivacién del producto para obtener
el valor en el que la derivada se hace cero, el cual es en a = 2, por lo que al sustituir
el valor de a en 4 — a obtuvo que el otro lado del triangulo mide también 2 (IV).

Finalmente sustituyo estos valores en la formula del area de un triangulo y concluyo

gue el area maxima es @ =2 (V).
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Figura 5.2 Produccién oral (texto en recuadro) y escrita obtenida de la resolucién del

problema 2 por parte del estudiante A

5.1.3 Resolucién del problema 3

La transcripciéon de la resolucién del problema 3 por parte del estudiante A se
muestra en la Figura 5.3. Primeramente, A utilizé el dato que proporciona el
problema sobre que por unidad la empresa gana 500, él dedujo que la ganancia por
x unidades es 500x (I). Utilizé la funcién del costo de produccién (1) y dedujo que
la ganancia maxima debe ser la cantidad que la empresa gana menos la que pierde
(1l1). De tal manera que denominé a la verdadera funcién de ganancias como p(x)
(IV). Para obtener el valor maximo realizé la derivacién de la funcién p(x) (V) y
despejo x para saber en cual valor la derivada de la funcion es cero (VI), y finalmente

concluy6 que es en x = 115.
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Figura 5.3 Produccién oral (texto en recuadro) y escrita obtenida de la resolucién del

problema 3 por parte del estudiante A

5.2 Produccién de la estudiante B

5.2.1 Resolucion del problema 1

En la Figura 5.4 se muestra la produccién de la estudiante B al resolver el problema
1. En este caso, la estudiante B acomodoé los valores de los tres nameros con
incégnitas diferentes e hizo caso omiso de la condicion del problema sobre que b
es el doble que a (I). Luego, realizo el despeje de by dividié solamente el 60 sobre
2 de toda la expresién, debido a que llegé a la conclusion de que solo el 60 podia
dividirse entre el 2, mientras que a y ¢ no era divisibles entre 60 (II). Obtuvo que el
valor de b es 30 —a—c (lll). Para obtener el valor de a hizo otra funcion
multiplicando la funcién que obtuvo en (Il) por a (IV). Realiz6 la derivada de la
funcién, sin embargo, ignoro el término ac y lo tomé como constante. Posteriormente
despejé el valor de a y obtuvo que a = —15, por lo cual mencioné que significa que
es maximo (V). Luego hizo una funcién para obtener el valor de ¢ por lo que
multiplicé el valor de b por c, sin embargo, cuando derivo la funcion volvio a ignorar
el término ac (VI). Después despejo ¢ y obtuvo que ¢ = —15 (VI). Finalmente dedujo
que el valor de b es 30, debido a que el problema menciona que b es el doble de a,
y como obtuvo previamente que a = —15 entonces llegé a la conclusion de que b =
30 (VII).
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{1} “El primer numero seria a, el segundo 25, v {Il} “Después la desarrollo para obtener
comao dice gue son tres obvizmente me fzltaria lo primery lo que seria b. La tomé como
gue 2= el tercero y no me dice pues sivale &l triple mas facil. El dos lo voy a pasar

del segundo, igual sobo waldria 1, que seria <. Estos dividiendo, v el Unico que se pueds
tres NUMEras 5an positivos y en 50 suma ssrana diwidir seria el 60"

iguala 60"

O+ .".r_‘-'-I 20F . .
a - F g = 2 ! o
(N} “Entonces pongo que & I.l-'rlh_.!_ . Bo e W1} “Despues de esto sacaria

esiguala 3l —n — " Jr—— lo que es el valor de ¢. En lugar
de multiplicarle por a, ahora
s=ria multiplicaro por c.
Musvamente hago lz funcidn
anterior, ahora multiplicado
por ¢, v lo wuelva a desarrollar”

[Iv] “wuelvo a hacer otra
funcign para sacar lo
gue ahorz vendria
siendo a. Entonces
pongo que &l producto
esiguala (30 — a —
c){a). Esta funcion la
recuerdo mas que nads

[} "Lo derive de nuewvo.
Lo vueheo a desarrallar, y
¢ = —15"

por un tema que vendriz
siendo sobre maximes ¥
minimos vista en lz
clase. Realice la
operacion”

{wll} “Mo recuerde si alcance
a poner el resultado, pero el
total seria gue como ya me
zalieron los dos ndmeros
—15, por lo tanto, 2| b saria
— 30. ¥a que seria el doble,

W] “La derivacidn del T . | ; .
producta seria Za + 30 ] -1 entonces seriz 30. Que seria
. i I mismo que sumar —15
Lo vohi a desarrollar gue ; g
mas —15"

serian = —15. Entonces

s uno de los tres valores
maximos”

Figura 5.4 Produccion oral (texto en recuadro) y escrita obtenida de la resolucion

del problema 1 por parte de la estudiante B

5.2.2 Resolucioén del problema 2

La Figura 5.5 corresponde a la resolucion del problema 2 de la estudiante B. Ella
hizo la representacion gréafica del triangulo y con los datos que proporciona el
problema dedujo que cada cateto vale 2 (l). Posteriormente mencion6 que para
obtener el area del tridngulo tiene que multiplicar los catetos y dividir entre la

hipotenusa (II). Como previamente dedujo que los catetos valen 2 cada uno,

entonces lleg6 a la conclusion de que el area es (I1). Después hizo otra

hipotenusa
ecuacién en la que la suma de las longitudes del triangulo es 4, por lo cual escribid

que es a+b+c=4 (lll). Luego menciond que c=4—a—->b (IV). Como

anteriormente escribié que la férmula del area es , entonces sustituyo el

hipotenusa

valor de ¢ en la formula. Por lo que obtuvo que el areaes A =4a+ a2+ b3 (V).

Sin embargo, concluyo que el area del triangulo es 4 (VI).
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{1} “Primero gue nada, lo que hice fue hacer el
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Figura 5.5 Produccion oral (texto en recuadro) y escrita obtenida de la resolucion del
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problema 2 por parte de la estudiante B

5.2.3 Resolucién del problema 3

Finalmente, en la Figura 5.6 se muestra la produccién del problema 3 de la
estudiante B. Para la solucion de este problema empez6 utilizando la funcion que
proporciona el enunciado (1) y la derivo (Il). Posteriormente, en (1) despejo el valor
de x de la derivada, obteniendo x = —10 (Ill). Cuando obtuvo el valor de x mencioné
que dicho valor es la ganancia méaxima en un dia (IV). Luego, sustituyo el valor de

x en la funcién original (V). Finalmente, concluy6 que la ganancia maxima es 1200

(VI).
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Figura 5.6 Produccién oral (texto en recuadro) y escrita obtenida de la resolucién del

oy

problema 3 por parte de la estudiante B

La elaboracion de los MCH-EOS y de las V de Gowin se presentan en el siguiente

capitulo, asi como también se realiza el analisis y discusion desde el EOS y la TAS,

respectivamente.
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CAPITULO 6
ANALISIS Y DISCUSION
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CAPITULO 6
ANALISIS Y DISCUSION

Introduccién

En este capitulo se presenta el andlisis y discusion de los resultados que se
describieron en el capitulo anterior. El analisis se llevo a cabo a través del conjunto
de elementos que es posible observar en las representaciones esquemaéaticas de la
V de Gowin (teorias, principios, afirmaciones, transformaciones, registros y
acontecimientos) y del MCH (lenguaje, conceptos, procedimiento, argumentos y

propiedades).

Para cada produccion de los estudiantes se elaboré la V de Gowin y el MCH
correspondiente. El analisis de la actividad matematica se llevo a cabo mediante la
interpretacion de la V de Gowin a través de la teoria del aprendizaje significativo
(Ausubel, 1983), y del MCH desde el EOS (Godino, 2002). El analisis desde ambas
herramientas graficas nunca se contrapone, mas bien se complementan. La
construccion de cada V de Gowin se llevd a cabo siguiendo el procedimiento que
presentan Gil, Solano, Tobaja & Monfort (2013). Mientras que la construccién de las
trayectorias entre los elementos de la V de Gowin, se construyeron siguiendo el
procedimiento de Escudero y Moreira (1999). Por otro lado, el disefio de los MCH
se realizo siguiendo la construccion que describe Moreno, Zufiiga & Tovar (2018) y
Hernandez (2019).

6.1 Andlisis y discusién de la produccion del estudiante A
En la Figura 6.1 se presenta la V de Gowin correspondiente a la produccion del
estudiante A al resolver el problema 1, ver la Figura 5.1 en la seccion 5.1.1.

De acuerdo con la Figura 6.1, el estudiante muestra haber realizado un ASR a través
de las siguientes acciones: nimeros positivos representados como a, b, c; expresar
al nimero sesenta como la suma de tres nimeros positivos a + b + c; al expresar
el segundo numero como el doble del primero; al sumar términos semejantes a +

2a que le permitié expresarlo como 3a; expresar el producto de los tres nUmeros

como % (%) (2) (60 -3 %); entre otros.
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Ademas, el estudiante muestra haber realizado un ASC al realizar lo siguiente: al

derivar 120a? — 6a® para calcular el maximo; despejar a de 240a — 18a%? = 0 en

lugar de resolverlo mediante la formula general.

El ASP se observa cuando el estudiante expresa el producto de los tres nimeros

positivos como % (%) (2) (60 -3 %).

PENSAR

Teorias: Problemas de
optimizacion éCudl es el

producto
maximo de los

tres ndmeros?

Principios: Criterio de la
primera derivada

Multiplos
Producto algebraico

Derivada interpretada
como pendiente

Conceptos: suma, producto, division,
despeje

HACER

Afirmacion de conocimiento:
El producto maximo es

240 (240 (20(60 240J
18 \ 18 )

Transformaciones:
a+b+c

a+2a+c=4060

c=60-3a
(60 — 3a)a(2a) = 2a*(60 — 3a)

120a° — 6a®
240a — 18a’

240a — 18a =10
240a _ 18a°

a a

240 = 18a

_ 240

© 18

Por lo tanto, el producto maximo es

240 (240 240
F(Fe)@-5)

a

18
Registros:

La suma de los tres nimeros es 60.
El segundo nimero es el doble del primero.

Figura 6.1 V de Gowin correspondiente a la produccion del alumno A en la resolucion del

problema 1

Por otra parte, en la Figura 6.2 se describe la ruta que utilizo el estudiante para

resolver el problema. Esta ruta puede ser enmarcada como una secuencia

adecuada que refleja la comprensién del problema. Se puede notar la interrelacion

gue el estudiante establece entre los elementos de la V de Gowin. En este caso, el

estudiante utiliza los datos que proporciona el problema para utilizar las propiedades

adecuadas y realizar las transformaciones necesarias para justificar la respuesta

gue obtiene. Por lo que es facil ver que el estudiante ha activado sus conocimientos

tedricos y procedimentales para resolver de forma exitosa el problema.
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PENSAR HACER

v

VI

101, 1V, VI, I

Figura 6.2 Ruta de resolucion del problema 1 por parte del estudiante A

En la V de Gowin se muestra que el estudiante hizo uso de la optimizacidon después de
realizar la multiplicacién de los tres numeros, derivar tal producto e igualar a cero, y
finalmente despejar la variable a. Fue con ese valor con el que concluyd que se obtenia
el producto maximo de los tres numeros.

La Figura 6.3 muestra el MCH-EQOS correspondiente a la resolucion del problema 1
del estudiante A. Partiendo de la idea de que en el EOS el significado del
conocimiento se considera como conocimiento en uso, el significado que el
estudiante asocia a la optimizacion tiene que ver con ¢,como aplica la optimizacion?,
¢cuando la aplica? y ¢donde la aplica? En este sentido el uso que el estudiante le
da a la optimizacién inicia desde las dos primeras practicas, es decir, mediante estas
dos practicas el estudiante tiene la intencién de construir una expresion algebraica
que relacione P (producto) con alguna de las variables "a", "b" 0 "c" para
posteriormente utilizar los criterios de optimizacion mediante la derivada. Mediante
la primera practica A se refleja la lectura y la interpretacién del problema al identificar
las variables a,b,c y P, y sus relaciones, por ejemplo, b = 2a (ruta A5-A8-A9).
Mediante la segunda practica el estudiante se plantea la tarea de elaborar una

expresion algebraica que relaciona P con solo una de las variables.
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Una vez que el estudiante encontrd la relacion funcional entre P y una de las
variables, en este caso a (ruta B21-B22-B23), en la tercera préactica el estudiante
lleva a cabo un proceso algoritmico en el que deriva la expresion e iguala a cero y
encuentra las soluciones, sin embargo, concluye que una solucion no existe (ruta
C35-C39). Ademas, el estudiante no realizd la segunda derivada debido a que
probablemente no vio la necesidad de realizarla, dando por hecho que la solucién

que obtuvo era la 6ptima.

En la practica A, se observa como la unidad de andlisis esta presente cuando el
estudiante lee e interpreta el problema, asi como también idealiza a los nimeros con
letras como a, b, c. Posteriormente, él en sus conocimientos previos sobre Célculo
diferencial reconoce que para derivar es necesario una funcién de una sola variable,
por lo que el segundo término lo cambia en términos de a, segun indica el problema.
Es ahi cuando el estudiante estd particularizando y significando. Finalmente materializa
al escribir a la suma de los tres numeros como a + 2a + ¢ = 60.

En la practica B, el estudiante interpreta la parte del problema donde se sefiala el
producto de los tres nimeros. Por lo que el estudiante idealiza el producto como a *
b = ¢, sin embargo, teniendo en mente que la funcidn a derivar debe ser de una sola
variable, el estudiante obtiene el valor de c en términos de a, por lo que significa este
valor, lo cual conlleva a la materializacién del producto de los tres nimeros en términos
de a.

En la practica C, el estudiante interpreta la parte del problema donde menciona que
necesita obtener el valor maximo del producto, por lo que lo idealiza con la derivada
del producto que obtuvo anteriormente, donde menciona que es el punto en donde
vale cero. Lo relaciona con sus conocimientos previos de calculo diferencial sobre la
derivacion, asi que él deriva el producto, despeja y obtiene el valor de a. El significa
este valor como el maximo por lo que lo materializa al escribir el producto de los tres
numeros con dicho valor.
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Expresa el nimero 60 como suma de tres nimeros positivos
de forma que el segundo sea el doble del primero.
Si el producto de los tres es maximo, determina el valor de dicho producto.

Problema:
obtener el maximo producto

requiere
realizar

(1) )

® / ©

interpretar la ) Expresar el producto de los tres Yy PreliEmmler &l eller maxlimo
situacién problematizada posteriormente——>| nGmeros en términos de "a" del producto de los tres nimeros

finalmente

partiendo de  considerando considerando

12
que 20

Célculo

considerando

1

producto de diferencial

Go=grEre tres numeros —~~ 46
d acua suma términos calcular de 40
segun "cl)j ) expresa que semejantes puede 28 ‘
numero ibi i6
18 eescribirse como funcién expresado
es el se cambia — 21 mj;(lgr:o 12022 -6a3 por
por el de los (60-3a)a(2a) en algun a7
6
| es
luego, se y,©
le ’ 41
al y el despeja "c" que es 29 ¢ 31 240 (240 3(240)
como la el del dan sustituye 2N & f N\
por lo que 14 en > de que significa
se escribe que a 2 a < (60-3a) donde que que se tiene la
permite vale es una puede en el
escribir reescribir
@ multiplicando ¢ 32 ¢ como 2
cuadratica
33 T~—que si
y que es,
se considera -18 a 2 +240a=0 43
en
sin )
cero
importar 24 o bien 34 -

numeros
positivos
a+b+c

si es

44 ianifi
240a=18 a 2 ynmca a5

que permite

advertir la
realizacion de una tcilg:e punto
35 minimo

tercer practica

2 soluciones

la primera, dobtenida y la
al dividir entre "a" segunda

Figura 6.3 MCH-EQOS de la resolucion del problema 1 por parte del estudiante A
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En la Figura 6.4 se muestra la V de Gowin correspondiente a la produccion del

estudiante A al resolver el problema 2, ver la Figura 5.2 en la seccién 5.1.2.

El estudiante muestra haber logrado el ASR al representar graficamente el triangulo

rectangulo, y al expresar los lados del triangulo como a 'y 4 — a.

El ASC en el estudiante se puede observar en el estudiante con las siguientes

acciones: al derivar el producto de (4 — a)a, y al despejar a de la expresion 4 — 2a.

Finalmente, el ASP aparece al sustituir los valores de los lados del tridngulo en la
férmula del area para obtener la respuesta al problema.

PEMNSAR HACER

Afirmacion de
conocimiento:
El drea maxima es 2

Teorias: Problemnas de

optimizacion éCual es el

area maxima
del tridngulo?

Principios: Producto Transformaciones:

algebraico (4—a)a = 4a — a®
Derivada 4 5(22% a=2

. — =2

Area de un tridngulo 2

Conceptos: triangulo rectangulo, lados de Registros:

un triangulo
Triangulo rectangulo.
La suma de los catetos es 4.

Acontecimientos:

4—q
Figura 6.4 V de Gowin correspondiente a la produccion del estudiante A en la resolucion

del problema 2

En la Figura 6.5 se presenta la ruta que el estudiante siguié para la resolucion del
problema 2. La secuencia que realiz6 puede considerarse adecuada debido a que

realiza una correspondencia adecuada entre los elementos de la V de Gowin, tanto
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conceptuales como metodoldgicos. El estudiante utiliza primeramente los
acontecimientos, la teoria, las propiedades y los conceptos para realizar las
transformaciones adecuadas y obtener a una respuesta correcta, lo que determina

que el estudiante ha logrado una buena comprension del tema.

PENSAR HACER

.ﬁ. A

\

Figura 6.5 Ruta de resolucion del problema 2 por parte del estudiante A

En la V de Gowin correspondiente a este problema, la optimizacidon se observa en el
despeje del valor de a (lado del tridngulo) de la derivada del producto de los lados del
tridngulo. El valor que el estudiante obtuvo lo consider6 como el dptimo que
proporciona el drea maxima.

En la Figura 6.6 se muestra el MCH-EOS correspondiente a la resoluciéon del
problema 2 del estudiante A. En este problema, nuevamente el uso de la
optimizacion inicia desde las practicas A y B. Debido a que el motivo de estas
primeras dos practicas es también construir una funcion derivable para aplicarle los
criterios de la derivada y resolver el problema. Por ejemplo, la ruta A12-A13-A14-
A15 tiene como finalidad obtener los datos que necesita para crear la funcion. Dicha
funcidén la construye en la ruta B16-B17-B18, en donde el estudiante realiza el
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producto de los catetos del triangulo rectangulo para obtener el maximo valor de

este.

Para determinar el area maxima del triangulo, el estudiante deriva el producto de
los catetos, obteniendo que es 4 — 2a. Posteriormente iguala a cero la derivada para
obtener el valor en donde se hace cero, el cual resulta ser en a = 2, ver ruta C23-
C24-C25-C26. A partir de este dato, el estudiante sustituye el valor de a en los lados
del triangulo, teniendo como resultado que ambos lados miden 2, ver ruta C28-C29.
De tal manera que concluye que el area maxima del triangulo es igual a 2, pues

menciona que resulta ser de (2)2—(2) = 2, ver ruta C31-C32.

En la practica A, la unidad de andlisis se ve presente cuando el estudiante interpreta e
idealiza el tridngulo con los datos que proporciona el problema. Lo relaciona con el
conocimiento previo sobre que para derivar se necesita la funcién con los mismos
términos. Debido a esto, el estudiante particulariza y significa el valor de los catetos,
terminando en materializarlos comoa y 4 — a.

En la practica B, el estudiante interpreta que es necesario realizar el producto de los
catetos para obtener el maximo valor, por lo que particulariza el producto y lo materializa
escribiéndolo como4a — a?.

En la practica C, la idealizacidn ocurre cuando el estudiante idealiza el area maxima como
la derivacién del producto, por lo que particulariza y deriva, despeja el término a y
significa como el valor de un lado nada mas por lo que necesita saber cudl es el valor del
otro lado. Finalmente, materializa el valor de los dos lados y realiza el producto,
obteniendo asi el drea maxima.
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Figura 6.6 MCH-EOS de la solucién del problema 2 por parte del estudiante A
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En la Figura 6.7 se presenta la V de Gowin correspondiente a la produccion del

estudiante A al resolver el problema 3, ver la Figura 5.3 en la seccién 5.1.3.

El ASR en el estudiante se observa al realizar las siguientes acciones: expresar la
cantidad de productos vendidos como x; expresar la ganancia como 500x; sumar
términos semejantes en la expresion 500x — 2x? — 40x — 1400 que le permitio
expresarla como 460x — 2x% — 1400; expresar la cantidad de productos que

producen la ganancia maxima como x = 115.

El estudiante muestra haber realizado un ASC al crear una funcidon de ganancia
maxima al restarle el costo de produccidon a la ganancia que se obtiene en x
productos; derivar la funcion 460x — 2x? — 1400; realizar el despeje de x de la

expresion 460 — 4x = 0.

Ademas, el ASP se observa en el estudiante al expresar la cantidad de productos

gue debe vender la empresa para obtener la ganancia maxima como x = 115.
PENSAR éCudles|a HACER
cantidad diaria
de unidades

que deben

Afirmacion de
conocimiento:

115 unidades proporcionan
la ganancia maxima

Teorias: Problemas de

optimizacidn producirse a

fin de obtener
la ganancia

total maxima? Transformaciones:

500x
C'(x) = 2x% + 40x + 1400
Pix) = 500x — 2x° — 40x — 1400
Pi(x) = 460x — 2x? — 1400
P'(x) = 460 — 4x
460 —4x =10

460 = 4x

4a0

.

Principios: Criterio de la
primera derivada

Suma algebraica

4
x =115

Conceptos: ganancia, pérdida .
P g P Registros:

Venta de los productos a 500 por unidad.
C(x) = 2x? + 40x + 1400 es el costo
total de produccion diaria cuando se
producen x articulos.

Acontecimientos: La ganancia es
de 500 por unidad. Por una
cantidad x la ganancia es de
500x.

La ganancia maxima tiene que
ser la cantidad que se gana
menos la que se pierde.

Figura 6.7 V de Gowin correspondiente a la produccion del estudiante A en la resolucion

del problema 3
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En la Figura 6.8 se presenta la V de Gowin correspondiente a la ruta que realiz6 el
estudiante para resolver el problema 3. En la secuencia que llevé a cabo se puede
observar un dominio conceptual alto al generar inmediatamente ideas para obtener
una funcién derivable y asi resolver el problema. Por lo que la interaccion entre las
componentes teoricas y metodoldgicas denotan una comprension alta del tema, la

cual es necesaria para la produccién del conocimiento.

PENSAR HACER

> . VI
IV, V, VI
I, IV, V, VI

Figura 6.8 Ruta de solucién del problema 3 por parte del estudiante A

La V de Gowin en este problema refleja que el estudiante hace uso de la optimizacién al
derivar y despejar la funcion P(x), que se refiere a la ganancia en x productos. El valor
de x que obtiene lo considerd como el que proporciona la ganancia maxima.

En la Figura 6.9 se muestra el MCH-EOS correspondiente a la solucion del problema
3. El uso de la optimizacion se ve también claramente en las primeras dos practicas.
En este problema, a pesar de que uno de los datos es una funcién, el estudiante
menciona que la verdadera funcién de ganancia maxima debe ser la ganancia de x

productos menos la funcién del costo de produccion, ver ruta B20-B21-B22-B23.
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Por lo que la finalidad de la segunda practica es crear esta funcion para derivarla y

aplicar los criterios de la derivada. La cual construye en la ruta B24-B25.

Una vez teniendo la funcién de la ganancia maxima, el estudiante realiza
algoritmicamente el siguiente procedimiento para saber la cantidad de productos
gue debe vender la empresa en un dia. Deriva la funcién (ruta C28-C29-C30) para
igualarla a cero y asi obtener el valor en donde se hace cero, el cual resulta ser en
x = 115.

En la practica A, la unidad de andlisis se ve presente cuando el estudiante empieza
interpretando el problema considerando los datos que el problema menciona. Idealiza
que tanto la ganancia por x productos como el costo de produccién son funciones.
Posteriormente, particulariza para este caso como son las funciones, y materializa
escribiéndolas cada una.

En la practica B, el estudiante interpreta que es necesario tener una funcién que
determine la cantidad de productos para obtener la ganancia maxima. Por lo que
materializa la funcién como la resta de la ganancia por x productos menos el costo de
produccion, a la cual denomina como p(x).

En la practica C, el estudiante interpreta que para obtener la cantidad de productos que
den la ganancia maxima es necesario saber el valor mdximo de p(x). Posteriormente
utilizando sus conocimientos previos sobre derivacidn, deriva la funcidn, despeja y
significa el valor que obtiene. Por ultimo, materializa este valor como el que proporciona
la ganancia maxima.

68



En condiciones de competencia perfecta, una empresa puede vender los articulos
que produce a $500 por unidad. Si C(x)=2 x 2 +40x+1400 en pesos es
el costo total de la produccidn diaria cuando se producen x articulos.
Determine el numero de unidades que deben producirse diariamente
a fin de que la empresa obtenga la maxima ganancia total diaria.

problema: obtener nimero de unidades
para tener la ganancia méaxima diaria

1

requiere realizar
c
A (1)

(3
- B (2 Obtener valor maximo de la
Inte;pr;ebtﬁsf\lwoan del funcién de ganancias

Funcién de ganancias

a partir de se

|

considerando A p
a partir de omando 28
14 17 |
de la r/je que’es

i

a
de
funcion p(x) 29
D

lo cual es

I%

de
2 (‘empresa produccién | 8 13
de fgjtoccién 15 unidades | 18
es de es la p
que deben
ue es )=
3 (500 9 i 19 p(x)=460-4x | 30
ducirse
C(x)=2 x 2 +40x+1400 J16
por que da el ( (=2 x X y se
10 ara obtener 31
4 P
) que es
es decir Que es ganancia maxima en donde se
32
5 [c(x)=2 x2 +40x+1400j 11 debe ser la b <o

es decir

460-4x=0

por lo tanto

por lo que serfa 21
¢ ()
22 para obtener

menos la que se

&
\ que es
L

4
[p(x)=500x— 2x 2 -40x-1400 Jz

lo cual es

se utiliza para
obtener

y entonces

EOE

es decir

25 [p(x):460x—2 x2 -1400]

Figura 6.9 MCH-EOS de la solucién del problema 3 por parte del estudiante A

6.2 Andlisis y discusién de la produccion de la estudiante B
En la Figura 6.10 se presenta la V de Gowin correspondiente a la produccion de la
estudiante B al resolver el problema 1, ver la Figura 5.4 en la seccion 5.2.1.

La estudiante muestra haber realizado un ASR al representar la suma de los tres

nameros positivos como a + 2b + c.
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El ASC se ve presente en la multiplicacion (30 —a —c¢)(a) y (30 —a —c)(c) al
aplicar la propiedad distributiva, y al realizar la division de f—z = —15 y utilizar la ley
de los signos en la division.

No se ve presente un ASP debido a que el procedimiento que realizé no justifica el
valor que obtuvo de b.

PENSAR HACER

Afirmacion de conocimiento:
a=—15b=30,c=—-15

Teoria: Optimizacidn de
una funcion

éCual es el

producto
maximo de los
tres nimeros?

Transformaciones:
a+2b4+ec=60
2b=60—-a-c¢
b=30—-a-rc¢
F=(30-a-c)a)
P =30a—a® —ac

Principios: Propiedad
distributiva

Derivada de ac tomada

P'=2a+30
como constante 20
a=—
Primera derivada igualada a= —15 .'._nzz.a':[’['ma-

a cero para obtener punto
maximo

P=(30—-a-ci(c)
P = (30c —ac —c%)
P'=2¢+30

30
-2

c=—15 » miximo

b = 30, porque es el doble

Registros:
La suma de los tres nimeros es 60.
El segundo ndmero es el doble del primero.

=

Conceptos: suma, producto

Figura 6.10 V de Gowin correspondiente a la produccion de la estudiante B en la

resolucion del problema 1

En la Figura 6.11 se muestra la ruta de caminos que realizé la estudiante B en la
solucion del problema 1. La secuencia a simple vista podria parecer correcta, sin
embargo, como se observG en la Figura 6.11, la estudiante no realiz6
procedimientos adecuados y tampoco obtuvo la respuesta correcta. En este analisis
se concluye que realiz6 pasos algoritmicos, es decir, derivar una funcion e igualarla
a cero para despejar la variable y obtener el valor en donde la derivada se hace

cero.
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PENSAR HACER

v
o/"f’i

Figura 6.11 Ruta de resolucion del problema 1 por parte de la estudiante B

En este problema, la estudiante emplea la optimizacion para obtener el valor de cada
numero. Sin embargo, solo realiza el producto de dos nimeros, y al derivar, considera
en dos ocasiones al término ac como constante por lo que lo hace cero.

La Figura 6.12 muestra el MCH-EOS correspondiente al problema 1 de .la
estudiante B. En comparacion con el estudiante A, las practicas de la estudiante B
no tuvieron como finalidad construir una funcién derivable para maximizar. En la
primera practica A, la estudiante interpreta el problema y obtiene los datos para
expresar la suma de los tres nUmeros positivos como a + 2b + ¢ = 60 (ruta A6-A7-

A8). De esta expresion despeja la variable b. Al realizar el despeje menciona que el
, . Ly . Ly 60
término a — ¢ no puede ser dividido entre 2, por lo que solo realiza la division de Y

de manera que concluye que b = 30 — a — c, ver ruta A10-A11-A12-A13-Al4. Las
siguientes practicas B, C y D tienen como finalidad obtener los valores de a, b, c.
Para obtener el valor de a, la estudiante multiplica el valor de b por a, es decir, (30 —
a — c)(a), ver ruta B15-B16. Posteriormente deriva el producto y despeja la variable
a, el cual es a = —15, ver ruta B17-B16. En la practica C hace lo mismo pero

multiplicando (30 — a — ¢)(c), el cual deriva, despeja c, y obtiene que ¢ = —15. En
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la dltima practica utiliza los valores de a y ¢ para obtener el valor de b. Ademas,
argumenta que debido a que b es el doble, entonces b tiene que ser 30. Incluso

menciona que es lo mismo que sumar (—15) + (—15).

En este caso, desde la practica A la estudiante no tomo en cuenta la informacion
que proporciona el problema, esto se observa en el concepto A3, debido a que
menciona que el segundo numero es 2b, sin embargo, el problema expresa que b
es el doble de a. Ademas, el procedimiento que realiza tampoco es el correcto. Por
ejemplo, en la ruta A16-A17 donde realiza la derivada del producto, la estudiante
maneja el término ac como constante por lo que al derivarlo lo hace cero. Esto
ocurre también en la ruta C27-C28. También, al obtener los valores de a = —15y
b = —15, no considera la indicacidbn que menciona el problema sobre que los tres
nameros son positivos. Por udltimo, cuando obtiene el valor de b, la estudiante
menciona que es el doble de -15, sin embargo, hace caso omiso del signo negativo
y concluye que b = 30. Ademas, la suma de -15 mas -15 no es 30, como ella
menciono que lo era. Por lo tanto, las respuestas que dio no son correctas, asi como
tampoco respondié lo que el problema pedia, el cual era el producto maximo de los

tres nUmeros.

En la practica A, la unidad de analisis esta cuando la estudiante interpreta el problema. En
ese caso, ella expresa los nimeros como a, 2b,c. Sin embargo, es una interpretacion
incorrecta que la lleva a no realizar los siguientes procesos de forma correcta.

En la practica B, la estudiante idealiza a como otra funcién, para la cual es necesario
realizar el producto de los nimeros. Para este caso, ella realiza solo el producto de dos
numeros. Por lo que el valor que obtiene de la derivacién y despeje, lo significa como
maximo. Cabe destacar que, al no tener los conocimientos previos necesarios, realiza de
manera incorrecta la derivacién por lo que no particulariza de forma exitosa. Finalmente,
materializa el valor de a escribiéndolo como uno de los tres valores maximos.

En la practica C, nuevamente realiza lo mismo para obtener el valor c. Realizando otra vez
solo el producto de dos nimeros. Sigue el mismo procedimiento que en la practica B.

En la practica D, la estudiante interpreta que el segundo numero es el doble del primero,
por lo que lo particulariza como la suma de -15 mas-15. Sin embargo, significa el valor de
manera incorrecta pues lo materializa como 15.
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Expresa el nimero 60 como suma de tres nimeros positivos
de forma que el segundo sea el doble del primero.
Si el producto de los tres es maximo, determina el valor de dicho producto.

problema:
obtener el méximo producto

|

involucra
4 practi D
préacticas
A o ® @) —
C final te H obtener
interpretar la situacion (2) inalmen
problematizada posteriormente después obtener ¢

. considerando
utilizando

B
21 considerando

i ) \t'l' ando 27
1 <_/consmerando haciendo otra utiliz, multiplicar '
\ mediante el haciendo nuevamente
6 | tres nimeros una
positivos 22 el

P=(30-a-c)(c)

e

A |
el despejarb | 9 14 derlvapdo
15 24 » se obtiene §
2 maximos 32 (Gl
i Y i utilizando el o —
cuya suma es tenigndo que es 7 il 28| p'=2ct30 es
2b=60-a-c |10 - para
duct por
7 15 *pm YY) (P = (30-2-c)(a) 116 desarrollando 33
se utiliza obteniendo 25 se obtiene que
, para 23
lo que seria

porque es el
y la derivacion es y

doble
/ 3¢ (covie)
los cuales g (a+2b+c=60 o 2era0 )17 26 | desarrollar
son pordue y es igual que
4 se considera
desarrollando para 35
| 12 se obtiene
por lo que seria
5 no puede I3
36
suma
13 | dividirse entre 2 el cual es
de
uno de los tres
valores maximos 37

(-15) + (-15)

se sustituye en

Figura 6.12 MCH-EQS correspondiente al problema 1 por parte de la estudiante B
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En la Figura 6.13 se presenta la V de Gowin correspondiente a la produccion de la

estudiante B al resolver el problema 2, ver la Figura 5.5 en la seccién 5.2.2.

La estudiante muestra haber realizado un ASR al representar la suma de los catetos
como CO +CA =2+ 2.

No se observa un ASC dentro de la solucion de la estudiante. Por ejemplo, esta

empleando incorrectamente la férmula del area de un triangulo.

Por ultimo, tampoco se presenta un ASP debido a que no argumentd en su
procedimiento por qué el area del triangulo es igual a 4.

PENSAR HACER

Afirmacion de conocimiento:

El drea seria 4 porque la
hipotenusa resulta ser |Ia
multiplicacion de CO y CA, y en
suma sale igual a 4 y al
multiplicarlo igual.

Teoria: Optimizacion de
una funcion

éCual es el
area maxima

del trigngulo?
Principios: el drea de un

triangulo es igual al cateto

opuesto por cateto Transformaciones:
adyacente dividido entre la _Lo-c4
hipotenusa hip
CO+CA=24+2
Despeje de variables 4= 4
hip

at+bt+c=4
Conceptos: tridngulo rectangulo, catetos, £=4%- '1 —b
hipotenusa A= p—

A=4a—a*-p"3

Registros:
Acontecimientos: Trigngulo rectangulo.
La suma de los catetos es 4.

2

Figura 6.13 V de Gowin correspondiente a la produccion de la estudiante B en la

resolucién del problema 2
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La Figura 6.14 muestra la ruta que llevo a cabo en la resolucion del problema 2. En
este caso la estudiante no utilizé la parte de la teoria debido a que en ningun
momento construy6 una funcidén a optimizar ni aplicé los pasos correspondientes

para hacerlo.

PENSAR HACER

Vi

7
IV, V %/J
OH—7®

Figura 6.14 Ruta de resolucién del problema 2 por parte de la estudiante B

1, 11, 1V, V

En este problema no se observa el uso de la optimizacién. No es facil determinar el
procedimiento que la estudiante realizé, sin embargo, en ningin momento realizd
alguna derivada o algln otro proceso para optimizar.

La Figura 6.15 muestra el MCH-EOS correspondiente al problema 2 de la estudiante
B. En este problema, nuevamente no se observa el uso de la optimizacion. En la
primera practica A de interpretaciéon del problema, la estudiante considera los datos
que proporciona el problema acerca de la suma de los catetos que es 4. Por lo que
concluye que la suma es 2+2. Posteriormente, en la practica B, sustituye estos

valores en la férmula del area que ella propone, es decir, multiplicar los catetos y
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dividir entre la hipotenusa. Como resultado, obtiene que el area es ——.
hipotenusa

siguiente practica tiene como finalidad comprobar el area del triangulo considerando
que la suma de las longitudes es 4, es decir, a + b + ¢ = 4 para despejar el valor de
la hipotenusa que le hace falta en la formula del area (concepto B17). Por lo que
despeja la variable ¢ como ¢ =4 — a — b, la cual sustituye en la formula del area
(concepto B27). El cual lo pasa al denominador y obtiene como resultado que el
areaes A = 4a + a2 + b3, sin embargo, argumenta que el area es igual a 4 debido
a que resulta de la multiplicacion de los catetos y a que al sumarlos también es 4,
ver ruta C33-C34-...-C38.

La respuesta a este problema también es erronea. Primeramente, la estudiante
consider6 el area como la multiplicacion de los catetos dividida entre la hipotenusa
(concepto B12), lo cual no es correcto. Posteriormente, en la practica C considera
la suma de las tres longitudes como 4 (ruta C19-C20-C21-C22), sin embargo, el
problema menciona que solamente la suma de los catetos es 4. Finalmente, su

argumento sobre por qué el area es 4 tampoco es valido, ver ruta C33-C34-...-C38.

En la préctica A, la unidad de analisis se observa cuando la estudiante al interpretar el
problema considera que la suma de los catetos es cuatro. Sin embargo, particulariza y
materializa a cada cateto como 2 + 2.

En la practica B, la estudiante idealiza a la férmula del tridngulo como
(cateto opuesto)(cateto adyacente)
hipotenusa

. Particulariza la férmula que propone considerando los

datos que previamente obtuvo. Materializa la expresion como ———.
hipotenusa

En la practica C, la estudiante idealiza la suma de los lados del tridngulo como a + b +
¢ = 4. Esto con el fin de obtener el valor de la hipotenusa, el cual particulariza como c.
Significa este valor y lo materializa en la férmula que escribié en la prdactica B. Sin
embargo, dentro de esta practica es posible notar que la unidad de analisis vuelve a estar
presente. Esto ocurre cuando la estudiante idealiza a la multiplicacién de los catetos
como el area. Por lo que este valor lo significa y materializa como el drea maxima.
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Calcula el area maxima que puede tener un triangulo rectangulo
tal que la suma de las longitudes de sus dos catetos vale 4 cm.

problema: obtener el drea maxima
del triangulo

T J
reqlliere
A realizar c
(Interpretacién del problema)<7(l) (3
area
considerando B (2)

sustituyendo el

haciendo

6 Obtener el drea
3 del tridngulo
| del

€ 10
de los «—
4 cateto adyacente 13
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es mas el

de la

a partir de
ecuacion
15 22

[(cateto opuesto)(cateto adyacente) = 4 ) consid'erando

iy e
\ 19 (‘suma

es decir
por lo que el de las 23

8 11 { 4rea
5 14(cateto adyancente = 2 j 16 el 29
.
que es que es d
de

es obviamente
es
/ el
la
.

12
4
hipotenusa
que seria

en la

hipotenusa

9 2+2 [ (cateto opuesto)(cateto adyacente) ’
17

se utiliza en

34

35
36 | multiplicacién porque es |a<__@4~es porque al

de

por lo que el 32
cateto opuesto
por cateto adyacente
5

33

es también

39

Figura 6.15 MCH-EQOS correspondiente al problema 2 de la estudiante B
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En la Figura 6.16 se presenta la V de Gowin correspondiente a la produccion de la

estudiante B al resolver el problema 3, ver la Figura 5.6 en la seccién 5.2.3.

La estudiante B muestra haber realizado un ASC al derivar la funcion C(x) = 2x? +
40x + 1400; al realizar el despeje de la variable x de c¢'(x) = 4x + 40; al sustituir el
valor de x = —10 en c(x) = 2x? + 40x + 1400.

Por otra parte, se observa un ASP erréneo debido a que los argumentos de su

respuesta no son correctos.

PENSAR dCudlesla HACER
cantidad diaria
Teorias: Optimizacidn de de Uﬁ;d;des Afirmacion de
una fun;::ic'rn fue ‘? en conocimiento: 1200 es el
producirse a total de ganancia méaxima
fin de obtener
la ganancia

S i total maxima?
Principios: Derivada de una

suma algebraica

Transformaciones:
Cix) = 2x" 4 40x + 1400

: . C'{x) =4x+ 40
Derivar y despejar la —40
variable para determinar =

x=-10

punto maximo i
C(—10) = 2(—10)% + 40(—10) + 1400

Sustitucion C({—10) = 1200, Total de ganancia diaria

Conceptos: funcidn, derivada de una Registros:

funcion, maximo y minimo de una funcidn
Venta de los productos a 500 por unidad.

C{x) = 2x% + 40x + 1400 es el costo
total de produccidn diaria cuando se
producen x articulos.

Figura 6.16 V de Gowin correspondiente a la produccion de la estudiante B en la

resolucion del problema 3

En la Figura 6.17 se presenta la ruta que llevd a cabo para resolver el problema. En
este problema la estudiante si realizo las interacciones entre la parte conceptual y
procedimental, sin embargo, al no considerar un valor que proporciona el problema
obtuvo un resultado incorrecto. Las rutas trazadas hacen que parezca que la

resolucion no fue mecanica, sin embargo, la estudiante realiza ciegamente el
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procedimiento para optimizar sin percatarse de datos fundamentales para una

solucién correcta.

PENSAR HACER

Vi

I, 11

1, 1M, vV

.-—'-'-".

I
‘—_—‘_\_‘_—-

Figura 6.17 Ruta de resolucién del problema 3 por parte de la estudiante B

En este problema la estudiante realizé correctamente la derivada y los pasos siguientes
para optimizar. Sin embargo, no utilizé un dato importante que menciona el problema,
por lo que el resultado es erréneo. Ademas de que confundid ganancia diaria con
unidades para obtener la ganancia maxima.

La Figura 6.18 muestra el MCH-EOS correspondiente al problema 3. En este caso,
la primera préactica A no es sobre la interpretacion del problema, debido a que su
finalidad es saber la ganancia maxima de un dia utilizando la funciébn que
proporciona el problema. Para esto, la estudiante deriva la funcién del costo de
produccion para posteriormente despejar la variable x, del cual obtiene que x = —10
(ruta A7-A8), y considera que es la ganancia maxima de un dia. La finalidad de la
siguiente practica es obtener la ganancia maxima. Por lo cual, utiliza el valor de x
gue obtuvo en A8 para sustituirlo en la funcién del costo de produccion, de manera

gue obtiene que la ganancia maxima es 1200, ver ruta B13-B14.



La respuesta a este problema es también errénea. La funcion que el problema
proporciona es solamente del costo de produccion, por lo que la estudiante no
consideré el dato de que la empresa obtiene $500 por cada producto vendido, sino
que llevdé a cabo un procedimiento algoritmico al ver una funcién y derivarla,

despejar la variable y obtener su valor.

En la practica A, la unidad de andlisis se observa cuando la estudiante interpreta que la
funciéon que menciona el problema es la ganancia maxima de un dia. Por lo que
utilizando sus conocimientos previos sobre calculo diferencial, deriva la funcion.
Posteriormente despeja el valor de x y lo significa y materializa como la ganancia
maxima de un dia.

En la practica B, particulariza al sustituir el dato de x, que obtuvo previamente, dentro
de la funcién que menciona el problema. El valor que obtiene lo significa como la
ganancia maxima.
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En condiciones de competencia perfecta, una empresa puede vender los articulos
que produce a $500 por unidad. Si C(x)=2 x 2 +40x+1400 en pesos es
el costo total de la produccion diaria cuando se producen x articulos.
Determine el nimero de unidades que deben producirse diariamente
a fin de que la empresa obtenga la maxima ganancia total diaria.

problema: obtener el nUmero de unidades
para tener la méxima ganancia diaria

\ i J
requiere realizar

A

\
(1) (2) B
Ganancia nil T~
maxima de un dia Total de ganancia
al maxima
tomando la

-des ejar x .

1 > Pe) a partir de

2 [C(x):Z x 2 +40x+1400] . el valor de
para sustituir en

para

y’ 11

5 (sevareo)

resulta

C'(x)=4x+40

en

12 [C(x)=2 x 2 +40x+1400]

4 es decir

el cual es

13 [C(-10)=2(-10) 2 +40(-10)+1400j
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Figura 6.18 MCH-EQOS correspondiente al problema 3 por parte de la estudiante B
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6.3 Aportaciones de la TAS y el EOS al estudio de la optimizacion

La V de Gowin, que tiene como sustento la Teoria del aprendizaje significativo de
David Ausubel, ha permitido analizar la actividad matemética implicada en la
resolucién de problemas que involucran optimizacion. Entre los aportes se tiene que
permite observar las trayectorias entre los elementos que sefiala la TAS. Permite
ver la interaccién entre la parte conceptual y procedimental de la V de Gowin. Si
bien se ha sefialado que la resolucién algoritmica de un problema esté relacionada
con la trayectoria registro-transformaciones-afirmacion de conocimiento (Escudero
y Moreira, 1999), en el caso de la estudiante B que resolvié de manera algoritmica
el problema 3, la trayectoria luce distinta a la reportada por Escudero y Moreira
(1999) ya que la trayectoria (ver figura 6.17) relaciona los distintos elementos de la
V de Gowin mostrandose como un esquema que corresponde a un aprendizaje

significativo.

Cabe sefialar que la V de Gowin correspondiente a la solucidén experta siempre se
apoya en los elementos principios y teorias (ver Figura 6.5) por otro lado, la V de
Gowin correspondiente a la alumna B no siempre considera la teoria (ver Figura
6.14). Sin embargo, no es posible observar un patron de trayectorias caracteristico

de una solucion experta o de un novato.

Por otro lado, mediante el MCH-EOS es posible representar a detalle las conexiones
entre los distintos objetos matematicos primarios (lenguaje, argumentos,
procedimiento, proposiciones, conceptos) a lo largo del sistema de practicas
implicadas en la resolucion de los problemas. Permite identificar de forma clara el
sistema de practicas realizado por un experto (estudiante A) del sistema de

practicas realizado por un novato (estudiante B).

Es importante sefialar que la V de Gowin representa de manera separada y
organizada los elementos que participan en la actividad matematica
(transformaciones, afirmaciones de conocimiento, registros, acontecimientos,
propiedades, conceptos, teoria), sin embargo, las partes que constituyen los
elementos que figuran en la V de Gowin aparecen aglutinadas. Por ejemplo, el

elemento transformacion aglutina los distintos algoritmos llevados a cabo en la
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resolucion de problemas; en el elemento principios se presentan todas las
propiedades del proceso de solucion del problema; en el elemento conceptos se
presentan agrupados todos los conceptos. De manera que no es posible identificar
a través de las trayectorias de la V de Gowin qué propiedad o concepto fue

empleado en cierto momento del procedimiento.

En contraste, en el MCH-EOS se presenta en forma desmenuzada al objeto
procedimiento en las distintas practicas, asi también es posible identificar en qué

momento del proceso de resolucion fue empleado cierto concepto o propiedad.

Asi mismo, a diferencia de la V de Gowin, mediante el MCH-EOS es posible advertir
la realizacion de ciertos procesos cognitivos tales como el de idealizacion,
interpretacion, particularizacion, significacion y materializacion. Por ejemplo, en el
caso de la V de Gowin en el elemento transformacion no es posible advertir el
proceso de argumentacion que permite justificar cada uno de los pasos que

conforman el procedimiento.
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CAPITULO 7
CONCLUSIONES

Introduccién

En este capitulo se presentan las conclusiones obtenidas en esta investigacion de
acuerdo con el analisis y discusion que se present6 en el capitulo anterior. En primer
lugar, se presentan en orden las preguntas de investigaciébn con la respuesta

correspondiente a cada una y finalmente se incluyen las conclusiones del trabajo.

7.1 Respuestas a las preguntas de investigacion
Primera pregunta de investigacion: ¢Qué caracteristica presenta la practica de

resolucién de problemas que involucran optimizacion?

La V de Gowin correspondiente a cada produccién de los estudiantes A y B
muestran las caracteristicas que a continuacion se mencionan. En primer lugar, las
rutas de ambos estudiantes pueden parecer a simple vista similares. Ambos realizan
una buena interaccion entre ambas partes de la V de Gowin, es decir, entre lo
operativo y lo tedrico. Sin embargo, los procedimientos y resultados entre ambos
estudiantes son totalmente distintos. Esto podria considerarse acorde a las
respuestas correctas que dio el estudiante A, pues se muestra un conocimiento mas
amplio sobre el tema. En el caso de la estudiante B, en el problema 3 (ver Figura
6.16 de la seccidon 6.2) se observa una falta de interpretacion del problema. Al
ignorar un dato esencial del enunciado, se muestra que su resolucion es meramente
mecanica. Es decir, derivar la funcion que proporciona el problema, igualar a cero y

despejar la variable.

Por otro lado, mediante el MCH-EOS, haciendo uso de la unidad de anélisis se
puede observar lo siguiente. En cuanto al estudiante A en la Figura 6.3 de la seccién
6.1, en la practica interpretativa se observa que en la ruta A5-A7 en donde se
menciona que el segundo nimero es el doble del primero, el estudiante particulariza
este dato y lo escribe como 2a, para finalmente materializar la expresion completa
como a + 2a + ¢ = 60 (ver A8-A9). Posteriormente, en la practica B, en la ruta B20-

B23 el estudiante interpreta el dato del enunciado acerca del producto de los tres
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nameros, por lo que lo idealiza como a * b * ¢ para particularizarlo utilizando los
valores que obtuvo previamente de cada numero en términos de una sola variable,

después significa la expresion que obtiene y la materializa de manera ostensiva.

En la practica C, el estudiante relne los conceptos nuevos que obtuvo en las
practicas anteriores para idealizar la expresion que debe derivar utilizando los
objetos relacionados con la optimizacion y que necesita para obtener el valor
optimo, finalmente lo particulariza en C31 al escribir la derivada de la expresion (ver
ruta C27-C31).

En cuanto a la estudiante B, en el problema 1 (ver Figura 6.12 de la seccién 6.2),
no realiza una interpretacion adecuada del problema, por lo que las funciones
semiodticas que establece son inadecuadas. Por ejemplo, en la practica A que es de
interpretacion, en la ruta A1-A5, la estudiante considera que el segundo nimero es
2b y que el Ultimo ndamero vale uno por lo que lo escribe como c. Esto trae como
consecuencia que no establezca una significacion entre los objetos relacionados
con el problema y con los objetos relacionados a la optimizacion. Es decir, con los
datos del problema se pretende construir una expresion de una sola variable para
aplicar el procedimiento correspondiente a la optimizacién. Sin embargo, al realizar
una interpretacion incorrecta del problema, la estudiante no puede realizar el

procedimiento que se requiere para obtener un resultado correcto.

Segunda pregunta de investigacion: ¢Qué significado asocian a la optimizacion en
el contexto de problemas de Calculo Diferencial de tipo numérico, geométrico, y

sobre economia?

Desde el EOS se tienen dos perspectivas: funcién semidtica y sistema de practicas.
En cuanto a la funcion semiética, en el caso de la estudiante B se observa que en
los tres problemas no asocia el resultado con el procedimiento siguiente. En el
problema 1 (ver Figura 6.12 de la seccion 6.2), la estudiante en A6 considera que
son tres numeros positivos, sin embargo, en B16 utiliza solo dos nimeros, y en B18
obtiene un valor negativo para uno de estos tres numeros, dejando por un lado que

los numeros son positivos. Realiza lo mismo en C28 y C29.
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En el problema 2 (ver Figura 6.15 de la seccion 6.2), la estudiante significa de forma
incorrecta la férmula del area de un triangulo (ver B11-B12), y al utilizar esta formula
obtiene el resultado que se muestra en C30, sin embargo, lo deja a un lado y en
C34 da como respuesta que el &rea es 4.

Por otro lado, el estudiante A si asocia el resultado que obtiene con el procedimiento
siguiente. Por ejemplo, en la Figura 6.3 de la seccion 6.1, el estudiante asocia el
hecho de que el segundo numero es el doble del primero, por lo que en el siguiente
procedimiento lo reescribe de la manera en la que corresponde (ver AS8).
Posteriormente, al obtener el valor del tercer nimero (ver B19) lo sustituye en el
procedimiento siguiente. Ademas, el estudiante expresa que el primer y segundo
namero estan relacionados (ver B17 y B20) por lo que puede expresar el producto
de los tres numeros de una manera mas conveniente en términos de una sola

variable.

En el problema 3 (ver Figura 6.9 de la seccion 6.1) el estudiante obtiene la expresion
de la ganancia por unidad (ver A6), la cual asocia en un procedimiento posterior

para obtener la expresion de la ganancia maxima (ver B24).

Desde el sistema de practicas se observa coémo ambos estudiantes utilizan
solamente el criterio de la primera derivada, por lo que el valor que obtienen le dan
el significado de que es maximo o minimo, sin necesidad de utilizar el criterio de la

segunda derivada.

Esto puede observarse en la Figura 6.3 de la seccién 6.1 en la ruta C27-C39, el
estudiante A realiza la primera derivada, iguala a cero y despeja la variable. El
resultado que obtiene lo considera como el 6ptimo que resuelve el problema. Lo
mismo ocurre en la Figura 6.6 de la seccion 6.1, en la ruta C21-C27 menciona que
el area maxima se determina a partir de derivar el producto y de obtener el valor
donde se hace cero, y en la Figura 6.9 de la seccion 6.1 en la ruta C28-C35 deriva
la funcion de la ganancia maxima, iguala a cero y despeja la variable. El resultado

gue obtiene lo considera como el 6ptimo sin hacer una segunda derivada.
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Lo mismo ocurre con la estudiante B. En la Figura 6.12 de la seccion 6.2, para
obtener los valores que indica el problema, la estudiante realiza el producto de dos
nameros, después lo deriva, iguala a cero y despeja la variable (ver B15-B19).
Incluso cuando obtiene el valor de una variable ella menciona que es uno de los tres
valores maximos (ver B19). En la Figura 6.18 de la seccién 6.2, la estudiante vuelve
a aplicar el mismo procedimiento. Es decir, en A5-A9 despeja la variable de la
primera derivada, después iguala a cero y obtiene el valor de la variable. En A9

incluso menciona que ese valor es la ganancia maxima.

Desde la TAS se aplica la definicion de aprendizaje significativo. En un primer
momento, el enunciado del problema puede ser considerado conocimiento nuevo.
La forma en la que relaciona dicho conocimiento con el conocimiento previo tiene
gue ser con el aprendizaje significativo. Por ejemplo, el estudiante A en el problema
1 (ver Figura 6.1 de la seccion 6.1) se indica que el segundo numero es el doble del
primero, por lo que el estudiante relaciona ese nuevo conocimiento con el
conocimiento previo sobre escribir expresiones algebraicas con términos
semejantes. En el problema 2 (ver Figura 6.4 de la seccion 6.1) el estudiante
relaciona la informacion nueva sobre que la suma de los catetos es igual a 4 con la
utilizacién de incégnitas, por lo que el escribe los valores de los dos catetos como a
y 4 — a. En el problema 3 (ver Figura 6.7 de la seccion 6.1) el nuevo conocimiento
tiene que ver con la informacién que presenta el problema sobre que la ganancia
por unidad es de 500. El relaciona este conocimiento con el conocimiento previo
que posee sobre la ganancia maxima, mencionando que debe ser la cantidad que
se gana menos la que se pierde. Estos procedimientos anteriores pudieran no tener
relacion con la optimizacion, sin embargo, todo es parte del proceso de construir

una expresion derivable para optimizar.

Por otra parte, la estudiante B muestra un aprendizaje significativo incorrecto en la
resolucion de los problemas. Esto se puede observar en el problema 1 (ver Figura
6.10 de la seccion 6.2), el enunciado del problema menciona que el segundo
namero es el doble del primero, sin embargo, ella expresa el segundo nimero como

2b por lo que obtiene una expresion con tres variables diferentes. En el problema 2
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(ver Figura 6.13 de la seccion 6.2) para obtener el area del triangulo la estudiante

CO-CA

utiliza la férmula 4 =

, la cual es una expresion errénea. Esto quiere decir que

la estudiante significO de manera incorrecta la formula de un triangulo. En el
problema 3 (ver Figura 6.16 de la seccion 6.2) la estudiante hace caso omiso de la
nueva informacion sobre la ganancia por unidad, por lo que tal informacién la hace

a un lado y no la utiliza para resolver el problema.

7.2 Conclusiones

Tanto la V de Gowin como el MCH-EOS permiten representar de manera
esquematica todo lo que hacen los estudiantes al resolver problemas que involucran
optimizacién. La V de Gowin proporciona una vista acerca de las propiedades que
utilizan los estudiantes para resolver el problema de una forma mas organizada. Sin
embargo, no permite visualizar como estan utilizando tales propiedades en el
procedimiento. Es decir, como se pudo observar en la V de Gowin con las rutas de
cada estudiante, a simple vista pareciera que ambos resolvieron correctamente los
problemas debido a que la interaccion entre las partes de la V de Gowin es buena,

sin embargo, los resultados de cada estudiante fueron muy distintos.

Por otra parte, utilizando el MCH-EOS se puede lograr una perspectiva panoramica
del sistema de préacticas implicadas en la resolucién de cada problema. Permite
analizar cdmo se conectan los objetos matematicos primarios en todo el proceso de
la resolucion. De cierta forma presenta la informacion alin mas organizada,
siguiendo la organizacién de las practicas. Es decir, se observa cuando utiliza
alguna propiedad o surge un nuevo objeto matematico y cémo lo relaciona dentro

del mismo procedimiento.

Se puede decir finalmente que la concepcion que tienen los estudiantes de la
optimizacién es la siguiente. Para el estudiante A, la optimizacién ocurre hasta la
primera derivada. En los tres problemas A solo realizé la primera derivada y
concluyo que el valor que la hace cero era el 6ptimo, sin necesidad de realizar la

segunda derivada.
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Para la estudiante B, se pudo observar como realizé procedimientos algoritmicos.
Es decir, tener una funcion, derivar, igualar a cero y buscar los valores en donde la
primera derivada se hace cero. Fue un procedimiento ciego debido a que B no se
detenia a analizar los datos de los problemas y tampoco tomaba en cuenta que la

funcién a optimizar debia estar en términos de una sola variable.
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Anexos

Anexo 1. Instrumento

Nombre: Grado:_ Grupo:___ Fecha:

Contesta lo que se te indica y justifica tu respuesta.

1.- Expresa el niumero 60 como suma de tres numeros positivos de forma que el segundo

sea doble del primero. Si el producto de los tres es maximo, determina el valor de dicho
producto.

2.- Calcula el area maxima que puede tener un triangulo rectangulo tal que la suma de las
longitudes de sus dos catetos es 4 cm.

3.- En condiciones de competencia perfecta, una empresa puede vender los articulos que
produce a $500 por unidad. Si C(x) = 2x? + 40x + 1400 en pesos es el costo total de la
produccion diaria cuando se producen x articulos. Determine el nUmero de unidades que

deben producirse diariamente a fin de que la empresa obtenga la maxima ganancia total
diaria.
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Anexo 2. Categorias de resoluciones de los problemas

a) Problemal

Problema 1

fue resuelto por

L

Correctamente
(2 estudiantes)

Incorrectamente
(43 estudiantes)

de los cuales

de los cuales

7 no respondleron

los dos estudiantes

lo resolvieron mediante
1 estudlante

Criterio de la primera
derivada

se equivocaron en

f se equlvoco en se equivocaron en
Se equivocaron en

multiplicar solamente
dos nimeros de los tres expresar de

que se piden forma incorrecta los

creer que los nimeros multiplicar o
debian ser solamente sumar operaciones
enterios, y por lo tanto,
no continud con el
procedimiento al ver que por ejemplo
en el primer
valor obtuvo un nimero
no entero

tres nimeros segun
los datos que da el
enunciado

- 4 estudiantes
1 estu_dl_aplte no multiplicaron
no dividio correctamente

1 estudiante
no realizé correctamente
la suma de
2x + x pues solamente
lo dejé como 2x

corectamente los tres nimeros
entre 3 al

despejar x

95



b) Problema 2

Problema 2

fue
/resuelto\

Correctamente
(3 alumnos)

Incorrectamente
(42 alumnos)

de los cuales

de los cuales
15 alumnos no
1 alumno 2 alumnos 1al respondieron
estudiante A estudiantes By C alumno
L. ) que se equivocaron
resolvié resolvieron

que se que se que se en

mediante i . . . .
| mediante equivocaron en equivoco en equivocaron en

mediante la 1ra derivada
y desigualdad de la media
artimética y la media
geométrica

plantear correctamente
la informacion que da
el enunciado del problema
sobre la suma de los catetos

modificaron la
fémula del area del
tridngulo

criterio de la
1ra y 2da derivada

utilizar el realizar
ensayo y error correctamente
para obtener la primera por ejemplo
los valores de los derivada
catetos
2 alumnos
utilizaron
16 alumnos el cateto opuesto,
no 3 algmnos el cateto adyacente y la
dividieron el denominador 2 lo hipotenusa como

pusieron como factor

entre dos una férmula para

obtener el drea

entero
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c) Problema3

Problema 3

fue resuelto

Incorrectamente

Correctamente (44 estudiantes)

(1 estudiante)

el cual resolvid de los cuyales

med,iante /
[Criterio de la primera derivadaj ? 2 estudiantes 4 estudiantes

se equivocaron en Se eqivocaron en se equivocaron en

|

23 alumnos
no respondieron

utilizar el precio

utilizar_splamente J— del producto de $500
la funcién que se . de forma incorrecta
les da en el problema y las raices de
derivarla sin tomar en la funcién que se
cuenta el valor de la les da en el problema por ejemplo
venta del producto sin aplicar los
criterios de la lera
y 2da derivada multiplicar 500-x por

la derivada de la funcién
del costo de produccién mas x

sumarle 500x
a la funcion del
costo de produccion
en lugar de restarselo a
toda la funcién

multiplicar 500 + 1 multiplicar 500 por
por la funcion la derivada de la

del costo de funcion del costo
produccion de produccién divida
entre x

97



Anexo 3. Solucion de un experto alos problemas de optimizacion
Problema 1

Expresa el nUmero 60 como suma de tres numeros positivos de forma que el segundo sea
doble del primero. Si el producto de los tres es maximo, determina el valor de dicho
producto.

Solucion:
Sean a, b, c los nimeros.
Sesabequeb =2a;yquea+b+c=60=>3a+c=60=>c=60—-3a
El producto de los tres nimeros es:
P =abc = a*2a * (60 — 3a) = —6a> + 120a?
El producto en funcién de a es: P(a) = —6a® + 120a?

Este producto es maximo en los valores de a que cumplen que P'(a) =0y P”(a) > 0

40
P'(a) = —18a? + 240a = 6a(—3a) +40=0=>a = 0;a = 3

40
Como P"'(a) = —36a + 240 se tiene que p"(3) = —120 < 0. Por lo tanto, el producto sera
maximo cuando a = 43—0.

. 80
Los otros dos numeros son b = 2a = ?; c = 20.

El producto maximo es P = 222(20) ~ 7111.11
p 3 3

Problema 2

Calcula el area maxima que puede tener un triangulo rectangulo tal que la suma de las
longitudes de sus dos catetos es 4 cm.

Solucion:
Consideramos a = 1° cateto (base) y b = 2° cateto (altura)
Tenemos larelaciona+b=4=>b=4—a

a(4-a) _ 4a-a?

2 2

axb

Funcion: f(a,b) = >

=>f(a) =

4-2a

Derivamos la funcion y obtenemos que f'(a) = >

Igualamos a cero dicha derivada para calcular los posibles maximos o minimos de la
funcion

4-2a
2

f'(a)=0=> =0=>4—-2a=0=>a = 2 posible maximo o minimo de la funcion.
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Realizamos la segunda derivada para determinar si es un maximo o minimo
f'"(a) = _72 = —1, sustituyendo a = 2, tenemos que f''(2) = —1 < 0, por lo tanto, es
maximo.

Entoncesa=2yb=4—-2=2yel &reamaximaes A =22L2= 2cm?,

Problema 3

En condiciones de competencia perfecta, una empresa puede vender los articulos que
produce a $500 por unidad. Si C(x) = 2x2 + 40x + 1400 en pesos es el costo total de la
produccion diaria cuando se producen x articulos. Determine el nimero de unidades que
deben producirse diariamente a fin de que la empresa obtenga la maxima ganancia total
diaria.

Solucién:

La funcién del costo de produccion diaria es C(x) = 2x? + 40x + 1400, sin embargo, la
funcion de la ganancia total de la produccion es

G(x) = 500x — (2x% 4+ 40x + 1400) = —2x? + 460x — 1400
Realizando la derivada de la funcién e igualando a cero obtenemos lo siguiente

—460
O@>=—4x+460=>—4x+460=0=>x:>—z—=115

Realizamos la segunda derivada y obtenemos que
G'"(x) =—4 <0, por lo tanto, x = 115 es maximo.

El nimero de unidades que deben producirse diariamente a fin de que la empresa
obtenga la maxima ganancia total diaria es 115.
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