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Preliminares Motivación. Árboles Regulares k-percolación Demostración

DEFINICIONES
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ser conectados por un camino.
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si G es conexo y no contiene ciclos.
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Preliminares Motivación. Árboles Regulares k-percolación Demostración
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Preliminares Motivación. Árboles Regulares k-percolación Demostración
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T es un árbol d-regular de altura h si todos los vérti-
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Preliminares Motivación. Árboles Regulares k-percolación Demostración

Caminos 2-accesibles: 53,99,68,4,71
y 53,65,13,78,26,91.

Sea P = v0 → v1 → · · · → vh un
camino desde la raı́z hasta una
hoja.
P es k-accesible si existe una sub-
secuencia

S := vr(0), vr(1), vr(2), . . . , vr(t)
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Teorema:

θk(Tf ) =

0, if f (h) ≤
⌊

k
√

h/(ek)c
⌋

for some c < 1,

1, if f (h) ≥
⌊

k
√

h/(ek)c
⌋

for some c > 1.

Demostraremos que:

θ1(T k
f ) =

0, if f (h) ≤
⌊

k
√

h/(ek)c
⌋

for some c < 1,

1, if f (h) ≥
⌊

k
√

h/(ek)c
⌋

for some c > 1.

Usando:
Teorema[Nowak y Krug]:
Si f (h) ≤ bαhc para algún α ≤ e−1 entonces θ1(Tf ) = 0.

Teorema[Roberts y Zhao]:
Si f (h) ≥ bαhc para algún α > e−1 entonces θ1(Tf ) = 1.
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Caso 1: Supongamos f (h) ≥
⌊

k
√

h/(ek)c
⌋

donde
c > 1. Veamos que

lı́m
h→∞

θ1(Tk
h(f )) = 1.

Sea c′ = ck − ε con ε > 0 y c′ > 1. Sea
g(h) =

⌊
c′h/e

⌋
. Por teorema de Roberts y Zhao

lı́m
h→∞

θ1(Tbh/kc(g)) = lı́m
h→∞

θ1(Th(g)) = 1

Es suficiente con mostrar que

θ1(Tk
h(f )) ≥ θ1(Tbh/kc(g))

Sea G el subgrafo
de Tk

h(f )
removiendo los
vértices cuya
distancia a la raı́z
que no es
múltiplo de k

G tiene altura
bh/kc.

degG(v) ≥

⌊
k

√
h
ek

c

⌋k

≥ g(bh/kc).
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Caso 2: Supongamos f (h) ≤
⌊

k
√

h/(ek)c
⌋

donde
c < 1. Veamos que

lı́m
h→∞

θ1(Tk
h(f )) = 0.

Sea c′ = ck + ε con ε > 0 y c′ < 1. Sea
g(h) =

⌊
c′h/e

⌋
. Por teorema de Nowak y Krug

lı́m
h→∞

θ1(Tbh/kc(g)) = lı́m
h→∞

θ1(Th(g)) = 0

Es suficiente con mostrar que

θ1(Tk
h(f )) ≤ θ1(Tbh/kc(g))

Tk := Tk
h(f )

T′ := Tbh/kc(g))

θ1(Tk) ≤ θ1(Hk) ≤ θ1(T′)
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Al = {s ⊂ {1, 2, . . . , l−1} : s no contiene k enteros consecutivos}

Sea Hk := (V,E) donde V y E son
definidos como sigue. Dado v en T
a distancia l de la raı́z, denotamos
por Vv al conjunto
Vv := {vs : s ∈ Al}.

V := {vs : vs ∈ Vv para algún v en T}.

Las aristas de E son definidas
recursivamente como se sigue.
Sean v en T a distancia l de la raı́z y
s ∈ Al. Diremos que ws′ es un hijo
de vs si:

I w es hijo de v en T y s = s′, o
I w es un descendiente de v a

distancia 1 < j ≤ k y
s′ = s ∪ {l + 1, l + 2, . . . l + j}.
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Preliminares Motivación. Árboles Regulares k-percolación Demostración

Al = {s ⊂ {1, 2, . . . , l−1} : s no contiene k enteros consecutivos}

Sea Hk := (V,E) donde V y E son
definidos como sigue. Dado v en T
a distancia l de la raı́z, denotamos
por Vv al conjunto
Vv := {vs : s ∈ Al}.

V := {vs : vs ∈ Vv para algún v en T}.

Las aristas de E son definidas
recursivamente como se sigue.
Sean v en T a distancia l de la raı́z y
s ∈ Al. Diremos que ws′ es un hijo
de vs si:

I w es hijo de v en T y s = s′, o
I w es un descendiente de v a

distancia 1 < j ≤ k y
s′ = s ∪ {l + 1, l + 2, . . . l + j}.
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Lema: θ1(Hk) ≥ θ1(Tk)

Para esto demostramos
que

θ1(Hi+1) ≥ θ1(Hi)
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P (Γ1) = P (Γ2);
P ([0 Hi+1 \ e′(v)]) = P ([0 Hi \ e(v)]);
P
(
[0 Hi \ e(v)]

∣∣Γ1
)
≥ P

(
[0 Hi+1 \ e′(v)]

∣∣Γ2
)

θ1(Hi+1)− θ1(Hi) = P ([0 Hi+1])− P ([0 Hi])

= P
(
[0 Hi+1] ∩ [0 Hi+1 \ e′(v)]

)
− P ([0 Hi] ∩ [0 Hi \ e(v)])

+ P
(
[0 Hi+1] ∩ [0 6 Hi+1 \ e′(v)]

)
− P ([0 Hi] ∩ [0 6 Hi \ e(v)])

= P
(
[0 Hi+1 \ e′(v)]

)
− P ([0 Hi \ e(v)])

+ P
(
Γ2 ∩ [0 6 Hi+1 \ e′(v)]

)
− P (Γ1 ∩ [0 6 Hi \ e(v)])

= P (Γ2)− P
(
Γ2 ∩ [0 Hi+1 \ e′(v)]

)
− P (Γ1) + P (Γ1 ∩ [0 Hi \ e(v)])

= P (Γ1)
[
P
(
[0 Hi \ e(v)]

∣∣Γ1
)
− P

(
[0 Hi+1 \ e′(v)]

∣∣Γ2
)]
≥ 0
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Lema: θ1(T′) ≥ θ1(Hk)

Sea H′ ⊂ Hk el subgrafo inducido por los vértices a distancia a
lo más h/k de la raı́z.

Note que θ1(H′) ≥ θ1(Hk).

Como degH′(v) =
∑k

j=1 bf (h)cj =
∑k

j=1

⌊
k
√

h/(ke)c
⌋j
≤ g(bh/kc),

entonces H′ ⊂ T′ y
θ1(T′) ≥ θ1(H′).

θ1(Tk) ≤ θ1(Hk) ≤ θ1(T′)

Teorema:

θk(Tf ) =

0, if f (h) ≤
⌊

k
√

h/(ek)c
⌋

for some c < 1,

1, if f (h) ≥
⌊

k
√

h/(ek)c
⌋

for some c > 1.
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lo más h/k de la raı́z. Note que θ1(H′) ≥ θ1(Hk).

Como degH′(v) =
∑k

j=1 bf (h)cj =
∑k

j=1

⌊
k
√

h/(ke)c
⌋j
≤ g(bh/kc),

entonces H′ ⊂ T′ y
θ1(T′) ≥ θ1(H′).

θ1(Tk) ≤ θ1(Hk) ≤ θ1(T′)

Teorema:

θk(Tf ) =

0, if f (h) ≤
⌊

k
√

h/(ek)c
⌋

for some c < 1,

1, if f (h) ≥
⌊

k
√

h/(ek)c
⌋

for some c > 1.
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