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Ideales criticos de graficas

Sea G una gréfica con n vertices, y Xg = {x, : u € V(G)} un
conjunto de variables. La matriz Laplaciana generalizada L(G, X¢g) de
G es la matriz cuya entrada (u, v) es x, si u = v; y el negativo del
nimero m,, de aristas entre los vertices u y v, si u # v.
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Sea G una gréfica con n vertices, y Xg = {x, : u € V(G)} un
conjunto de variables. La matriz Laplaciana generalizada L(G, X¢g) de
G es la matriz cuya entrada (u, v) es x, si u = v; y el negativo del
nimero m,, de aristas entre los vertices u y v, si u # v.
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Ideales criticos de graficas

Denotemos por R[Xc] al anillo de polinomios sobre un anillo
conmutativo R en las variables X¢.

Sea minors,(L(G, Xg)) el conjunto de determinantes de las
submatrices de tamafio k x k de L(G, X¢).

Para 1 < k < n, el k-ésimo ideal critico I,?(G,Xg) es el ideal
(minorsk(L(G, Xg))) € R[Xg].
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Ideales criticos de graficas

Denotemos por R[X;] al anillo de polinomios sobre un anillo
conmutativo R en las variables X.

Sea minors,(L(G, Xg)) el conjunto de determinantes de las
submatrices de tamafio k x k de L(G, X¢).

Para 1 < k < n, el k-ésimo ideal critico I,?(G,XG) es el ideal
(minors,(L(G, Xg))) C R[Xc]-

Un ideal es trivial si es igual a (1) (= R[Xg]).
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Ideales criticos de graficas

Denotemos por R[X;] al anillo de polinomios sobre un anillo
conmutativo R en las variables X.

Sea minors,(L(G, Xg)) el conjunto de determinantes de las
submatrices de tamafio k x k de L(G, X¢).

Para 1 < k < n, el k-ésimo ideal critico I,ZQ(G,XG) es el ideal
(minors,(L(G, Xg))) C R[Xc]-

Un ideal es trivial si es igual a (1) (= R[Xg]).

El corango algebraico yg(G) de G es el mdximo entero k tal que
IF(G, Xg) es trivial.
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Ideales criticos de graficas

En este caso, 7r(G) = 1z(G) = 3.
Y el ideal I;(G, Xg) = IZ(G, Xg) es no trivial, asi que damos su base
de Grobner para dar una descripcién sencilla:

2
(0+x—1,x1+x5 —1,x20 — X5,%X3 — X5, X8 + X5 — 1, x5 — x5 — 1).
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Ideales criticos de graficas

En este caso, 7r(G) = 1z(G) = 3.
Y el ideal I;(G, Xg) = IZ(G, Xg) es no trivial, asi que damos su base

de Grobner para dar una descripcién sencilla:

2
(0+x—1,x1+x5 —1,x20 — X5,%X3 — X5, X8 + X5 — 1, x5 — x5 — 1).

En general IR(G, Xg) = (det(L(G, Xg))).
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Ideales criticos de graficas
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Ideales criticos de graficas

La variedad V/(/) de un ideal / es el conjunto de las raices comunes
entre los polinomios en /.

La variedad del ideal I;%(G, X¢)
(x0+x5 = 1,x1+ x5 — 1, x2 — X5, X3 — X5, X4 + X5 — 1, X2 — x5 — 1),
tiene solo 2 raices:

1f1f1+f1+f1f1+f)

1+\/_1+\/_1\/_1\/_1+\/_1\/_)

(-
(
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Ideales criticos de graficas

En general tenemos

(1) 2 I(G, X6) 2 -+ 2 IR(G, Xg) 2 (0).
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Ideales criticos de graficas

En general tenemos
(1) 2 (G, Xg) 2 -+ 217G, X6) 2 (0).
Por lo que

V(1)) € V(6. X)) € -+ € V(I;(G, Xe)) € V((0)).
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Ideales criticos de graficas

Para K3, la gréfica completa con 3 vertices, vr(K3) = 1,
/%R(K:J,,X;Q) = (Xo + 1,X1 —+ 1,X2 —+ 1>, y

/:];,R(KQ;, XK3) = <XOX1X2 — X0 — X1 — Xo0 — 2>. La variedad

V(IR (K3, Xk,)) = {(—1,-1,-1)}, y variedad V(/5(K3, Xk;)) es

Figura: Vista partial de la variedad de I5(K3, Xk, ) en R3.
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Grupo de pilas de arena

El grupo de pilas de arena K(G) de una gréfica G es la parte de
torsion del cokernel Z"/Im(L(G)) de la matriz Laplaciana L(G).
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Grupo de pilas de arena

El grupo de pilas de arena K(G) de una gréfica G es la parte de
torsion del cokernel Z"/Im(L(G)) de la matriz Laplaciana L(G).

K(G)=Z/RZ & ---DZ/F,Z, donde los enteros fi, f, ..., f, se llaman
factores invariantes de la matriz Laplacian de G y satisfacen fi|fi 1.
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Grupo de pilas de arena

El grupo de pilas de arena K(G) de una gréfica G es la parte de
torsion del cokernel Z"/Im(L(G)) de la matriz Laplaciana L(G).

K(G)=Z/RZ & ---DZ/F,Z, donde los enteros fi, f, ..., f, se llaman
factores invariantes de la matriz Laplacian de G y satisfacen f;|fi 1.

fi = Ai(L(G))/Ai—1(L(G)), donde A;(L(G)) es el M.C.D. de los
menores de tamarfio i de la matriz Laplacian L(G).

¥, Bancomrxco

Carlos A. Alfaro (Banxico) Ideales criticos 10 / 32



Grupo de pilas de arena

Al evaluar el k-ésimo ideal critico I%(G, Xg) en el vector de grados,
tenemos que el ideal resultante es generado por A;(L(G)).
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Grupo de pilas de arena

Al evaluar el k-ésimo ideal critico I%(G, Xg) en el vector de grados,
tenemos que el ideal resultante es generado por A;(L(G)).

(1) sii=1,
17(K3, X)|deg(is) = (Di(L(K3))) = 4 (3) sii=2,
(0) sii=3.

Entonces K(K3) = Z/3Z.
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Grupo de pilas de arena

Al evaluar el k-ésimo ideal critico I%(G, Xg) en el vector de grados,
tenemos que el ideal resultante es generado por A;(L(G)).

(1) sii=1,
17(K3, X)|deg(is) = (Di(L(K3))) = 4 (3) sii=2,
(0) sii=3.

Entonces K(K3) = Z/3Z.

|K(G)| es igual al nimero de drboles generadores de G.
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Grupo de pilas de arena

Fuente: Notices of the AMS (2010) Vol. 57 Nim. 8.
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Grupo de pilas de arena

Denotemos por f(G) al nimero de factores invariantes de la matriz
Laplaciana de G que son iguales a 1.
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Grupo de pilas de arena

Denotemos por f(G) al nimero de factores invariantes de la matriz
Laplaciana de G que son iguales a 1.

i Qué tan frecuente es que el grupo de pilas de arena sea ciclico? es
decir, jqué tan frecuente es que f(G) sea igualan—2o0n—17
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Grupo de pilas de arena

Denotemos por f(G) al nimero de factores invariantes de la matriz
Laplaciana de G que son iguales a 1.

i Qué tan frecuente es que el grupo de pilas de arena sea ciclico? es
decir, jqué tan frecuente es que f(G) sea igualan—2o0n—17

Casi siempre una grafica tiene grupo de pilas de arena ciclico.
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Grupo de pilas de arena

La probabilidad de que el grupo de pilas de arena de una grdfica
aleatoria sea ciclico es asintoticamente a lo mds

¢(3)72¢(5)1¢(7)"1¢(9) " T¢(11) T - - - ~ 0,7935212

donde ( es la funcién zeta de Riemann.
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Grupo de pilas de arena

La probabilidad de que el grupo de pilas de arena de una grdfica
aleatoria sea ciclico es asintoticamente a lo mds

¢(3)72¢(5)1¢(7)"1¢(9) " T¢(11) T - - - ~ 0,7935212

donde ( es la funcién zeta de Riemann.

; Cota inferior?

¥, Bancomrixco

Carlos A. Alfaro (Banxico) Ideales criticos 14 / 32



Grupo de pilas de arena

Por otro lado... jcuales son las graficas menos ciclicas?
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factores invariantes iguales a 17
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Grupo de pilas de arena

Por otro lado... jcuales son las graficas menos ciclicas?

i Cuales son las graficas cuyo grupo de pilas de arena tiene pocos
factores invariantes iguales a 17

Dino Lorenzini noté que las graficas conexas con un factor invariante
igual a 1 eran las graficas completas.
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Grupo de pilas de arena

Por otro lado... jcuales son las graficas menos ciclicas?

i Cuales son las graficas cuyo grupo de pilas de arena tiene pocos
factores invariantes iguales a 17

Dino Lorenzini noté que las graficas conexas con un factor invariante
igual a 1 eran las graficas completas.

¢ Cuales son las grdficas cuyo grupo de pilas de arena tiene 2 y 3
factores invariantes iguales a 17

B, Bancomrxco
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Grupo de pilas de arena

B BANCO®<MEXICO
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Grupo de pilas de arena

En general, si H es una subgrafica inducida de G, entonces
K(H) < K(G).

Si H es una subgrdfica inducida de G, entonces, para i < |H|,
IR(H, X1) C IR(G, Xg).
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En general, si H es una subgrafica inducida de G, entonces
K(H) < K(G).

Si H es una subgrdfica inducida de G, entonces, para i < |H|,
IR(H, X1) C IR(G, Xg).

12(G) < f(G).
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Grupo de pilas de arena

En general, si H es una subgrafica inducida de G, entonces
K(H) < K(G).

Si H es una subgrdfica inducida de G, entonces, para i < |H|,
IR(H, X1) C IR(G, Xg).

12(G) < f(G).
Las gréficas con f(G) < i estan contenidas en las grdficas con
72(G) < i.
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Grupo de pilas de arena

Sea G una grafica conexa. Entonces,los siguientes equivalentes:

® 7z(G) <2,
@ G es {P4, %, dart, Krp11, Ks \ P3}-libre,

“}N%@%@D

Py dart K> 2,11 Ks \ P3
@ G es isomorfo a K,,l,,,zy,,3 0a Kn, V (Kn, + Kny).
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Grupo de pilas de arena

Sea G una grdfica conexa. Entonces, f(G) =2 si y solo si G es una
de las siguientes graficas:

@ Kni,m,ny, donde ny, no y n3 tienen la misma paridad.

@ K, V (Kn, + Kus), donde ny, na, n3 > 3 y tienen la misma
paridad,

€ otros casos.
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Grupo de pilas de arena

Sea D una digrdfica conexa. Entonces, vz(D) <1 si y solo si D es
isomorfo a Np; ny s -
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Grupo de pilas de arena

Sea D una digrdfica conexa. Entonces, vz(D) <1 si y solo si D es
isomorfo a Np; py ns-

Sea D una digrafica conexa. Entonces, f(D) =1 si y solo si D es una
de las siguientes graficas:

@ n,np,n3 >1,
@ otros casos.
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El grupo de Smith

El group de Smith S(G) de una gréfica G es el cokernel Z"/Im(A(G))
de la matriz de adyacencia A(G).
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El grupo de Smith

El group de Smith S(G) de una grafica G es el cokernel Z"/Im(A(G))
de la matriz de adyacencia A(G).

S(G)=2Z/g@iZ® - - ©Z/gZ DL """, donde los enteros g1, g2, - - ., &
los los factores invariantes de la matriz de adyacencia y satisfacen

gi|gi+1-
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El grupo de Smith

El group de Smith S(G) de una grafica G es el cokernel Z"/Im(A(G))
de la matriz de adyacencia A(G).

S(G)=2Z/g@iZ® - - ©Z/gZ DL """, donde los enteros g1, g2, - - ., &
los los factores invariantes de la matriz de adyacencia y satisfacen

gi|gi+1-

gi = Ai(A(G))/Ai—1(A(G)), donde Ai(G) es el M.C.D. de los
menores de tamarfio i de A(G).
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El grupo de Smith

Al evaluar el i-ésimo ideal critico I*(G, Xg) en el vector cero,
obtenemos que el ideal evaluado es generado por Ai(A(G)).
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El grupo de Smith

Al evaluar el i-ésimo ideal critico I*(G, Xg) en el vector cero,
obtenemos que el ideal evaluado es generado por Ai(A(G)).

(1) sii=1,
liZ(K37X)|deg(K3) = (Ai(K3)) = {(1) si [ =2,
(2) sii=3.

Entonces S(A(K3)) = Z/2Z.

IB BANCO=MEXICO

Carlos A. Alfaro (Banxico) Ideales criticos 21 /32



Rango minimo

El rango minimo mrg(G) de G es el menor rango sobre todas las
matrices simetricas n X n con entradas en el anillo R, cuya entrada
u,v (u # v) es no cero siempre que u sea adyacente a v, y cero de

otra forma.
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Rango minimo

El rango minimo mrg(G) de G es el menor rango sobre todas las
matrices simetricas n X n con entradas en el anillo R, cuya entrada
u,v (u # v) es no cero siempre que u sea adyacente a v, y cero de

otra forma.

Si V(IF(G, X)) # 0 para algtin k, entonces existe a € R" tal que
para todo t > k, IX(G,a) = (0); esto es, todos los menores de
tamario t de L(G,a) son iguales a 0. Entonces, mrg(G) < k — 1.
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Rango minimo

Como V(I}(G, Xg)) es no vacio,
entonces mrg(G) < 3.
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Rango minimo

Como V(I}(G, Xg)) es no vacio,
entonces mrg(G) < 3.

Sea R un campo algebraicamente cerrado y sea | C R[X] un ideal
con V(1) = (). Entonces | es trivial.
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Rango minimo
()

Como V/(I;}(G, Xg)) es no vacio,
entonces mrg(G) < 3.

Sea R un campo algebraicamente cerrado y sea | C R[X] un ideal
con V(1) = (). Entonces | es trivial.

Si R es un campo algebraicamente cerrado, entonces
mre(G) < 11 (G).
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Aplicaciones: Rango minimo
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Aplicaciones: Rango minimo
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Aplicaciones: Rango minimo

mrr(G) < 1&(G).

Si G es una grafica conexa con mrg(G) < 2, entonces
mrr(G) < 1r(G).

Si G es una grédfica conexa con mrg(G) < 3, entonces
mrr(G) < vr(G).
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Rango minimo

Sabemos que Yz(Kny np.n5) < 2.
Pero cuando ny, np, n3 > 3, mrz(Kp, ny.ny) = 3.
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Numero forzando a cero
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Numero forzando a cero

El juego forzando a cero es un juego donde los vértices cambian de
color entre azul y blanco.

Al principio, un conjunto de vertices B se colorean azul, mientras que
el resto se colorean blanco.

El objetivo es colorear todos los vértices de color azul aplicando
repetidamente la siguiente regla de cambio de color:
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Numero forzando a cero

El juego forzando a cero es un juego donde los vértices cambian de
color entre azul y blanco.

Al principio, un conjunto de vertices B se colorean azul, mientras que
el resto se colorean blanco.

El objetivo es colorear todos los vértices de color azul aplicando
repetidamente la siguiente regla de cambio de color: Si x es un vértice
tal que y es el tnico vecino blanco de x, entonces y es forzado a ser
azul.

¥, Bancomrxco
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Numero forzando a cero

El juego forzando a cero es un juego donde los vértices cambian de
color entre azul y blanco.

Al principio, un conjunto de vertices B se colorean azul, mientras que
el resto se colorean blanco.

El objetivo es colorear todos los vértices de color azul aplicando
repetidamente la siguiente regla de cambio de color: Si x es un vértice
tal que y es el tnico vecino blanco de x, entonces y es forzado a ser
azul.

Un conjunto de vértices azules B es un conjunto forzando a cero si al
comenzar con B uno puede colorear todos los vertices de azul.

B, Bancomrixco
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Numero forzando a cero
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Numero forzando a cero

El nimero forzando a zero Z(G) es la minima cardinalidad de un
conjunto forzando a cero.

P = P~ e = D]

Como no hay conjuntos forzando a cero de cardinalidad 2, entonces
mz(G) = Z(G) = 3.
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Numero forzando a cero

El nimero forzando a zero Z(G) es la minima cardinalidad de un
conjunto forzando a cero.

gl

Como no hay conjuntos forzando a cero de cardinalidad 2, entonces
mz(G) = Z(G) = 3.

mz(G) = [V(G)| — Z(G). I
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Ideales criticos, rango minimo & mz

Para toda grdfica G y para cualquier anillo conmutativo R, tenemos
mz(G) < vr(G).
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Ideales criticos, rango minimo & mz

Para toda grdfica G y para cualquier anillo conmutativo R, tenemos
mz(G) < vr(G).

Para toda grdfica G y cualquier campo R, mz(G) < mrg(G).
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Ideales criticos, rango minimo & mz

Para toda grdfica G y para cualquier anillo conmutativo R, tenemos
mz(G) < r(G).

Para toda grdfica G y cualquier campo R, mz(G) < mrg(G).

<

tenemos mz(G) = mrr(G) = r(G) = 3.

Para la gréfica
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Ideales criticos, rango minimo & mz

De las 143 graficas conexas con a lo mas 6 vértices, solamente 21
tienen mz(G) < vr(G). Para las otras, mz(G) = mr(G) = 1&(G).
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Ideales criticos, rango minimo & mz

De las 143 graficas conexas con a lo mas 6 vértices, solamente 21
tienen mz(G) < vr(G). Para las otras, mz(G) = mr(G) = 1&(G).

Sea T un drbol, entonces mz(T) = mr(T) = r(T).
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Ideales criticos, rango minimo & mz

De las 143 graficas conexas con a lo mas 6 vértices, solamente 21
tienen mz(G) < vr(G). Para las otras, mz(G) = mr(G) = 1&(G).

Sea T un drbol, entonces mz(T) = mr(T) = r(T).

Sea C, un ciclo con n > 3, entonces mz(C,) = mr(C,) = yr(Cp).
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De las 143 graficas conexas con a lo mas 6 vértices, solamente 21
tienen mz(G) < vr(G). Para las otras, mz(G) = mr(G) = 1&(G).

Sea T un drbol, entonces mz(T) = mr(T) = r(T).

Sea C, un ciclo con n > 3, entonces mz(C,) = mr(C,) = yr(Cp).

Sea G una gréfica de lineas de un arbol, entonces
mz(G) = mr(G) = yr(G).

IB BANCO=MEXICO

Carlos A. Alfaro (Banxico) Ideales criticos 29 /32



Ideales criticos, rango minimo & mz

@

IB BANCO®<MEXICO

)
[§]

Carlos A. Alfaro (Banxico) Ideales criticos 30/ 3



Referencias

e H. Corrales & C.E. Valencia, On the critical ideals of graphs.
Linear Algebra Appl. 439 (2013) 3870-3892.

e C.A. Alfaro & C.E. Valencia, Graphs with two trivial critical
ideals. Discrete Appl. Math. 167 (2014) 33-44.

e C.A. Alfaro, C.E. Valencia & A. Vézquez—AviIa, Digraphs with at
most one trivial critical ideal. Linear & Multilinear Algebra 66
(2018) 2036-204.

e C.A. Alfaro & J.C.-H. Lin, Critical ideals, minimum rank and zero
forcing number. Preprint arXiv:1710.03386.

e C.A. Alfaro, Graphs with real algebraic co-rank at most two.
Linear Algebra Appl. 556 (2018) 100-107.

¥, Bancomrixco

Carlos A. Alfaro (Banxico) Ideales criticos 31/32



fLEL

iGracias por su atencion!

Carlos A. Alfaro
carlos.alfaro@banxico.org.mx




	Ideales críticos de gráficas
	Grupo de pilas de arena
	El grupo de Smith
	Rango mínimo
	Número forzando a cero
	Ideales críticos, rango mínimo & forzando a cero

