GEOMETRIA DE VARIEDADES DIFERENCIALES

JOSE A. VALLEJO

RESUMEN. Temario para un curso de posgrado. Dependiendo de la base de
los asistentes, algunos tépicos pueden omitirse o tratarse de una manera mds
breve.

TEMARIO

Repaso de topologia. Aplicaciones inducidas en un cociente. Descomposicién
candnica de una aplicacién. Topologia cociente. Identificaciones topolégicas.

Repaso de calculo diferencial. Aplicaciones diferenciables de R™ en R™. Re-
gla de la cadena. Toremas de la funcién inversa e implicita. Teorema del rango
constante.

Variedades diferenciales. Estructuras diferenciales en espacios topoldgicos. Va-
riedades. Ejemplos: variedades abiertas, esferas S™, variedades producto: toros, la
cinta de Mdbius, superficies parametrizadas regulares en R3.

Aplicaciones diferenciables. Expresiéon local de una aplicacion entre variedades.
Aplicaciones f : M — N diferenciables. Rango de una aplicacién. Teorema del
rango constante en variedades.

Inmersiones y subvariedades. Inmersiones, subvariedades y subvariedades re-
gulares (embebimientos o encajes). Propiedad de k—subvariedad de un subconjunto.
Teorema de la funcién implicita en variedades. Propiedades de las subvariedades
regulares. Factorizacion a través de una inmersion.

Submersiones. Definicién. Factorizacién a través de una submersién. Secciones.
Fibras: teorema de la fibra.

Variedades cociente. Relaciones binarias de equivalencia regulares. Variedad co-
ciente . Unicidad de la estructura diferencial. La topologia de variedad en M/ ~.
Variedades cociente inducidas por aplicaciones. Los espacios proyectivos RP™.

Grupos topoldgicos. Definicién y primeras propiedades. Grupos topolégicos co-
nexos. Componentes conexas.

Grupos de Lie. Definicién y primeras propiedades. Traslaciones en un grupo de
Lie. Propiedades topoldgicas. Subgrupos de Lie. Versién débil del Teorema de E.
Cartan.

Los grupos de Lie clasicos. Automorfismos de espacios vectoriales normados.
Her all-embracing majesty: GL(n,R). El grupo especial lineal SL(n,R). El gru-
po ortogonal O(n,R). El grupo especial ortogonal SO(n,R). El grupo simpléctico
Sp(2n,R). El isomorfismo Sp(2n,K) ~ SL(2,K). El grupo ortogonal O(p, q).
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La descomposicion de Iwasawa-Cartan. El teorema de Iwasawa-Cartan. Ex-
ponencial y logaritmo de matrices. Aplicacién al estudio de la topologia de los
grupos de Lie clasicos.

Orientabilidad. Orientacién en cartas. Variedades orientables. Las dos orientacio-
nes de una variedad orientable conexa. Orientabilidad y difeomorfismos. Ejemplos.
Campos normales en superficies parametrizadas regulares de R3 y orientabilidad.

Espacio tangente a una variedad. Motivacién. Derivaciones puntuales. El es-
pacio T, M. La estructura del espacio de derivaciones Derg(C3g,p). El isomorfismo
@« : Derg(Cg5,p) ~ R™. Bases coordenadas en T, M. Cambios de base. Interpreta-
cién geométrica.

El espacio cotangente. El espacio Ty M y 1—formas. Diferencial de una funcién
f M — R en un punto. Expresién local de las 1—formas. Cambios de base.

Las variedades TM y T*M. Estructura diferencial y cartas en T M. Estructura
diferencial y cartas en 7% M. Diferenciabilidad de las proyecciones canoénicas.

Diferencial de una aplicacién entre variedades. La diferencial f., : T,M —
Ty N. Interpretacion geométrica y diferenciabilidad de fi : TM — T'N: expresion
local de la diferencial. Regla de la cadena. Retroaccién (pull-back) de 1—formas.
El teorema de la funcién inversa. Diferencial de una aplicacién y rango. Ejemplos:
aplicacién tangente a una curva, diferencial de una funcién real.

El espacio tangente a una subvariedad. Dificultades en la interpretacion del
espacio tangente a una subvariedad. El espacio tangente a una subvariedad regular.
Interpretacion geométrica.

Dependencia funcional. Familias de funciones independientes en un punto de
una variedad. Obtencién de funciones coordenadas. Cartas inducidas por una apli-
cacién diferenciable f: M — N.

Campos vectoriales. Campos vectoriales como secciones de la submersion 7 :
TM — M. Expresién coordenada. El isomorfismo X'(M) ~ Derg(C5?). El corchete
de Lie en X (M): expresion local y propiedades. Campos vectoriales a lo largo de
una aplicacién. Campos f—relacionados.

Curvas integrales y flujos. Campos vectoriales y sistemas de ecuaciones dife-
renciales de primer orden en variedades. Curvas integrales de un campo vectorial.
Flujo de un campo y grupos locales uniparamétricos. Derivada de Lie respecto de
un campo vectorial. Propiedades del flujo. Generador de un grupo uniparamétrico.

Formas diferenciales. Repaso de algebra multilineal. 1—formas diferenciales y
producto exterior. Diferencial exterior. El dlgebra Q(M). Formas valuadas vecto-
riales Q(M; E). Derivaciones en el dlgebra exterior: insercién y derivada de Lie.
Relacién entre la derivada de Lie L£x y el flujo de X. Complejo de cohomologia.
Cohomologia de De Rham. El teorema de Stokes.
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Geometria Riemanniana. Tensores en una variedad. El dlgebra tensorial 7°(M).
Tensor métrico. Codiferencial. Conexiones de Koszul. Curvatura y torsién. La co-
nexion de Levi-Civita. El transporte paralelo. Geodésicas en una variedad Rieman-
niana. Propiedades minimizantes. La aplicaciéon exponencial. Cut locus y conju-
gate locus. Entornos convexos. Teorema de Hopf-Rinow. Variedades de Lorentz y
espacios-tiempo: introduccién a la Relatividad General.

Geometria simpléctica. Espacios vectoriales simplécticos. Variedades simplécti-
cas. Algebras y variedades de Poisson. Campos Hamiltonianos y localmente Ha-
miltonianos. El bivector de Poisson. La foliacién simpléctica de una variedad de
Poisson. Cohomologia foliada. Forma simpléctica candnica en variedades cotangen-
tes y ecuaciones de Hamilton. Introduccion a la Mecanica Clasica.
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