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Introduccion

Los sistemas cadticos tienen una gran relevancia debido a que es posible obtener
distintos comportamientos variando las condiciones iniciales, ademas representan mo-
delos matematicos de diversos fenémenos fisicos (termodindmicos, biolégicos, climé-
ticos, etc.), y cuentan con mdultiples aplicaciones electrénicas cuyo disefio conduce a
una gran variedad de circuitos [1]. Uno de los primeros modelados matematicos de un
sistema cadtico es el sistema de Lorenz. Este modela el clima y ha sido ampliamente
estudiado por diversos autores [2-5].

Por otra parte, en la naturaleza es posible encontrar sonidos complejos sin estruc-
tura, aleatorios y/o cadticos, este tipo de sonidos son motivo de estudio actualmente.
Un trabajo en particular sobre este tema es el andlisis actstico realizado a sistemas ca6-
ticos. En este trabajo, se implementa un circuito electrénico equivalente al sistema de
Lorenz, posteriormente se obtienen tres sefiales de voltaje correspondientes a cada uno
de los estados del sistema. Estas tres sefiales son procesadas para obtener sus sefiales
actisticas correspondientes. Estas sefiales actisticas se analizan mediante sus series de
tiempo, tonal en bandas de 1/3 de octava y su respuesta en frecuencia. Este tltimo
analisis muestra que las sefiales presentan un comportamiento tipo filtro [6].

Un filtro puede definirse como cualquier dispositivo que modifica de un modo de-
terminado una sefial que pasa a través de él. Existen diversas clasificaciones, entre
ellas estdn los filtros Lineales y No-Lineales, los filtros electrénicos, 6pticos, etc. [7]. Los
tiltros electrénicos no-lineales tienen muchas aplicaciones, especialmente en remover
ruidos que son no aditivos. Por ejemplo, el filtro medio es ampliamente utilizado pa-
ra eliminar los picos de ruido. De hecho, todos los receptores de radio utilizan filtros
no-lineales para convertir sefiles de kilohertz a gigahertz de la gama de frecuencia de
audio; y todo el procesamiento digital de sefiales depende de filtros no-lineales (de
analdgico a digital) para transformar las sefiales analégicas en niimeros binarios.

Sin embargo, los filtros no-lineales son considerablemente mas dificil de usar y de
disefiar que los lineales, debido a que las herramientas matemaéticas méas potentes de
andlisis de la sefial (por ejemplo, la respuesta de impulso) no se pueden utilizar en
ellos. Por otro lado, puesto que las sefales de los estados del sistema de Lorenz pre-
sentan un comportamiento tipo filtro y es un sistema no-lineal, surge la motivacién de
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Introduccion

utilizar los sistemas cadticos similares al sistema de Lorenz como filtros, y por lo tanto,
la posibilidad de obtener filtros no-lineales.

Bajo el concepto de asociar los filtros con sistemas caéticos, y ya que estos son os-
ciladores no-lineales; se estudian y analizan osciladores lineales con retroalimentaciéon
negativa. Se seleccionan estos osciladores ya que cuentan en su estructura con una red
tipo filtro en retroalimentacién. Un ejemplo de este tipo es el oscilador de Colpitts [8].
Este y uno derivado de él mismo, son analizados en el espacio de estados. Se emplea
esta representacion ya que es utilizada frecuentemente para el andlisis de sistemas ca6-
ticos. El resultado del anélisis en el espacio de estados se presenta como complemento
para el criterio de Barkhausen [9-11]. El cual es una condicién matemaética necesaria
para los osciladores lineales con retroalimentacién, pero no suficiente.

Después de revisar el estado del arte y estudiar temas como filtros, osciladores y
sistemas cadticos, se observa que las ecuaciones del sistema de Lorenz tienen estruc-
tura similar a la de un filtro pasa-bajas de primer orden. Por lo que surge la idea de
implementar circuitos equivalentes a sistemas caéticos disefiados con base en filtros
pasa-bajas. Para ello, se utilizan los sistemas caéticos clasicos (Lorenz, Chen, Lii, Ross-
ler y Chua). Estos son escalados para obtener ecuaciones diferenciales aptas para su
implementacién electrénica. Posteriormente, cada ecuacién es estructurada o adapta-
da para que corresponda a la de un filtro pasa-bajas activo o pasivo de primer orden y
de esta forma obtener el circuito electrénico. Por tltimo, como aplicacién para la me-
todologia de disefio con base en filtros pasa-bajas, se toma un sistema dindmico que
describe el comportamiento del mecanismo cinético entre los bloques tecténicos en la
corteza terrestre que padecen efectos de deslizamiento por friccién [12] y se realiza el
disefio de su circuito electrénico equivalente.

Respecto al comportamiento tipo filtro reportado en ciertos sistemas caético, se rea-
liza su caracterizacién como filtros con base en su respuesta en frecuencia por medio
de diagramas de Bode. Para ello, se introduce una sefial a un sistema caético especifico
(sistema de Lorenz), de esta forma el oscilador se convierte en un sistema entrada-
salida [13]. Ya que no es posible obtener la funcién de transferencia del sistema de
Lorenz, se opta por obtener las funciones de transferencia que corresponden al com-
portamiento local en los diferentes puntos de equilibrio. De estas funciones de trans-
ferencia, se obtienen los diagramas de Bode en magnitud y fase. Posteriormente, del
modelo matematico del sistema cadtico entrada-salida, se obtienen las sefiales tempo-
rales de cada uno de los estados a distintas frecuencias de la sefial introducida. Con
ellas, se obtienen los diagramas de Bode y son comparados con los diagramas de Bode
locales de los puntos de equilibrio, y asf, inferir el comportamiento del sistema.

Finalmente, se presenta una propuesta sobre un filtro con base en el sistema de Lo-
renz. Este filtro cuenta en su estructura con un multiplicador conectado en serie con
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Introduccion

un filtro. De esta forma se obtiene un circuito que filtra la sefial y ademads la modula a
través de las sefiales que se inyectan al multiplicador.

El presente trabajo esta estructurado de la siguiente forma: En el Capitulo 1 mues-
tra el marco tedrico sobre los sistemas cadticos, el anéalisis actistico de ellos, los filtros
lineales y los osciladores lineales; el Capitulo 2 presenta el andlisis dindmico a los osci-
ladores lineales con retroalimentacién. El Capitulo 3 describe el disefio de los sistemas
cadticos con base en filtros pasa-bajas, el Capitulo 4 detalla la caracterizacién de los
sistemas caéticos, finalmente en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones generales
de este trabajo.

Instituto de Investigacién en Comunicaciéon Optica 11






Capitulo 1

Marco Teorico

En este capitulo se presenta el marco tedrico de los sistemas osciladores cadticos,
como lo son el sistema de Lorenz, Chen, Lii, Rossler y Chua. Posteriormente se detalla
el andlisis actstico a estos sistemas cadticos. Por otro lado, se presenta el marco tedrico
referente a los filtros lineales, en especial a los filtros pasa-bajas de primer orden activos
y pasivos. Finalmente se describen los osciladores lineales con retroalimentacién.

1.1. Sistemas osciladores cadticos

En los 60’s, Edward Lorenz desarrollé6 un modelo matematico del clima, el cual
consiste en un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden [2-5].
Este sistema presenta un comportamiento oscilatorio no-lineal generando cuencas de
atraccion alrededor de puntos de equilibrio, es decir, un comportamiento cadtico de-
terminista. Con base en este sistema, surgen otros osciladores caéticos, como lo son los
osciladores de Chen, Lii y Rossler. Ademds, existen otros osciladores, como el oscilador
de Chua, el cual cuenta con una estructura diferente a los anteriormente mencionados.
A continuacion se detallan estos 4 osciladores cadticos clasicos.

1.1.1. Sistema oscilador de Lorenz

El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias reducido que representan el sis-
tema de Lorenz es el siguiente:

x=a(y—x) (1.1)
y=cx—xz—y (1.2)
Z=xy—bz (1.3)

Los valores de las constantes son: a = 10, b = % y ¢ = 30 [14]. Los retratos fase obte-
nidos de este sistema con los valores de las constantes antes mencionadas se muestran
en la Fig. 1.1

13



Capitulo 1. Marco Teérico

(a) plano-xy (b) plano-xz (c) plano-yz

Figura 1.1: Retratos fase del sistema oscilador de Lorenz.

El sefior N. J. Corron propuso un circuito equivalente al sistema de Lorenz [14], el
cual se muestra en la Fig. 1.2.
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Figura 1.2: Diagrama esquemadtico del circuito equivalente al sistema de Lorenz propuesto por Corron.

A partir del sistema de Lorenz se derivan otros sistemas caéticos, los cuales se des-
criben a continuacion.

1.1.2. Sistema oscilador de Chen

El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que representan el sistema de
Chen es el siguiente:

x=a(y—x) (1.4)
y=(c—a)x—xz+cy (1.5)
X =xy—bz (1.6)

Los valores de las constantes son: a = 35, b = 3 y ¢ = 28 [15-17]. Los retratos
fase obtenidos de este sistema con los valores de las constantes antes mencionadas se
muestran en la Fig. 1.3.

14 Universidad Auténoma de San Luis Potosi



Sistemas osciladores cadticos

x x y

(a) plano-xy (b) plano-xz (c) plano-yz

Figura 1.3: Retratos fase del sistema oscilador de Chen.

1.1.3. Sistema oscilador de Lii

El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que representan el sistema de
Lii [18] es el siguiente:

x=a(y—x) (1.7)
y=—xz+cy (1.8)
Z=xy—bz (1.9)

Los valores de las constantes son: a = 36, b = 3y ¢ = 20 [19]. Los retratos fase obte-
nidos de este sistema con los valores de las constantes antes mencionadas se muestran
en la Fig. 1.4.

(a) plano-xy (b) plano-xz (c) plano-yz

Figura 1.4: Retratos fase del sistema oscilador de Lii.

1.1.4. Sistema oscilador de Rossler

El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que representan el sistema de
Rossler [20] es el siguiente:
X=—-y—z (1.10)

Instituto de Investigacién en Comunicaciéon Optica 15



Capitulo 1. Marco Tedrico

y=x+ay (1.11)
z=b+z(x—c¢) (1.12)

Los valores de las constantes son: 2 = 0.4, b = 2y ¢ = 4 [21]. Los retratos fase obte-
nidos de este sistema con los valores de las constantes antes mencionadas se muestran
en la Fig. 1.5.

(a) plano-xy (b) plano-xz (c) plano-yz

Figura 1.5: Retratos fase del sistema oscilador de Rossler.

A diferencia de los osciladores derivados del sistema de Lorenz, donde la no-linealidad
estd dada por una multiplicaciéon de los estados. Existen otros osciladores en los cuales
la no-linealidad viene dada por una funcién partida, un ejemplo de ello, es el sistema
de Chua, el cual se describe a continuacién.

1.1.5. Sistema oscilador de Chua

El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que representan el sistema de
Chua [22] es el siguiente:

t=a(y—x— f(x)) (1.13)
J=x—y+z (1.14)
z=—By (1.15)

donde f(x) esta dada por la funcién partida:

bx4+a—b si x>1
flx) = ax si |x| <1 (1.16)
bx—a+b si x< —1

Los valores de las constantes son: « = 9, B = 12%, a= —% yb = —; [15-17]. Los
retratos fase obtenidos de este sistema con los valores de las constantes antes mencio-
nadas se muestran en la Fig. 1.6.

16 Universidad Auténoma de San Luis Potosi



Andlisis actistico a osciladores cadticos

(a) plano-xy (b) plano-xz (c) plano-yz

Figura 1.6: Retratos fase del sistema oscilador de Chua.

Como se mencioné anteriormente, debido al impacto que estos sistemas han teni-
do en la ciencia e ingenieria han sido motivo de diversos estudios. Uno de ellos es el
analisis actstico, del cual surge la motivacion para realizar esta investigacion. Por lo
tanto, dicho anélisis se detalla a continuacion.

1.2. Analisis actstico a osciladores caéticos

El andlisis actstico a distintos sistemas cadticos (sistema de Lorenz, Rossler, Chua,
Chen y Lii) es realizado a través de sus circuitos equivalentes [6]. Para obtenerlos, se
toman como base los sistemas de ecuaciones diferenciales descritos en la seccién 1.1y
son escalados para su implementacion electrénica.

De estos, se obtienen sefiales de voltaje de cada uno de los estados de los sistemas,
dichas sefiales analégicas son grabadas mediante una tarjeta DSP de audio, adqui-
riendo el sonido de forma digital mediante el programa Logic Pro X y guardados en
formato WAV. Posteriormente, dichas sefiales sonoras fueron analizadas mediante sus
series de tiempo, su respuesta en frecuencia y su frecuencia tonal [6]. En este trabajo
solo nos enfocaremos en el andlisis de su respuesta en frecuencia, en particular, sobre
el sistema de Lorenz. Ya que el resultado obtenido es la motivacién principal de este
estudio.

La figura 1.7 muestra la respuesta en frecuencia de los estados x, y y z del sistema
de Lorenz. El estado z presenta un pico significativo de amplitud alrededor de 1KHz,
después del cual la sefial es amortiguada. Los estados x y y presentan un comporta-
miento similar al del estado z, por debajo de una frecuencia determinada (alrededor de
1 kHz), la sefial es amplificada, mientras que por encima de dicha frecuencia, es decir,
superior a 1 kHz , la sefial es amortiguada. Este tipo de comportamiento corresponde
al de un filtro lineal pasa-bajas.

Instituto de Investigacién en Comunicaciéon Optica 17
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Lorenz system

100 T T : : : . —r——
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Figura 1.7: Respuesta en frecuencia de los estados x, ¥ y z del sistema de Lorenz.

Por lo tanto, en la siguiente seccioén se detalla el concepto de filtros lineales y sus
configuraciones bdsicas.

1.3. Filtros Lineales

Un filtro es lineal si cumple el principio de superposicién. Es decir, si se tienen las
entradas f1(t) y f2(f) que al pasar por el filtro por separado se convierten en g1 (t) y
22(t) respectivamente. El filtro es lineal si cumple que f = a1 f1(t) + a2 f>(t) se convier-
teen g = a191(t) + 2292 (t) después de pasar por el filtro [23,24].

Dependiendo de su respuesta en frecuencia, se pueden dividir principalmente en
filtros pasa-bajas, pasa-altas, pasabandas y rechazabandas. La Tabla 1.1, muestra sus
gréficas caracteristicas ideales.

18 Universidad Auténoma de San Luis Potosi



Filtros Pasa-bajas

| Filtro | Grafica | Filtro \ Gréfica |
dB dB
Pasa-bajas Pasabandas
0 fcorte f of fy f2 f
dB dB
Pasa-altas Rechazabandas
0 f:orte f 0 fl 2 f

Tabla 1.1: Tabla de filtros con base a su respuesta en frecuencia.

Este trabajo estd basado en los filtros pasa-bajas, en particular, los de primer orden
activos y pasivos. Por lo que a continuacién se detallan. Una forma simple de generar o
disefiar un filtro pasa-bajas pasivo de primer orden es con base en una resistencia (R) y
un capacitor (C). La Fig. 1.8 muestra el diagrama esquematico del circuito equivalente.
Su ecuacién diferencial y funcién de transferencia son las siguientes:

1

Dout = R(Uz’n - vout) (1.17)

Vout _ 1
Vv 14 RCs

Donde v;;, y vout son la entrada y salida de voltaje, respectivamente.

(1.18)

W " Vout

i

IC

Figura 1.8: Diagrama esquematico de un filtro pasa-bajas de primer orden pasivo.

Por otro lado, para obtener un filtro pasa-bajas de primer orden activo, se agrega
una etapa de amplificacién (ganancia) a un filtro pasa-bajas de primer orden pasivo.
La Fig. 1.9 muestra el diagrama del filtro activo utilizando un filtro pasa-bajas pasi-
vo de primer orden y un amplificador operacional en modo no-inversor. Su ecuacién
diferencial y su funcién de transferencia son las siguientes:

. 1 Rs +R
Vout - R [(SR—SJ[) Vm - Vout} (1-19)
v R5+Rf
out R
= s 1.2
Vi, 1+ RCs (120)

Instituto de Investigacién en Comunicaciéon Optica 19
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Rs Rf

V. R Vout
in

Figura 1.9: Diagrama esquemaético de un filtro pasa-bajas de primer orden activo.

Como se mencion6 anteriormente, el concepto principal es asociar los filtros linea-
les con los sistemas osciladores no-lineales. Para ello, se inicia con el estudio de oscila-
dores lineales asociados con filtros. Los osciladores lineales LC con retroalimentacién
cuentan en su estructura con una red tipo filtro, por lo tanto, se realiza una descripcion
de estos en la siguiente seccion.

1.4. Osciladores lineales con retroalimentacion

Existen diferentes tipos de osciladores electrénicos que pueden generar sefiales cua-
dradas, triangulares y sinusoidales [25-27]. Los osciladores que generan sefiales sinu-
soidales son también llamados osciladores armoénicos, algunos de estos cuentan en su
estructura con una red de retroalimentacion. En el trabajo de Kazimierczuk y Murthy-
Bellur [8] se detalla una metodologia para el disefio de osciladores arménicos LC con
retroalimentacion, el cual, estd basado en la condicion matematica conocida como cri-
terio de Barkhausen [27]. Por lo tanto, a continuacién se detalla la configuracién bésica
de un oscilador harménico con retroalimentacion y el criterio de Barkhausen.

El diagrama bésico de un oscilador se muestra en la Fig. 1.10, cuya ganancia a lazo
cerrado Ay esta dada por [8]:
vw A A
v 1-BA  1-T

Af= (1.21)

| A

Vi L B

Figura 1.10: Diagrama de bloques de un oscilador.
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Osciladores lineales con retroalimentacion

La condicién para un oscilador de estado estacionario a la frecuencia de oscilacién
fo esta dada por:

T(fo) = B(fo)Afo) =| T(fo) | 970) =1+ (0 x ) (1.22)

El criterio de Barkhausen es una condicién matemaética para determinar cuando un
circuito lineal electrénico oscila. Es aplicado para circuitos lineales con retroalimenta-
cion solamente [8,27,28].

El criterio de Barkhausen para la magnitud de un oscilador de estado estacionario
a una frecuencia de oscilacion f,, y para la fase estdn dadas respectivamente por:

| T(fo) |=1, ¢(fo) = 04 360° (1.23)
El criterio para la parte real y la parte imaginaria son respectivamente:

Re(T(£,)) =1, Im(T(f,)) =0 (1.24)

Un tipo de circuito que cumple lo anterior, son los circuitos LC con retroalimenta-
cién, como el oscilador de Colpitts y sus derivados [8]. Este tipo de circuitos cuenta
con una red tipo filtro en su etapa de retroalimentacién (). La Fig. 1.11 muestra el
diagrama del circuito del oscilador de Colpitts.

Figura 1.11: Diagrama esquemadtico del circuito equivalente al oscilador de Colpitts.

Del ejemplo anterior, se puede observar el filtro LC en la etapa de retroalimentacion.
Ademads de la etapa de ganancia por medio del amplificador inversor. Por lo tanto, se
realiza un andlisis dindmico a través del espacio de estado a estos osciladores, el cual
se presenta en el siguiente capitulo.

Instituto de Investigacién en Comunicaciéon Optica 21






Capitulo 2

Anadlisis dinamico a los osciladores
lineales con retroalimentacion

En este capitulo se detalla el anélisis dindmico realizado a dos tipos de osciladores
armonicos con retroalimentacion. Para ello, se obtiene su representacion en el espacio
de estado a partir de sus ecuaciones diferenciales, se calcula el polinomio caracteristico
y sus eigenvalores. Con base en ellos y la teorfa de sistemas dindmicos se obtienen con-
diciones de oscilacion para su disefio. Posteriormente se comparan dichas condiciones
con la condicién que se obtiene por medio del criterio de Barkhausen, con lo cual el
andlisis dindmico se muestra como un complemento a este criterio y una herramienta
mas para el disefio de este tipo de osciladores.

2.1. Anadlisis dindmico

En esta seccion se detalla el andlisis dindmico, para ello, se consideran circuitos osci-
ladores armonicos LC de tres-estados. Estos tienen el siguiente conjunto de ecuaciones
diferenciales:

X(t) = a1x + apy + asz,
y(t) = asx + asy + aez, 2.1)
Z(t) = ayx + agy + agz.

Los eigenvalores (A) y su polinomio caracteristico son calculados de la matriz A
(Ec.2.2), con det(A — AI) = 0 [29], donde I es una matriz unitaria de dimension 3 x 3;
x,yy z son los estados en el dominio del tiempo y finalmente de a; a a9 son constantes
del sistema.
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a dz 4as
A= as a5 ag |. (2.2)

ay dg dg

El polinomio caracteristico es el siguiente:

A3 + oA +ash +ag =0, (2.3)

Donde «; son los elementos caracteristicos del sistema. Los eigenvalores A proveen
informacién acerca del comportamiento del sistema. Por ejemplo, si los eigenvalores
tienen parte real negativa, entonces el sistema es amortiguado. Por otra parte, si los ei-
genvalores tienen parte real positiva, el sistema es inestable o divergente. Para obtener
un sistema oscilatorio, los eigenvalores deben tener parte imaginaria solamente, esto
es:

A =0, A3 = £, (2.4)

Donde § es la parte imaginaria . Debido a esto, el termino independiente del poli-
nomio caracteristico a4 debe ser cero (ag = 0) [29]. En la siguiente seccion se presenta
la aplicacién de esta teoria.

2.2. Analisis dinamico aplicado a circuitos osciladores ar-
monicos LC
En esta seccién se analiza el oscilador de Colpitts y un oscilador derivado de este

(input tapped capacitor), los cuales satisfacen el criterio de Barkhausen. Dicho anadlisis
se realiza a través de eigenvalores, obteniendo condiciones de oscilacién.
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2.2.1. Oscilador de Colpitts
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Figura 2.1: Diagrama esquematico del oscilador de Colpitts con asignacién de corrientes para su analisis.

En la Fig. 2.1 se presenta el diagrama esquematico del oscilador de Colpitts. A tra-
vés de un andlisis nodal se obtienen las siguientes ecuaciones:

h+Is=5L+13 L=I-+1,

. . (2.5)
L =GV, I.=CV
Donde la corriente del inductor I} = I3,y
I = R_f' (2.6a)
Y 2.6b
=z (2.6b)

Para iniciar con el andlisis dindmico aplicado al oscilador de Colpitts, se consideran
dos casos:

= Caso I: Utilizando las Ecs. (2.5) y (2.6a), la dindmica del circuito de Colpitts es
modelado a través del siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales:

V= — L

(N N

. Vo I I

Vo = — _Lri5 2.7
"TGR G G @7
I = —-L 420

L Lt

La representacion interna del sistema (2.7) es:
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: 1 1

Vs CiRs _01 9 4 01

VO = 0 GR; G Vo + I5 G . (2.8)
I F 1 0 Ir 0

En la respuesta forzada de (2.8), la corriente del amplificador operacional (I5) es
descartada debido a que la dindmica del sistema es gobernada solo por la matriz
de estados. Por lo tanto, el polinomio caracteristico de esta matriz es:

1 1 1 1 1

3 2

A +A <C1RS + CzRf> +4 (C1C2R5Rf + G L + ClL)
1 1

T CGIR. T O GLR, 23)

Considerando que el circuito no debe tener amortiguamiento, el termino inde-
pendiente debe ser cero, esto es:

R;+R
ST . (2.10)
C1CLR.R;

Lo anterior define la primera condicién de oscilacion. Sustituyendo (2.10) en (2.9)
se obtienen los siguientes eigenvalores:

M=0, Ag=-—pE,/p>—¢% (2.11)

Donde p= (ClRS +C2Rf)/(2C1C2RSRf),yq = (L—i-RSRf(Cl + Cz))/(C1C2LR5Rf).

De acuerdo al andlisis a través de sus eigenvalores, A, y A3 deben tener solo parte
imaginaria. Por lo tanto, se llega a la siguiente condicion de oscilacién:

CiRs + CzRf -

= 2.12
2C1C2R5Rf ( )

La Ec. (2.12) puede ser reducidaa —R¢/Rs = C;/C;, 1a cual es igual a la ecuacion
que satisface la condicién de magnitud del criterio de Barkhausen para el circui-
to de Colpitts, es decir, R/ Rs; = C1/C,. La resistencia negativa puede explicarse
por el método resistencia-conductancia [30]. Este método analiza osciladores ar-
monicos que cuentan con una resistencia negativa. Su circuito es separado en
un puerto activo (etapa de amplificaciéon A) y otro puerto para determinar fre-
cuencia (etapa de retroalimentacién f) justo como se muestra en la Fig. 1.10. En
resumen, en este caso se obtienen dos condiciones de oscilacién por medio del
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analisis con base en sus eigenvalores. La primera es la Ec. 2.10,mientras que la
segunda es 2.12. Esta dltima condicién coincide con la condicién de magnitud de
Barkhausen.

= Caso II: Para este caso se consideran las Ecs. 2.5 y 2.6b para obtener el siguiente
sistema:

R
f N Cle Cll
Vo = Vi L 55 (2.13)
GR. C G
. Ve v
Y

Considerando el polinomio caracteristico de 2.13 y que la parte del eigenvalor
complejo debe ser cero, entonces el producto C1Rs debe ser mas grande que la
unidad. Esto implica las siguientes dos condiciones de oscilacién:

1 Ci1+ G

R S GoL CiRs > 1. (2.14)

Cabe hacer notar, que se obtienen diferentes condiciones de oscilacién comple-
mentarias a las del caso anterior.

2.2.2. Oscilador Input tapped capacitor

De manera similar que en la subseccién anterior, llevamos a cabo un anélisis nodal
para el oscilador input tapped capacitor [8] (Fig. 2.2). Obteniendo el siguiente conjunto
de ecuaciones:

Figura 2.2: Diagrama esquemadtico del oscilador Input tapped capacitor.
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h=h+1, L=IL+I
Iy =GV, L=I.=CV%-CGVf,

(2.15)
Ve=LI L = E
f - L, 1 — ZT/
Donde Zr es la impedancia total dada por Zr = C1Rs/(C1 + C2), ¥
Vo=V
L = ORf f, (2.16a)
b= 2.16b
2= R (2.16b)

Considerando las Ecs. 2.15, 2.16a y 2.16b, se divide el andlisis en dos casos, los
cuales se presentan a continuacion.

= Caso I: Usando las Ecs. 2.15 y 2.16a, la dindmica del oscilador es modelada por el
siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales:

) V. Rf—Z7 Ci+C
Vo= Uy (R (GG,
CzRf CZRJFZT GG

. V Rf—Z I
Vo= —2 4+, [ L—2T) - L (2.17)
CoR f CR fZT @)
. Vs
I =-L
FTL
A través del andlisis de sus eigenvalores se llega a las siguientes condiciones de
oscilacién:
C1Rs
Ry = , 2.18
T a+q (219)
% =0, locualimplicaque C; = —C,. (2.19)

Al sustituir la Ec. 2.19 en 2.18 se obtiene la condicién del criterio de Barkhausen,
Rf = —CzRS/(Cl + Cz).
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= Caso II: Considerando las Ecs. 2.15 y 2.16b, el modelo matematico del sistema es:

V. — _Vf Vo I Ci+ G
f - — 1L ’
Cst CzZT C1C2

, Ve W I

_ _ L 2.20
W=er "6z & (220
. Vf
IL —_— f.

En este caso, la condicién de oscilacion es obtenida si C;Rs > 1. Una vez mas,
como en el caso II del oscilador de Colpitts, se genera una condicién de oscilaciéon
complementaria.

2.3. Simulacion de los osciladores armoénicos LC, resulta-
dos y discusion

La simulacién de los circuitos osciladores se llevé a cabo por medio del software
MULTISIM 11.0. Para esto se consideraron tanto el criterio de Barkhausen y el andlisis
dindmico. La simulacién ilustra como la condicién de oscilacién complementaria mejo-
ra el comportamiento del circuito. Se seleccionaron los valores de los distintos elemen-
tos pasivos de tal forma que satisfagan las condiciones antes mencionadas. Ademas,
ya que una sefial puramente senoidal presenta un solo pico de amplitud en su espec-
tro de frecuencias, se obtiene el espectro de la sefial de salida Vj para verificar que se
comporte como una sefial sinusoidal.

2.3.1. Simulacidn del circuito oscilador de Colpitts

Los valores de los diferentes componentes pasivos del circuito oscilador de Col-
pitts (Fig. 2.1) se muestran en la Tabla 2.1. Los valores de la segunda columna fueron
obtenidos considerando la condicién de magnitud del criterio de Barkhausen R f /Rs =
C1/Cy. De esta forma, se tiene una ecuacién con 4 incégnitas (R £ Rs, G and (), por
lo que es necesario fijar tres de ellas. C;, C; y Rs son seleccionadas acorde a valores
comerciales. De tal forma que se obtenga una solucion simple para Ry, se selecciona
C1 = G2y Ry = Rs. Finalmente, se fija el inductor L de tal forma que se obtenga fo
alrededor de 1kHz.

Por otro lado, como resultado del andlisis dindmico (Caso I y Caso II), se obtuvie-
ron los valores de la tercer columna de la Tabla 2.1 a través de las Ecs. 2.10, 2.14 y
—R¢/Rs = C1/C,. Con la finalidad de cambiar lo menos posible y mantener fo, se
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seleccionan los mismos valores de Cy, C; y L que en el caso previo. Con lo anterior, se
seleccionan Ry y R de tal forma que satisfagan las condiciones mencionadas.

Criterio de Barkhausen | Anélisis dindmico
Caso I and Caso 11
R; 1kO) 1IMQ)
Ry 1kQO) 1IMQ)
Cy 10uF 10uF
(@) 10uF 10uF
L 4.75mH 4.75mH
fo 1.03kHz 1.03kHz

Tabla 2.1: Parametros obtenidos a través del criterio de Barkhausen y el anélisis dindmico para el circuito
oscilador de Colpitts.

La Fig. 2.3(a) muestra la sefial Vj utilizando los valores obtenidos a través del cri-
terio de Barkhausen (segunda columna de la Tabla 2.1). Se observa que Vp no es una
seflal armonica ni oscilatoria. Lo anterior es reafirmado a través de su espectro de fre-
cuencias, el cual se muestra en la Fig. 2.3(b). Este es un ejemplo de un circuito que
satisface el criterio de Barkhausen pero no oscila.
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Figura 2.3: Resultados del oscilador de Colpitts satisfaciendo el criterio de Barkhausen: (a) Sefial de sa-
lida V) a través de un osciloscopio (escala vertical 50V /div, escala horizontal 100ms/div). (b) Espectro
de frecuencias.

Por otro lado, la Fig. 2.4(a) muestra el voltaje de salida V, considerando los valores
obtenidos por medio del andlisis dindmico (tercer columna de la Tabla 2.1). Se apre-
cia, que Vj es una sefial armonica (sinusoidal), cuyo espectro cuenta con un solo pico
de amplitud a la frecuencia fundamental (Fig. 2.4(b)). Ademds, la frecuencia obtenida
en la simulacién es igual a la tedrica. Lo anterior se observa a través de su espectro,
localizando la frecuencia a la cual ocurre el pico de amplitud.
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Figura 2.4: Resultados del oscilador de Colpitts satisfaciendo el analisis dindmico (Caso I y II): (a) Sefial
de salida Vj a través de un osciloscopio (escala vertical 5V /div, escala horizontal 1ms/div). (b) Espectro
de frecuencias.

A pesar de cumplir el criterio de Barkhausen, el circuito no oscila. Sin embargo,
usando todas las condiciones obtenidas del analisis dindmico, el circuito oscila con
una frecuencia precisa.

2.3.2. Simulacidn del circuito oscilador input tapped capacitor

Aplicando la condicién del criterio de Barkhausen (R = —CaRs/(C1+Cy)) enel
oscilador de la Fig. 2.2, los valores de los distintos elementos pasivos mostrados en
la segunda columna de la Tabla 2.2 son obtenidos. Como en la subseccién anterior, se
tiene una ecuacién con 4 incégnitas, por lo tanto, se fijan los valores de C; y L iguales a
los de la subseccién anterior. C; y Rs se escogen para que satisfagan la condicién y a su
vez, obtener valores comerciales para Ry resultando en una f, diferente al caso visto
en la subseccién anterior.

Para obtener los valores de la tercer columna de la Tabla 2.2 se consideran las Ecs.
2.18, 2.19 y C;Rs > 1. Nuevamente, los elementos pasivos L, C; y C; se fijan para
obtener fy alrededor 1kHz, pero sin cambiar el inductor. Finalmente, las resistencias
Rs y Ry se eligen de tal forma que satisfagan las condiciones y a su vez, sean valores
comerciales.
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Criterio de Barkhausen | Analisis dindmico
Caso I and Caso II
R 2MQO) 2MQ)
Ry 181.818k() 1IMQ)
G 10uF 10uF
@) 1uF 10uF
L 4.75mH 4.75mH
fo 2.42kHz 1.03kHz

Tabla 2.2: Parametros obtenidos a través del criterio de Barkhausen y el anélisis dindmico para el circuito
oscilador input tapped capacitor.

En la Fig. 2.5(a) se presenta el voltaje de salida V{ cuando se cumple el criterio
de Barkhausen. La forma de onda de Vj es una sefial armonica distorsionada a una
frecuencia de fy = 2.29 kHz, la cual es ligeramente diferente a la tedrica. Esto también
se aprecia en su espectro de frecuencias (Fig. 2.5(b)), en el cual presenta cuatro picos de
amplitud. El primer y mayor pico de amplitud se presenta a la frecuencia fundamental
que esta alrededor de 2.2 kHz, mientras los otros picos de amplitud indican una sefial
sinusoidal distorsionada.
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Figura 2.5: Resultados del oscilador input tapped capacitor satisfaciendo el criterio de Barkhausen: (a)
Sefial de salida Vj a través de un osciloscopio (escala vertical 10V /div, escala horizontal 5005/ div). (b)
Espectro de frecuencias.

De forma similar, la Fig. 2.6(a) describe el voltaje de salida Vj utilizando los valores
de la tercer columna de la Tabla 2.2 (anélisis dindmico). La forma de onda de Vj es una
sefial armonica a una frecuencia precisa de oscilaciéon fy = 1.03 kHz. Su espectro (Fig.
2.6(b)) presenta dos picos de amplitud, el primero y de mayor magnitud se localiza
a la frecuencia fundamental (alrededor de 1.03 kHz), mientras que el segundo tiene
una minima contribucién debido a su pequefia amplitud. Esto indica que se tiene una
sefial sinusoidal menos distorsionada al cumplir las condiciones obtenidas del anélisis
dindmico que por las obtenidas solamente por el criterio de Barkhausen.
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Figura 2.6: Resultados del oscilador input tapped capacitor satisfaciendo el anélisis dindmico (Caso Iy
II): (a) Sefial de salida Vj a través de un osciloscopio (escala vertical 5V /div, escala horizontal 1ms/div).
(b) Espectro de frecuencias.

En este oscilador, al solo satisfacer el criterio de Barkhausen se produce una sefial
sinusoidal armoénica con una frecuencia imprecisa. Por otro lado, al cumplir las condi-
ciones obtenidas mediante el anélisis dindmico, se produce una sefial sinusoidal con
menor distorsién y una frecuencias de oscilacion precisa.

2.4. Implementacion del circuito oscilador input tapped
capacitor

Con la finalidad de confirmar los resultados, se realiza la implementacién electré-
nica del oscilador input tapped capacitor. De la misma forma que en la simulacién se
utilizan dos circuitos, uno con los valores de la segunda columna de la Tabla 2.2 corres-
pondiente al criterio de Barkhausen. Mientras que el otro circuito utiliza los valores de
la tercera columna de la Tabla 2.2 correspondientes al analisis dindmico.

Para realizar la implementacién se utilizé la fuente de alimentacién de corriente
directa BK Precision modelo 1760A y el amplificador operacional LM148. Para obtener
las graficas de Vj y su espectro de frecuencias se utilizé el osciloscopio RIGOL modelo
DS1102E.

El voltaje de salida Vj y su espectro de frecuencia cumpliendo la condicién del cri-
terio de Barkhausen son presentadas en las Figs. 2.7(a) y 2.7(b) respectivamente. La
forma de onda de la sefial V| es similar a la obtenida en la simulacién, ademads su fre-
cuencia de fp = 2.29 kHz estd cercana a la frecuencia obtenida en la simulacién. Su
espectro muestra varios picos de amplitud, lo cual indica una sefial sinusoidal distor-
sionada.
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RIGOL STOF i L3 8 .8auL) RIGOL T°C El a.a6ul)

Aus A .BABES

(b)

Figura 2.7: Resultados de la implementacién electrénica del oscilador input tapped capacitor satisfacien-
do el criterio de Barkhausen: (a) Sefial de salida Vj a través de un osciloscopio (escala vertical 5V /div,
escala horizontal 100us/div). (b) Espectro de frecuencias.

Por otro lado, las Figs. 2.8(a) y 2.8(b) presentan la sefial V}) y su espectro respectiva-
mente, utilizando el andlisis dindmico (Caso I y Caso 1I). La sefial V) tiene una frecuencia
de 976.6 Hz, la cual no coincide con la obtenida tedricamente y la simulada. Esta dife-
rencia se atribuye a los valores de tolerancia de los distintos elementos pasivos, pero
se considera dentro del error permisible. Por otro lado, su espectro muestra un pico de
amplitud significativo, lo cual indica una sefial sinusoidal con menor distorsién que la
obtenida en la etapa de simulacién.

RIGOL STOP i 2 d 8 .aauL) RIGOL T'O El a.aul)

Time : = A= Bus O+8.0AGES

Figura 2.8: Resultados de la implementacién electrénica del oscilador input tapped capacitor satisfa-
ciendo los Casos I y II: (a) Sefial de salida Vj a través de un osciloscopio (escala vertical 1V /div, escala
horizontal 200us/div). (b) Espectro de frecuencias.

2.5. Conclusiones

A través de un andlisis dindmico se determinan condiciones necesarias y suficientes
para la oscilacién de circuitos arménicos LC. Con este andlisis se obtienen la condiciéon
de magnitud del criterio de Barkhausen (Caso I) y una condicién complementaria (Ca-
so II) para cada unos de los osciladores armoénicos LC. Estas permiten obtener oscila-
ciones con una mejor forma de onda y una frecuencia mucho mas precisa.
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Capitulo 3

Diseno de sistemas caoticos con base en
filtros pasa-bajas

En base a los sistemas caéticos vistos en el capitulo uno, se observa que sus ecuacio-
nes diferenciales tienen una estructura similar a la ecuacién de un filtro pasa-bajas, por
lo que se propone una metodologia para el disefio de los circuitos electrénicos equi-
valentes a dichos sistemas cadticos. Para ello, es necesario un ajuste en las ecuaciones
diferenciales con la finalidad de usar dispositivos electrénicos comerciales.

3.1. Diseiio electronico del sistema de Lorenz

Se toma como base el modelo de tres ecuaciones diferenciales del sistema de Lo-
renz (Ecs. 1.1, 1.2 y 1.3,) y se obtienen las ecuaciones diferenciales a partir del circuito
disefiado por el Sr. Corron (Fig. 1.2), las ecuaciones obtenidas son las siguientes:

% = 10000(y — x) (3.1)
o 100000 .
y = 1000 [ 10Rx (3x — xz) y} (3.2)
- Xy
2 = 2560 ( o z) (3.3)

La Ec. 3.1 correspondiente al estado x presenta una estructura similar a la de un
filtro pasa-bajas pasivo de primer orden (1.17). Por lo tanto, se realiza una igualdad
entre ambas ecuaciones: (1/RC)(vj, — vour) = 10000(y — x), donde voyt = Xy v;, = V.
Obteniendo la siguiente ecuacion:

1
R:Cy’
donde Ry y C, son la resistencia y el capacitor del filtro pasa-bajas, respectivamen-
te. Para resolver la Ec. 3.4 se fija Cy = 0.01 uF con lo que se obtiene R, = 10 k). De

10000 = (3.4)
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esta forma se obtiene el circuito de la Fig. 3.1.

Figura 3.1: Diagrama esquematico del circuito equivalente a la primera ecuacién de Lorenz con base en
filtros pasa-bajos.

Pasando a la Ec. 3.2 correspondiente al estado y, presenta una estructura similar
a las de un filtro pasa-bajas activo de primer orden (Ec. 1.19). Al comparar estas dos
ecuaciones ((1/RC)([(Rs + R/ Rs) Viy — Vour]) y 1000 [(100000/10RR) (3x — xz) — y]), el voltaje de
entrada del filtro debe ser V;;, = 3x — xz. Dicho voltaje se obtiene a través de un mul-
tiplicador AD633 [31]. Con base en lo anterior se propone el circuito de la Fig. 3.2 y su
ecuacion diferencial es la siguiente:

.1 RRr + Ryy
Y= R,C, K 10Rx ) (3x —xz) — y} (3.5)
Ry
Re
|
X ADG633
1 Ry
3y 1= Y
-||—||+7 n W
a—v c
2 ¥

I

Figura 3.2: Diagrama esquematico del circuito equivalente a la segunda ecuacién de Lorenz con base en
filtros pasa-bajos.

La Ec. 3.5 se comparan con la Ec. 3.2 obteniendo las siguientes condiciones:

1
——— = 1000 (3.6)
RyCy

Rr+ Ry, 100000 (3.7)

10Rg 10Rg '

Para resolver la Ec.3.6 se fija C;, = 0.01 uF obteniendo R, = 100 k(). En la Ec. 3.7 se
fija Rf, = 100 k€2 con la finalidad de mantener el mismo orden en las resistencias y se
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mantiene Rr como una resistencia variable como ajuste del circuito.

Pasando a la ecuacioén del estado z (Ec. 3.3), ésta presenta la estructura de un filtro
pasa-bajas activo de primer orden. Este es muy similar al caso de la segunda ecuacién,
donde es necesario utilizar un multiplicador AD633. Con dicho multiplicador se obtie-
ne el voltaje de entrada V;,, = xy. Con base en lo anterior se propone el circuito de la
Fig. 3.3 y su ecuacion diferencial es la siguiente:

. 1 Rsz + sz
I RG K 10R.- ) Y _Z} .
Rsz Rfz
1|
AD633

Xo—x Rz

|||_ w7 Z
Yen L

I—] 2 Es

I

Figura 3.3: Diagrama esquematico del circuito equivalente a la tercera ecuacién de Lorenz con base en
filtros pasa-bajos.

Comparando la Ec. 3.3 con la ecuacién del circuito propuesto (Ec. 3.8) se obtienen
las siguientes condiciones:

1
=2 9
RC. 560 (3.9)
Rsz + sz 1
= Nl
10R,;, 2.56 (3.10)

Enla Ec. 3.9 se fija C; = 0.01 uF y se obtiene R,; = 10 k(). Con base en la Ec. 3.10 se
obtiene R; =39 kQ 'y Ry, = 29 kQ).

Por ultimo, se conectan los tres circuitos equivalentes a cada una de las ecuaciones
para obtener el circuito equivalente al sistema de Lorenz con base en filtros pasa-bajas,
el cual se muestra en la Fig 3.4.
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X
|||—

[+ i

Figura 3.4: Diagrama esquematico del circuito equivalente al sistema de Lorenz con base en filtro pasa-
bajas de primer orden.

0.01uF

3.2. Diseiio electronico del sistema de Chen

Siguiendo la misma metodologia propuesta para el sistema de Lorenz, se toma co-
mo base el modelo de tres ecuaciones diferenciales del sistema de Chen (Ecs. 1.4,1.5y
1.6,). Con la finalidad de representar los estados como voltajes y que no saturen a los
amplificadores operacionales, se realiza un escalamiento para los estados X = x/+/ke,
Y = y/vke, Z = z/kc y el tiempo t = 7/T, siendo T una unidad de tiempo [32]. Con
lo anterior se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales escalado:

dX
-_— = — A1
TdT a(Y — X) (3.11)
ay
TE =(c—a)X —keXZ+cY (3.12)
dz 1
T2 =XY-bZ=1b (EXY - z) (3.13)

La ecuacién 3.11 corresponde a la de un filtro pasa-bajas pasivo de primer orden
(Ec. 1.1). Por lo que la frecuencia de corte estara dada por 1/RxCx = a/T, donde Ry
y Cy son la resistencia y el capacitor respectivamente. De esta forma se obtiene el si-
guiente circuito equivalente a la Ec. 3.11, dicho circuito se muestra en la Fig. 3.5.

Y-—V\I\T-Rx chx

Figura 3.5: Diagrama esquematico del circuito equivalente a la primera ecuacién del sistema de Chen.
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La ecuacién del estado Y (2.8) es necesario adaptarla para obtener la estructura de
un filtro pasa-bajas activo de primer orden, por lo que la ecuacién queda de la siguiente

forma:
ay ¢ (c—a)X
-— = —— —kXZ+4+2Y ;=Y 14
dt T ({ c * } ) (3.14)
Por lo tanto, la sefial de entrada serd V;,, = {(c —a)X/c} —kXZ + 2Y. Para pro-
ducirla, se utiliza un amplificador operacional en modo sumador [23] y un multipli-
cador [31], ajustando los valores con las respectivas resistencias. La Fig. 3.6 muestra el
circuito propuesto y su ecuacion diferencial es:

dy _ 1 _Rfy{XZ_X(C—a)}_Rfy(_Y)_Y (3.15)
dt ~ R,Cy \ Ry |10 10c Ry '
Ra2y Rfy
AD633 YO\
R R1y
If— X2 R
z0—v1 W Yy i Y
— Y2 C
C-a — I ¥
C =

Figura 3.6: Diagrama esquemadtico del circuito equivalente a la segunda ecuacién del sistema de Chen.

Con1/R,Cy, =¢/T, Rfy/lORly =ky Rfy/Rzy =1, donde Ry y Cy son la resistencia
y el capacitor del filtro pasa-bajas, R, R1y y Rzy son las resistencias del sumador.

Finalmente, la ecuacion 3.13 tiene la estructura de un filtro pasa-bajas activo de pri-
mer orden (Ec. 1.19), por lo cual se propone el circuito mostrado en la Fig. 3.7. Para
obtener XY se utiliza el multiplicador AD633, con él se obtiene V;,, = XY /10 y toman-
do V,ut = Z se propone el circuito mostrado en la Fig. 3.7, su ecuacion diferencial es la
siguiente:

iz 1 Rs: + Rp\ XY
dt ~ R.C. K Rs: ) 10 Z] (316
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Rsz Rfz
|
AD633
X9—X1 R,
—x2 Z
ye—vi
p— Y2 Icz

Figura 3.7: Diagrama esquematico del circuito equivalente a la tercera ecuacion del sistema de Chen.

Con base en lo anterior e igualando la ecuacién del circuito propuesto con la Ec.
3.13 se obtienen las siguientes condiciones: (R;; + sz)/Rsz =1/by1/R.C, =b/T.
Donde R;, Rsz y Ry, son las resistencias del filtro activo y C; es el capacitor de dicho

tiltro. El circuito completo equivalente al sistema de Chen con base en filtros pasa-bajas
es el siguiente:

Rsz Rfz Ray J‘Rf\f R
! x AD633 YoM\
AD633 ®— X1 Ry R

Xxe—x1 z x2 m Ry y |~ i -y

—{x2 Y1 i} + Y
Yye—vi ¥ . e + Cy +

1 Y2 C-a = =

I —‘7[ : C —'=[ Rx x

™
Figura 3.8: Diagrama esquematico del circuito equivalente al sistema de Chen.
Donde R es la resistencia del Amplificador Operacional en modo inversor para una

ganancia unitaria. Por otra parte, se utilizaron amplificadores operacionales en modo
seguidor para desacoplar los circuitos de cada una de las ecuaciones.

3.2.1. Sistema de Lii

Para el sistema de Lii, se realiza la misma metodologia. Se escala el sistema de
ecuaciones (1.7, 1.8 y 1.9) de forma similar que en los anteriores casos, X = x/Vke,
Y=y/ \/E, Z =z/kcyt = t/T [14]. Obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones:

adX

i — 17
TdT a(Y — X) (3.17)
dy

az
TE =XY-bZ (3.19)
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Las ecuaciones escaladas del sistema de Lii 3.17 y 3.19 son similares a las ecuaciones
3.11 y 3.13 del sistema de Chen respectivamente. Por lo tanto, solo se plantea la Ec. 3.18
como filtro pasa-bajas pasivo de primer orden. Para ello, se toma V;,, = —(kXZ — 2Y),
el cual se obtiene por medio de una multiplicador AD633 y un amplificador opera-
cional en configuracion sumador. El circuito propuesto se muestra en la Fig. 3.9 y su
ecuacion diferencial es la siguiente:

day _ 1 {_{RfVXZ_Rny}_Y} (3.20)
dt RyCy 10R1y RZy
R2y Rfy
AD633 YO\

X.l: X1 R1y

— X2 R
z@—v1 W — W .-

|||— Y2

= Icv

Figura 3.9: Diagrama esquemadtico del circuito equivalente a la segunda ecuacién del sistema de Lii.
Con i = &, S8 — ky 8% — 1 Donde R, y C, son la resistencia y el capacitor
R,G, — T/ TR, — Y Ry = v YLy y p
del filtro respectivamente, R, Ry, y Ra, son las resistencias del sumador. El circuito
completo equivalente al sistema de Lii con base en filtros pasa-bajas es el siguiente:

Ray ARf\«r R
AD633 Y &)
X1
Ry R
X2 A R i &
Y1 w "A AFD_ 1 v + \'n\"‘ V
Y2 + +
= I cv =
= Rx x
3

Figura 3.10: Diagrama esquematico del circuito equivalente al sistema de Lii.

3.2.2. Sistema de Rossler

Nuevamente, se realiza el mismo escalamiento que en los casos anteriores a las 3
ecuaciones diferenciales del sistema de Rossler (1.10, 1.11 y 1.12). Obteniendo el si-
guiente sistema de ecuaciones:

dX
T =-Y-Z (3.21)

Instituto de Investigacién en Comunicaciéon Optica 41



Capitulo 3. Disefio de sistemas cadticos

ay
T— =X+aY 3.22
Ir +a (3.22)
dz b
TE =t Z(keX —c¢) (3.23)
Replanteando la Ec. 3.21 para adaptarla a la de un filtro se obtiene TdX/dt =
(=Y —Z+ X —X), donde V;;, = =Y — Z + X. El circuito propuesto se muestra en
la Fig. 3.11 y su ecuacién es la siguiente:
aX 1
- = Y-Z+X-X 3.24
= (re) Y-z+x-0) 624)
Rfx
Yol
Rfx Rfx
x4
Rfx

N |

= ch

Figura 3.11: Diagrama esquematico del circuito equivalente a la primera ecuacién del sistema de Rossler.

Se utiliza un sumador para obtener V;, = —Y — Z + X, para ello se seleccionan
todas las resistencias del sumador iguales Ry,. Con base en lo anterior se obtiene la
siguiente condicién: 1/RyCy = 1/T, donde Ry y Cy son la resistencia y el capacitor del
tiltro respectivamente.

La segunda ecuacion escalada 3.22 se reestructura para adaptarla a la del filtro pasa-
bajas, estoes: dY/dt = (1/T)[X+ (a+1)Y —Y].Se fija V;;, = (a+1)Y — (—X), con lo
cual se propone el siguiente circuito:

Figura 3.12: Diagrama esquematico del circuito equivalente a la segunda ecuacion del sistema de Rossler.
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Para obtener V}, se utiliza un amplificador operacional en modo restador, y junto
con el filtro se obtiene la siguiente ecuacién diferencial para el circuito propuesto:

ay 1 HM(RW + Ryy)Y (—X)RZV} _ y}

dt — R,C, || Riy(Rsy + Ray) Ry

Comparando esta ecuacion (EC. 3.25) condY /dt = (1/T)[X+ (a+1)Y — Y], se ob-
tienen las siguientes condiciones: (Ryy(R1, + Ray))/ (R1y(R3y + Rgy)) = a+1, Ry, /Ry =
1y 1/RyCy, = 1/T. Donde Ryy, Ray, R3y y Ryy son las resistencias del restador y Ry y
Cy son la resistencia y el capacitor del filtro respectivamente.

(3.25)

Finalmente, se replantea la Ec. 3.23 para que tenga la estructura de un filtro pasa-
bajas: T(dZ/dt) = c((b/kc*) +kXZ — Z)),Se toma V;,, = (b/kc?) + kXZ. Dicho voltaje
se obtiene a través de un multiplicador AD633 y un amplificador operacional en con-
tiguracion restador. Con base en lo anterior, se propone el circuito de la Fig. 3.13 y su
ecuacion diferencial es la siguiente:

d_Z _ 1 |:{ R4Z(Rlz + RZZ)VH _ (_xz)RZZ } _ Z] (3.26)
at R.C; Riz(R3; + Ryz) 10Ry; .
AD633
-X®—x1
—x R¢z R¢z
20— Y1
|||— Y2

Rz

Va R¢z A o7

C;
R¢z I

Figura 3.13: Diagrama esquematico del circuito equivalente a la tercera ecuacién del sistema de Rossler.

Comparando la Ec. 3.26 con T(dZ/dt) = c((b/kc?) + kXZ — Z)) se obtienen las si-
guientes condiciones: (Ry; (R1; + Ro;)V;)/ (R1z(Ra, + Ryz)) = b/ (kc?), (Rp)/ (10Ry,) =
ky1/(R,C;) = ¢/T.Donde Ry, Ry, R3; y Ry, son las resistencias del restador y se to-
maran igual a una resistencia R, de esta forma V; se utiliza como un voltaje de ajuste.
R; y C; son la resistencia y el capacitor del filtro respectivamente. El circuito completo
equivalente al sistema de Rossler con base en filtros pasa-bajas es el siguiente:
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Riy Ray
=X
Ray
Yy
R
AD633 .
-X@— X1 i 5
—x2 W W -
ze—v1 W[V =
p— Y2 =
Rfz
Va

Figura 3.14: Diagrama esquemadtico del circuito equivalente al sistema de Rossler.

Donde R es la resistencia del Amplificador Operacional en modo inversor para una
ganancia unitaria, se utilizaron amplificadores operacionales en modo seguidor para
desacoplar los circuitos equivalentes de cada una de las ecuaciones.

3.2.3. Sistema de Chua

En este caso, solo se realiza el escalamiento de las Ecs. 1.13, 1.14 y 1.15 realizando
la siguiente sustitucién: t = 7/T. El sistema de ecuaciones diferenciales obtenido es el
siguiente:

dX
dy
T =X-Y+7 (3.28)
az
T2E = —pY (3.29)

donde
bX4+a—-b si X>1

F(X) = aX si |X]| <1 (3.30)
bX —a+b si X< -1
Debido a que se utilizan amplificadores operacionales y transistor tipo JFET 2N3370

para implementar las funcién por partes F(X) y que dos de los pardmetros del sistema
de Chua son de valor negativo, se adaptan las Ecs. 3.27 y 3.30, con lo cual se obtiene:

44 Universidad Auténoma de San Luis Potosi



Diserio electronico del sistema de Chua

aX
TE =a(Y+ (a—b)F(X) —aX—X) (3.31)
X—-1si X>1
F(X) = 0 si |X]<1 (3.32)
X+1 si X<-1
Para obtener el circuito equivalente a la Ec. 3.31 con base en filtro pasa-bajas, se fija

Vin =Y 4 (a — b)F(X) — aX, con lo anterior se propone el circuito de la Fig. 3.15 y su
ecuacion diferencial es la siguiente:

dX 1 fo fo fo
—_— = ——Y - —=F ——X 3.33
dt (Rxcx)( Rix Roy 1(X) Rz ) ( )
Rix
vl
Ra2x Rfx
x o4y
Faf ).JW_;D Rx
1x
-‘W\{—_L—.X
= ch

Figura 3.15: Diagrama esquematico del circuito equivalente a la primera ecuacién del sistema de Chua.

Donde Riy, Rox, R3x y R fx son las resistencias del sumador, mientras que Ry y Ci,
son la resistencia y el capacitor del filtro respectivamente. Igualando la Ec. 3.33 con
la Ec. 3.31 se obtienen las siguientes condiciones: 1/(RxCyx) = a/T, —fo/Rlx =1,
—RfX/sz = (ﬂ — b) y —fo/Rgx = —4a.

Respecto a la funcién lineal por partes (Ec. 3.32), se implemento6 a través de am-
plificadores operacionales y transistores tipo JFET (2N3370) ya que estos funcionan a
través de voltaje, lo que facilita su implementacién. El circuito equivalente se muestra
en la Fig. 3.16.
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lep lep
AMA AMA

M
lep lep
i, Wy A A A
\—_=|__ R2fp  Rafp R\'::p L
I = m F1(x)
X022 Y
L1 it
_f\l+

Figura 3.16: Diagrama esquematico del circuito equivalente a la funcion partida F; (X).

Donde las resistencias de los sumadores son Ry, = 10k(2 para no obtener un esca-
lamiento o ganancia, y Ryf, = 1M() para el correcto funcionamiento de los amplifica-

dores operacionales y transistores JFET en modo comparador.

Pasando a la segunda ecuacién (3.28), se fija V;,, = X 4 Z, se obtiene la ecuacién de
un filtro pasa-bajas. Para obtener V;, se utiliza un sumador, por lo que se propone el
circuito de la Fig. 3.17 y su ecuacion diferencial es la siguiente:

dy 1
— =— | (X+Z-Y 3.34
o (Rycy)< +Z-Y) (334
Rfy Ry
X @4y, MW Fﬁv
Rfy - H
z J;I> jw‘rb- Ry y
+
= + YYY |ch

- I T

Figura 3.17: Diagrama esquematico del circuito equivalente a la segunda ecuacién del sistema de Chua.

Las resistencias Ry, son las resistencias del sumador y del inversor para no ob-
tener una ganancia, mientras que Ry, y C, son la resistencia y el capacitor del filtro
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respectivamente. Se igualan las Ecs. 3.34 y 3.28 para obtener la siguiente condicion:
1/(RyCy) =1/T.

Pasando a la tercera ecuaciéon del sistema escalado (3.29), se adapta para que tenga
la estructura de un filtro pasa-bajas, de tal forma se obtiene T‘;—f = -BY+Z—-Z
Tomando V;,, = Z — BY, se propone el circuito de la Fig. 3.18, su ecuacién diferencial

es la siguiente:

az 1 Ryz(Ry; + Raz) R3, )
az _ 73y _ g 3.35
dt (RZCZ) (Rlz(RZZ + Ryz) Ry, (3.35)
Rlz Raz
Yy
Raz —W\—_L—o z
z ¢,
Raz =

Figura 3.18: Diagrama esquematico del circuito equivalente a la tercera ecuacion del sistema de Chua.

Donde Ry, R2;, R3; y Ry, son las resistencias del amplificador operacional en modo
restador, mientras R, y C, son la resistencia y el capacitor del filtro respectivamente.
Comparando la Ec. 3.35 con T‘fi—f = —BY + Z — Z se obtienen las siguientes condi-
ciones: (Raz(R1; + R3z))/(R1z(Roz + Raz)) = 1, R3;/Ryz; = By 1/(R.C;) = 1/T. El
circuito equivalente al sistema de Chua con base en filtros pasa-bajas se muestra en la
Fig. 3.19.

Rix
J‘\flﬁ\fl"\f
R1,
R
m RfY o
¥Yy¥ Ak Riy Y ¥
¥ L \fh\fh Rax
R2z ~ Ry .-MN— Rx X
A Ry F1(x)
+ LA T Cx
— t C‘f I V i -7[

Figura 3.19: Diagrama esquematico del circuito equivalente al sistema de Chua.

3.3. Método de disefo para circuitos caéticos

De forma general, un circuito caético como los presentados hasta ahora, deben con-

tener:
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= al menos un elemento no-lineal,
= al menos un resistor activo localmente, y
= al menos tres elementos que almacenen energia. [33,34]

Existen disefios de circuitos cadticos que explotan caracteristicas especificas de al-
gunos componentes electrénicos utilizando componentes no lineales, como funciones
lineales por partes, los circuitos basados en histéresis [35-37] y los circuitos basados en
memristores [38—41], a su vez, existen dispositivos de conmutacién que interrumpen
la corriente de un inductor o el voltaje de un capacitor [42] y la perturbacién de inte-
gracién [43] son comunes en el disefio de circuitos cadticos.

El método popular para el disefio de circuitos caéticos utiliza el enfoque de varia-
bles de estado, en el cual, las variables de estado son asociadas a la tensién existente
en los capacitores y se implementa cada ecuacién dindmica a través de amplificadores
operacionales en modo integrador [44].

El método de disefio propuesto en este trabajo presenta los elementos requeridos
para obtener un circuito cadtico, a su vez, utiliza el enfoque de variables de estado
implementando las ecuaciones por medio de amplificadores operacionales pero sin
utilizar la configuracién integrador. En lugar de los amplificadores operacionales en
modo integrador se utilizan filtros pasa-bajos de primer orden activos o pasivos. Esto
representa un modo alterno de disefio para los circuitos cadticos.

Al utilizar un amplificador operacional en modo integrador se presentan dos in-
convenientes de implementacion:

» Cuando el voltaje de entrada a través del integrador es cero, el offset del voltaje
de entrada y la corrienta de polarizacion de entrada (ambos pardmetros propios
del amplificador operacional) pueden provocar que la corriente pase a través del
condensador, haciendo que el voltaje de salida varie a través del tiempo hasta
que el amplificador operacional se sature.

= Ademds, bajo ciertas condiciones, el capacitor puede actuar como un circuito
abierto. Por lo tanto, la ganancia seria infinita (o en la préctica, la ganancia en
lazo abierto de un amplificador operacional no ideal).

Para contrarrestar lo anterior es necesario la adicién de resistencias en el disefio,
dichas resistencias generan un voltaje de error. En algunos sistemas éstas pequefias
variaciones son despreciables, sin embargo, en otros sistemas pueden llegar a afectar
drésticamente su dindmica. Un ejemplo de ellos son los sistemas caéticos, los cudles,
son ampliamente sensibles a variaciones al grado de dejar de ser cadticos.
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Por lo anterior, la metodologia basada en filtros pasa-bajas mostrada anteriormente,
se presenta como una alternativa para sistemas dindmicos en general, pero en particu-
lar, para sistemas caéticos, ya que no presenta los inconvenientes al tener el capacitor
conectado en retroalimentacién.

A continuacién se presenta una comparativa entre el disefio de un circuito con base
en integradores del sistema de Lorenz y su disefio con base en filtros pasa-bajas de
primer orden. Para ello, se utiliza su espectro de Fourier. El espectro de Fourier del
sistema de Lorenz siendo un sistema caético debe ser un espectro plano, es decir, que
no contenga una sola frecuencia fundamental sino que las contenga todas. Por lo tanto,
primero se presenta el espectro de Fourier de la simulacién numérica del sistema de
Lorenz (3.20(a)), ya que serd la base de como deberia comportarse el espectro obtenido
del circuito equivalente. Posteriormente se presentan los espectros tanto de un circuito
equivalente con base en integradores (3.20(b)) y un circuito equivalente con base en
tiltros pasa-bajas de primer orden (3.20(c)).

- T T T T T T
*2 B x4 i K
[ o

[ 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 ] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

[ 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Iteraciones Iteraciones.

(a) (b)

[ 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

[ 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Iteraciones

(c)

Figura 3.20: Espectro de Fourier de los estados x, y y z del sistema de Lorenz de: (a) Simulacién numérica;
(b) Circuito equivalente Fig. 1.2 y (c) Circuito equivalente Fig. 3.4

Visualmente se puede apreciar que el espectro mostrado en la Fig. 3.20(c) corres-
pondiente al circuito con base en filtros pasa-bajas presenta un mayor parecido al es-
pectro ideal del sistema de Lorenz (Fig. 3.20(a)), mejorando el comportamiento del
circuito equivalente. Esto muestra que la metodologia propuesta para el disefio de sis-
temas dindmicos con base en filtros pasa-bajas de primer orden es una alternativa via-
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ble.

3.4. Aplicacion de la metodologia de disefio de circuitos
cadticos con base en filtros pasa-bajas
Con la finalidad de aplicar la metodologia de disefio con base en filtros pasa-bajas

a un sistema dindmico, se utiliza el siguiente sistema de tres ecuaciones diferenciales
no-lineales.

% = -0 [0+ (1+¢€)ln(v)] (3.36)
du
=1 (3.37)
T P [u 4 (%) 6+ ln(v))} a2 ba] 47(r) 338)

Este sistema es propuesto por la Dra. Valentina Castellanos para describir la dina-
mica de los terremotos lentos con base en el modelado de un sistema masa-resorte bajo
superficies lubricadas. [46] Dependiendo de los valores que se les de a los pardmetros
de este modelado matematico, cambia su dindmica al grado de poder obtener un com-
portamiento cadtico.

Se selecciona este sistema ya que cuenta con no-linealidades como son logaritmos y
exponenciales, las cuales no se presentan en los casos anteriormente descritos. Por otra
parte, los pardmetros del sistema tomaran los siguientes valores: 0.1981 < e < 0.9894,
08 <¢y<10,04<¢ <1 a1 =02, a; =02, a =02, a3 = 0.1, con i = vy,
donde y = 3y 10x10~2 < vy < 50x10~3. Mientras que T es una funcién sinusoidal con
amplitud y frecuencia variable.

Para su disefio electrénico con base en filtro pasa-bajas se toma la primera ecua-
cién 3.36 y se reestructura como la ecuacion de un filtro pasa-bajas 1.8, obteniendo la
siguiente ecuacion:

g 1
dt  RiC
Donde 1/(R;Cy) es la frecuencia del filtro y a su vez es un escalamiento que lleva
la ecuacién para obtener valores comerciales de los distintos componentes. Ademas,
el voltaje de entrada del filtro sera V;;, = —v [0+ (1 +¢€)In(v)] + 6. Con lo anterior y
sustituyendo los valores de los distintos pardmetros, se propone el circuito de la Fig.
3.21 y su ecuacion es:

(—v[0+ (1+¢€)ln(v)]+6—0) (3.39)
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Ry R RixR
o 1 (_leztRMt [9+ VTR7t(R9t+RRt)Zn( 2Ry ﬂ L Ru 14t9_9) (3.40)
Ri1¢R13t

av _ v
dt  RiCy RetRgt R1RotIsRsy Ri0iR13¢

0 Rin Rix  Riz Ria
0 Aeir =y M AN i
—{x Wy Wy VWY WY
X2
a—n " W\r Rt ©
\OI-—YZ Riat —’W\(—_I:O

Figura 3.21: Diagrama esquematico del circuito propuesto equivalente a la Ec. 3.40 con base en filtros
pasa-bajas.

Comparando la Ec. 3.39 con la Ec. 3.40, sustituyendo los valores de los pardmetros
propios del sistema y tomando I; = 15x107°A y V; = 41.7mV se obtiene los valores
de las resistencias, los cuales se muestran en el circuito de la Fig. 3.22. Los valores de
la resistencia y capacitor del filtro (R; = 100kw y C; = 5nF) se seleccionaron escalan-
do la ecuacién de tal forma que se obtengan valores comerciales y no se saturen los
amplificadores operacionales.

10k 3.3kQ  100kQ 10kQ

v “ 10kQ  240kQ  12.63kQ 15.14kQ

0 100kQ  100kQ 10kQ  10kQ

AD633
a—AAA AbA AdA Ak
9— X1 LAk ¥y ¥¥y¥ ¥vy¥
. Ak
iI— WY 100k 0O
8 10kQ
v

5nF

1

Figura 3.22: Diagrama esquemadtico del circuito propuesto equivalente a la Ec. 3.40 con los valores de los
distintos elementos.
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Pasando a la segunda ecuacion 3.37, se reestructura como en el caso de la primera

ecuacion anterior y se obtiene:
d 1
" (0—1+u—u) (3.41)

dt — RuCy

Donde 1/(R,C,) es la frecuencia de corte del filtro y el voltaje de entrada serd

Vin = v — 14 u. De esta forma se propone el circuito mostrado en la Fig. 3.23 y su
ecuacion es:

0(R4uRsu(R1u + Rou))

du 1
(Rlu(R4uR5u + R3uR5u + RBuR4u) (3 42)
—u
)

dt ~ R,C,
. VluRZu uRBuRSu (Rlu + RZu)
Rlu(R4uR5u + RSuRSu + R3uR4u

Rlu
Viy Ruw Rau
|||—|"'
R
u Rsy 7% =
Cy
v Ra I
—W— :
E[’?Rsu

Figura 3.23: Diagrama esquematico del circuito propuesto equivalente a la Ec. 3.42 con base en filtros

pasa-bajas.

Se compara la Ec. 3.37 con la Ec. 3.42 y se utilizan los valores de los distintos pa-
rametros para calcular los valores de las resistencias y el de la fuente de voltaje V;,,
obteniendo el circuito mostrado en la Fig. 3.24. Los valores de R; y C; se fijan como en

la ecuacion anterior.

1v 10kQ 20kQ
E
100kQ U
U 10ka
5nF
v 10kQ !
= 10k

Figura 3.24: Diagrama esquematico del circuito propuesto equivalente a la Ec. 3.42 con los valores de los

distintos elementos.
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Finalmente, pasando a la tercera ecuacion 3.38, se replantea para tener la estructura
de la ecuacién de un filtro pasa-bajas, obteniendo:

d 1 1 .
d—f = R.C. <—’)/2 [u + ((,;) 6+ ln(v))] + a1 4+ ape ™"+ azv] + () + v — v> (3.43)

Donde 1/ (R,Cy) es la frecuencia de corte del filtro y el voltaje de entrada serd Vj, =
—7? [u + <%> 6+ ln(v))] + [a1 + a2e ™" + a30] + T(t) + v. De esta forma se propone
el circuito mostrado en la Fig. 3.25 y su ecuacién es:

dv 1 <_R24v { (Rev + Rro1)u o Rev + Rron |:(R311 + Rgro)In(v)
dt  RoCy \ Rigp Rs, Ry Rip

—R130R15p (R179+RRy2)?

i (Rzp + RRU)G] } + Rogy {RSURmf Rmv} _ RogolsRigpe  M1ofiawfieo (3.44)
Roy Ry | R7oRoy Riov Ro1o
_ Rogv R24v(1))
Ry Ro3y
In(v) Ruw Ry  Rev Rav Rey Revi
" YS!
w WY

9 AL . h” - ngv R24V
RZV RSV A Ahh
i ¥YY ¥Yy¥

= = Ahk

F:H Rv v
o Rw Ray Rav R R R 20v AJTI>_‘W\,I.
L A A A M m m G

Y Wy " ¥y Y L Yy Yy =
._)VW_ Rarv
e

R
10V Boy Vi,

- i

Rz Rizy  Ruav Risv  Rigy Ryzy Rev2 Rigy R
V “ " |

Figura 3.25: Diagrama esquematico del circuito propuesto equivalente a la Ec. 3.44 con base en filtros
pasa-bajas.

1

Se compara la Ec. 3.38 con la Ec. 3.44 y se utilizan los valores de los distintos pa-
rdmetros para calcular los valores de las resistencias y el de la fuente de voltaje Vi,
obteniendo el circuito mostrado en la Fig. 3.26. Ademas, los valores de R; y C; se fijan
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como en la ecuacién anterior, mientras que el valor de R se fija en 10k() ya que este am-
plificador solo se utiliza para invertir su sefial de entrada, es decir, la sefial que arroja
el amplificador exponencial.

In (V) 666ka  6.66kQ 100.64kQ  64.41kQ
A YY)
n Yy Yy
0 o—idh 10kQ |~ 10kQ
i 10k
6.66kQ 100.64kQ — |~ lﬂkﬁ A4
i Wy Wy
i = A
0] 100k
4 40322 200 10k 10kQ ey 0 e —’W\(—_EO
— W W W M M AMA = SnF
v Wy Wy i T
10ke2 ¥
100kQ
L v
) ) o i
100ko  10k@ 100kQ 10k 199.83kQ 2.5k MO 50kQ
Vv j
NN

Figura 3.26: Diagrama esquematico del circuito propuesto equivalente a la Ec. 3.44 con los valores de los
distintos elementos.

Una vez disefiado el circuito, se toman las sefiales de sus tres estados (6, u y v)
y se grafican sus retratos fase variando los parametros (€, <y, ¢, vp). Por otro lado, la
frecuencia 7 se iguala a cero. El rango de los valores de los parametros y la frecuencia
son tomados de [46]. Los retratos fase se muestran a continuacién.
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Figura 3.27: Retratos fase (plano-6uv) del circuito electrénico equivalente a las Ecs. 3.36, 3.37 y 3.38,
donde los pardmetros son: (a) € = 0.1981, ¢ = 04, v = 0.8, vyp = 10x1073; (b) € = 0.1981, ¢ =04,
v = 0.8, vg = 50x1073; (c) e = 0.1981, ¢ = 0.4, v = 10, vg = 50x1073; (a) € = 0.1981, & = 1, ¢ = 10,
vy = 50x1073

Estos atractores son congruentes con los mostrados en [46], ya que presentan un
comportamiento similar al mostrado en la simulacién numérica [46].

3.5. Conclusiones

En este capitulo se describe una metodologia para el disefio electrénico de siste-
mas dindmicos con base en filtros pasa-bajas de primer orden. En particular, se aplica
esta metodologia para el disefio electrénico de sistemas caéticos clasicos donde las no-
linealidades vienen dadas por la multiplicaciéon de estados o por una funcién lineal por
partes. Dicha metodologia se presenta como una alternativa viable refrente al disefio
electrénico de dichos sistemas. Por tdltimo, se aplica dicha metodologia a un sistema
que cuenta con 3 no-linealidades dadas por una exponencial, un logaritmo y una mul-
tiplicacién de estados, por lo que es considerablemente mas dificil de implementar.
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Capitulo 4

Analisis del sistema de Lorenz como
filtro

4.1. Sistema de Lorenz tipo SIMO tomando como salidas
los estados del sistema

Como se menciond en el capitulo introductorio, un anélisis actistico muestra que el
sistema de Lorenz presenta un comportamiento tipo filtro pasa-bajas, por lo tanto se
realiza un andlisis a este sistema como filtro. Para ello es necesario recurrir a su repre-
sentacion entrada-salida mostrada en [45], en el cual se propone un sistema de Lorenz
forzado obteniendo su salida con base en la teoria de control geométrico diferencial y
por tanto, un sistema SISO (una entrada y una salidas, por sus siglas en ingles). En la
representacion propuesta en este trabajo se propone un sistema de Lorenz forzado si-
milar pero tomando como salida los estados del sistema, obteniendo un sistema SIMO
(una entrada y multiples salidas, por sus siglas en ingles). Es necesario esta adapta-
cién para obtener multiples salidas tal como en el anélisis actstico. El sistema de tres
ecuaciones diferenciales propuesto es mostrado a continuacién:

x =10y — 10x — 10u
y=30x —xz—y (4.1)
z=2xy— (8/3)z

Donde la sefial de entrada u solo es aplicada a uno de los estados (en este caso, a
la ecuacion del estado x) tal como en [45], con lo cudl se facilita su implementacién
electronica. Este sistema es simulado numéricamente a través del software MATLAB
para obtener las sefiales temporales de los diferentes estados tomando como sefial de
entrada u(t) = A sin(27ft), donde la frecuencia f va desde 10 Hz hasta 10 kHz y una
amplitud A = 5, ya que es el valor que se tomara para la sefial de entrada del circuito
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electrénico. A partir de lo anterior se obtienen sus diagramas de Bode en magnitud con
base en sus valores efectivos (RMS), estos diagramas se muestran en la Fig. 4.1.

Magnitude Bode diagram Magnitude Bode diagram
21
19+
m 20 o
) 18
Q (]
w19 k]
k] w17
x 18 >
16
17¢
10’ 10? 10° 10* 10’ 102 10° 10*
Frequency (Hz) Frequency (Hz)

(a) (b)

Magnitude Bode diagram

z state (dB)
»
= B
n N

»
=

2 10° 10

Frequency (Hz)

()

-
o

10

Figura 4.1: Diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.1 tomando como salida: (a) estado x, (b) estado
Yy (c) estado z.

El diagrama de Bode mostrado en la Fig. 4.1(a) referente al estado x presenta un
comportamiento tipo filtro pasa-todo con un pico superior de ganancia alrededor de
los 800Hz. De forma similar, el diagrama de Bode del estado y (Fig. 4.1(b)) presenta
un comportamiento tipo filtro pasa-todo con un pico inferior de ganancia alrededor
de los 800kHz. Por dltimo, el diagrama de bode del estado z (Fig. 4.1(c)) presenta un
comportamiento tipo pasa-todo con un rizado de ganancia de £1.5.

Para la implementacion electrénica de este sistema es necesario un escalamiento de
las ecuaciones. Por lo tanto, el sistema que se utiliza es el siguiente [14]:

% = 1000(10y — 10x — 10u)
y = 1000(30x — 10xz — ) (4.2)
z =1000(xy — (8/3)z)

Los diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.2 obtenidos a través de la simu-
lacion en MATLAB son los siguientes.
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Figura 4.2: Diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.2 tomando como salida: (a) estado x, (b) estado
Yy (c) estado z.

El diagrama de Bode del estado x mostrado en la Fig. 4.2(a) presenta un comporta-
miento tipo filtro pasa-bajas con una frecuencia de corte alrededor de los 700Hz. Por
otro lado, el diagrama de Bode del estado y (Fig. 4.2(b)) presenta solo atenuacién con
un rizo de 6 dB aproximadamente. De forma similar, el diagrama de bode del estado
z (Fig. 4.1(c)) presenta solo atenuacién con un rizado de ganancia de 1.5 dB aproxima-
damente.

De forma similar, se propone que la entrada u solo aparezca en la ecuacién del
estado y dentro del sistema escalado, con lo cudl se obtiene el siguiente conjunto de
ecuaciones diferenciales.

% = 1000(10y — 10x)
§ = 1000(30x — 10xz — y + 1) 4.3)
z =1000(xy — (8/3)z)

Los diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.3 obtenidos a través de la simu-
laciéon en MATLAB son los siguientes.
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Figura 4.3: Diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.3 tomando como salida: (a) estado x, (b) estado
Yy (c) estado z.

Los diagramas de bode presentados en la Fig. 4.3 no presentan comportamiento ti-
po filtro, solo existe atenuacién con un pequefio rizado.

Por ultimo, se propone que la entrada u solo aparezca en la ecuacién del estado z
dentro del sistema escalado, con lo cudl se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones

diferenciales.
x = 1000(10y — 10x)
y = 1000(30x — 10xz — ) (4.4)
z =1000(xy — (8/3)z + u)

Los diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.3 obtenidos a través de la simu-
lacién en MATLAB son los siguientes.

60 Universidad Auténoma de San Luis Potosi



Sistema de Lorenz tipo SIMO

o
o

0
-

x state (dB)
& A

y state (dB)
A b D

2

10 10 10° 10

Frequency (Hz) Frequency (Hz)

(a) (b)

o

'
N

o~ ]

z state (dB)
A

'
(=2

'
©

10? 10° 10
Frequency (Hz)

(©)

-
o

Figura 4.4: Diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.3 tomando como salida: (a) estado x, (b) estado
Yy (c) estado z.

Como en el caso anterior, los diagramas de bode presentados en la Fig. 4.4 no pre-
sentan comportamiento tipo filtro, solo existe atenuacién con un pequefio rizado.

Con base en lo anterior, se observa que el comportamiento tipo filtro solo se presen-
ta en el sistema 4.2, es decir, cuando la entrada es afiadida a la ecuacién del estado x.
Por lo anterior se realizar la implementacion electrénica en MULTISIM de este sistema
y se obtiene el siguiente circuito:

39kQ
g Xl 100kQ
Multiplier e Multiplier
|| | |— 100kQ
X—=x 10k X bl | I+ X
x2 \ || ¥ 1 -
1 w — o
-5 2w
Y Z P
— 2 / 10kR
| iz 100ka |
= Va =3V
e ! 0.01uF
= 1 100k

I

1

1

|
V Pt |

in 100k

Figura 4.5: Diagrama esquematico del circuito equivalente al sistema de las Ecs. 4.4, 4.5 y 4.6a, circuito
tipo (SIMO).
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Se utilizan los mismos pardmetros para la sefial de entrada correspondientes a la
simulacién numérica en MATLAB y se obtienen los siguientes diagramas de Bode:
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Figura 4.6: Diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.2 implementado electronicamente en MULTI-
SIM tomando como salida: (a) estado x, (b) estado v y (c) estado z.

El diagrama de Bode del estado x (Fig. 4.6(a)) presenta un comportamiento tipo
filtro pasa-bajas con una frecuencia de corte alrededor de los 100Hz. Por otro lado, el
diagrama de Bode del estado y (Fig. 4.6(b)) presenta solo atenuacién con un rizo de
ganancia de 7 dB aproximadamente. De forma similar, el diagrama de bode del estado
z (Fig. 4.6(c)) presenta solo atenuacién pero con un rizado de ganancia de 2 dB aproxi-
madamente.

De forma global, al convertir el oscilador de Lorenz en un sistema tipo SIMO como
se menciond anteriormente, se observa un comportamiento tipo filtro para el estado x,
mientras que para el resto de sus estado (v y z) solo se observa atenuacion. A pesar de
que la ecuacién diferencial de cada estado tiene la estructura de la ecuacién de un filtro
pasa-bajas, el comportamiento de los estados vy y z no corresponde al de un filtro bajo
esta configuracion de circuito.

Bajo esta propuesta, los filtros que se obtienen no presentan ninguna novedad en
cuanto a su respuesta en ganancia. Por otro lado, debido a que este analisis se basa en
las series temporales de los estados no es posible obtener su respuesta en fase, para
ello se requieren sus funciones de transferencia. Por lo tanto, se decide obtener las fun-
ciones de transferencia localizadas en sus puntos de equilibrio linealizando el sistema
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como se presenta en la siguiente seccion.

4.2. Andlisis local del sistema de Lorenz como filtro

Otra forma de obtener los diagramas de Bode sin usar las sefiales temporales es a
través de sus funciones de transferencia. Sin embargo, ya que no es posible obtener
dichas funciones debido a sus no-linealidades, se obtienen funciones de transferencia
locales, es decir, en la vecindad de cada punto de equilibrio. Para ello se obtienen los
puntos de equilibrio ((0,0,0), (8.7939,8.7939,29) y (—8.7939, —8.7939,29)) y su Jaco-
biano (J) el cual se muestra en la siguiente ecuacion:

-10 10 0
J=1 30—z -1 —Xx (4.5)
y x —8/3

Posteriormente se sustituye cada punto de equilibro (P,) dentro del Jacobiano (J)
para obtener 3 sistemas de ecuaciones diferenciales lineales correspondientes a cada
uno de sus puntos de equilibrio (Columna 2 de la Tabla 4.1). Para cada uno de estos
sistemas locales se obtienen las funciones de transferencia tomando los estados (x,y,z)
como salidas (Columna 3 de la Tabla 4.1).

Punto fijo Sistema lineal Funciones de Transferencia
dinamico local
10(s + 1)U
% = 10y — 10x — 10u X= 31152950 (4.6a)
P, =(0,0,0) y=30x—y 300U
;= —(8/3 Y=—5""— 4.6b
2=-(8/3) 2 1 115 — 290 (4.6b)
(108 + 36.6667s + 799.993) U @73)
. T 51 13.66675% 1 106.6665 + 1546.65 «  °
X =10y — 10x — 10u
P, = (8.7939,8.7939,29) v =x—y—87939z v (10s — 746.66)U (7b)
z = 8.7939x +8.793% — (8/3)z T 34 13.666752 4 106.6665 + 1546.65
;_ (87.939s + 175.878)U @79
$3 4 13.666752 + 106.6665 + 1546.65
(108 + 36.6667s + 799.993) U @.83)
. T 51 13.66675% 1 106.6665 + 1546.65 -
X = 10y — 10x — 10u
P3 = (—8.7939, —8.7939,29) y=x—y— 87939z v (10s — 746.66) U (48b)
Z = —8.7939x — 8.7939y — (8/3)z "~ 53 4+ 13.6667s2 + 106.666s + 1546.65
B (—87.939s — 175.878)U
Z = 313666752 + 106.6665 + 154665 29

Tabla 4.1: Tabla de los sistemas lineales dindmicos locales en cada uno de los puntos fijos y sus funciones
de transferencia.
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La Tabla 4.2 muestra los diagramas de Bode (columna 2) tanto en magnitud como
en fase para las distintas funciones de transferencia mostradas en la Tabla 4.1, columna
3.
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Tabla 4.2: Tabla de los diagramas de Bode de las diferentes funciones de transferencia mostradas en la
Tabla 4.1.

Como se puede apreciar en la Tabla 4.2, las gréficas de Bode en magnitud de las dis-
tintas funciones de transferencia presentan un comportamiento tipo filtro pasa-bajas,
lo cual se esperaba con base en la literatura y los andlisis que se han realizado en este
trabajo. Por otro lado, las gréficas de Bode en fase presentan distintos comportamien-
tos desfasando la sefial desde los —180 hasta los 260 aproximadamente. La forma de
estas gréficas en fase no son caracteristicas de los filtros cldsicos, por lo tanto, se propo-
ne un sistema SISO a partir del sistema de Lorenz con una salida distinta a los estados
del sistema, obteniendo su funcién de transferencia con el fin de observar sus graficas
de Bode en fase, que es donde se espera encontrar la novedad de un filtro a partir de
un sistema caotico.

4.3. Andlisis del sistema de Lorenz tipo SISO

Para obtener un sistema tipo SISO a partir del sistema de Lorenz se toma 4.1 y se
propone una salida, obteniendo el siguiente sistema:
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W= Aw + xBw + Cu

- — Duw 4.9)

Donde v sera la salida del sistema y se propone D = (dq; d1 di3) para obtener una
unica salida. Por lo tanto, su representacién en el espacio de estados es la siguiente:

X —-10 10 0 X 00 0 X —10

v = 30 -1 0 y |+x[ 0 0 -1 y |+ 0 u

. 8

Z 0 0 -3 z 01 0 z 0 (4.10)

v=(dn dp dz)| vy

Aplicando la transformada de Laplace al sistema 4.9 se obtiene:

sW(s) = AW(s) + X(s)BW(s) + CU(s)

V(s) = DW(s) (411)

Del sistema 4.11, W = (s — A— XB)"!CUy V = D(sl — A — XB)~!CU, por lo
tanto, la funcién de transferencia es:

V(s)  di (—10s? — 1% — 10X? — &) + d15(—300s — 800) + d13(—300X)
uer S s (X 7R+ (10X - 2)

(4.12)

De la Ec. 4.11 se puede observar que los ceros y polos del sistema dependen del
estado X, ajustando los valores de la matriz D es posible eliminar ceros de la funcién
de transferencia al grado de solo obtener una ganancia dependiente del estado X, es
decir, podemos tener control de los ceros del sistema. Por otra parte, los polos vienen
dados por el sistema de Lorenz forzado a través de una entrada, por lo que no se tiene
control alguno de ellos, salvo que se modifiquen los parametros caracteristicos del sis-
tema caotico.

Para observar el comportamiento de esta funcién de transferencia reducimos los
ceros del sistema tomando tres casos, cuando solo existe ganancia, cuando solo existe
un cero y por ultimo, cuando existen dos ceros. Para que solo exista ganancia se fija el
vector fila D = [0 0 1], con lo cual obtenemos:

(—300X)

H(s) = 413
) ¥+ 5245 (X2 - 782) + (10x2 - 22) *13)
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Ya que se obtiene una funcién de transferencia dependiente de X es necesario saber
que valores toma dicha variable. Simulando el sistema SISO numericamente se observa
que X toma el siguiente rango de valores —20 < X < 20. Por lo tanto, se obtienen dia-
gramas de Bode fijando distintos valores de X dentro de este rango. Estos diagramas
se muestran en la Fig. 4.7.

Magnitude Plot

—150.

0.1 1 10 100 1000 10t
rad/s

(@)

Phase Plot

degrees

=100.- ~

0.1 1 10 100 1000 10¢
rad/s

(b)

Figura 4.7: Diagramas de Bode en: (a) magnitud y (b) fase de la Ec.4.13 con —20 < X < 20.

Como se puede apreciar en la Fig.4.7 se observa que todos los diagramas en magni-
tud tienen un comportamiento tipo filtro pasa-bajas, para valores de X cercanos a +20
se observa un pico de magnitud en su frecuencia de corte, es decir, el factor de calidad
del filtro disminuye. Por otro parte, la ganancia inicial va desde —15dB a 25dB apro-
ximadamente. Mientras que la frecuencia de corte va desde los 7rad/s a los 20rad/s
aproximadamente. Por ltimo, la atenuacién es de —60dB/dec caracteristica de un fil-
tro pasa-bajas de tercer orden.
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Por otro lado, la respuesta en fase de la funcién de transferencia 4.13 presenta una
fase inicial para la mayoria de los valores de X y va de £180, mientras que el desfasa-
miento es de 90 para valores de —20 < X < —10y 10 < X < 20 caracteristico de un
filtro pasa-altas, y para los valores —10 < X < 10 el desfasamiento es de —90 caracte-
ristico de los filtros pasa-bajas.

Si dejamos un cero en la funcion de trasferencia 4.12 fijando D = [0 1 0] obtenemos:

- (—300s — 800)
P+ 5245 (X2 - 782) + (10x2 - 22)
Realizamos el mismo procedimiento que en el caso anterior fijando valores de X y
obtenemos los siguientes diagramas de Bode:

H(s)

(4.14)

Magnitude Plot

-20.
—40.
=
—60.
—80.
—100.
0.01
rad/s
(a)
Phase Plot
0.
-50. 1 mX=-20 mX=3
m X=-17 m X=7
é W X=-13 m X=10
= mX=-10 m X=13
& -loo m X=—7 mX=17

mX=-3 mX=20
u X=-05
m X=0.5

—150.

=200,
0.01 0.1 1 10 100 1000 10*

rad/s

(b)

Figura 4.8: Diagramas de Bode en: (a) magnitud y (b) fase de la Ec.4.14 con —20 < X < 20.
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Como se puede apreciar en los diagramas de magnitud de la Fig. 4.8(a), presentan
un comportamiento tipo filtro pasa-bajas con una atenuacién de —40dB/dec con una
ganancia inicial de £104B y una frecuencia de corte que varia de 2 a 30rad/s. Nue-
vamente se presenta un pico de amplitud en su frecuencia de corte para valores de X
cercanos a —20. Por otro lado, los diagramas de Bode en fase presentan un desfasa-
miento de +180 para valores de —20 < X < —10y 10 < X < 20, mientras que para
—10 < X < 10 no existe desfasamiento, solo un rizo de fase a la frecuencia de corte y
una fase inicial que puede ser de 180 o 0.

Para obtener una funcién de transferencia con dos ceros a partir de 4.12 fijamos
D = [1 0 0] obteniendo:
B (—10s*> — s —10X%2 - )
3 Als2 s (X2 - 782) 4 (10X2 — 2220)

Bajo el mismo procedimiento que los dos casos anteriores, obtenemos diagramas
de Bode para distintos valores de X ( —20 < X < 20).

H(s) (4.15)
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Magnitude Plot
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Figura 4.9: Diagramas de Bode en: (a) magnitud y (b) fase de la Ec.4.15 con —20 < X < 20.

Los diagramas de Bode de magnitud (Fig.4.9(a)) presentan un comportamiento ti-
po filtro pasa-bajas con un rizo en la parte cercana a su frecuencia de corte atribui-
do a los ceros del sistema, posteriormente a este rizo se presenta una atenuacién de
—20dB/dec. Por otra parte, en los diagramas de Bode en fase (Fig.4.9(b)), para los va-
lores de —20 < X < =10y 10 < X < 20 presenta un desfasamiento de 270 y para
—10 < X < 10 el desfasamiento es de 90 pero mucho més répido.

Se puede observar que en términos generales, el sistema SISO de Lorenz presen-
tado en este trabajo presenta un comportamiento en magnitud tipo filtro pasa-bajas
dindmico dependiente del estado X. Por otra parte, el comportamiento en fase de di-
cho sistema varia de filtro pasa-bajas, filtro pasa-altas y no desfasamiento de la sefial
dependiendo del valor que tome el estado X. Cabe recalcar que el circuito puede llegar
a tener un comportamiento en magnitud tipo filtro pasa-bajas pero con una fase tipo
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pasa-altas.

4.4. Anadlisis del sistema de Rossler tipo SISO

Debido a que los sistemas de Chen y Lii son similares al de Lorenz ya que cuentan
con dos no-linealidades tipo multiplicacién, se obtendria una funcién de transferen-
cia similar a la de Lorenz. Por lo tanto, se opta por analizar el sistema de Rossler, ya
que como no-linealidades cuenta con una sola multiplicacién y un termino indepen-
diente. Para obtener un sistema de Rossler SISO se propone el siguiente conjunto de
ecuaciones diferenciales:

X=-Yy—z—u
y=x+04y (4.16)
zZ=24zx—4z

Construyendo el siguiente sistema entrada-salida:

W= Aw+ xBw+ C+ Du

4.17
v=FEw ( )

Donde v serd la salida del sistema y se propone E = (ej e1 e13) para obtener una
unica salida. Por lo tanto, su representacién en el espacio de estados es la siguiente:

X 0o -1 -1 x 0 00O x 0 -1
y|]=|104 O y | +x|[ 0 0 0 vy |+ 0]+ O u
b4 0 0 —4 z 0 01 z b 0 4.18)

X
ZJ=(€11 €12 613) Yy
z

Aplicando la transformada de Laplace al sistema 4.17 se obtiene W = (sI — A —
XB)“ICl+ (sI-A—XB)"'DUyV =E(sI—A—XB)"!1CL +E(sI— A— XB)"'DU.
Por lo tanto, la funcién de transferencia es:

v — 2¢11(0.4 —s)—2e1p+2e13 (s> —0.45+1)
- 5(s2—0.45+1)(s—X—4)

(4.19)
ery (s2—sX—4.454+0.4X+1.6)+e1p(s—X—4)

(s2—0.45+1)(s—X—4) u

De la Ec. 4.19 se puede observar que la salida V presenta una respuesta natural mds
211 (0.4 —s)—2e1p+2e13 (s —0.45+1)

una respuesta forzada, estoes V = H; + HyU, donde H; = =045 +1) (= X—1)
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e11(s2—sX—4.45+0.4X+1.6)+e15(s—X—4)

(s2—0.4s+1)(s—X—4)
aditividad de la transformada de Laplace, se tiene una funcién de transferencia para su
respuesta natural (H;) y una funcién de transferencia para su respuesta forzada (Hp).
Por lo tanto, es posible realizar el andlisis con base a los diagramas de Bode tratando
cada funcién por separado.

y Hy = . Es decir, tal como se muestra en la regla de

Los ceros de ambas funciones de transferencia (H; y Hj) se ven afectadas por el
vector fila E, dependiendo de los valores que éste tome puede agregar una ganancia o
eliminarlos. Con la finalidad de facilitar el andlisis se fijan valores para E de tal forma
que no agregue ganancia y se eliminen ceros de ambas funciones. Por lo tanto, se fija
E = [1 0 0] obteniendo las siguientes funciones de transferencia:

. 2(04 —s)
1T s(s2—04s5+1) (s — X — 4)
(s —sX —4.4s+04X +1.6)
(s2—04s+1)(s— X —4)

(4.20)
H, =

Ya que se obtienen funciones de transferencia dependientes de X es necesario saber
que valores toma dicha variable. Simulando el sistema SISO numericamente se observa
que X toma el siguiente rango de valores —6 < X < 8. Por lo tanto, se obtienen dia-
gramas de Bode fijando distintos valores de X dentro de este rango. Estos diagramas
se muestran en la Fig. 4.10.
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Magnitude Plot Phase Plot
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Figura 4.10: Diagramas de Bode en: (a) magnitud y (b) fase de la funcién de trasferencia de la respuesta
natural Hj (Ec.4.20), y (c) magnitud y (d) fase de la funcién de trasferencia de la respuesta forzada H,
(Ec.4.20) con —6 < X < 8.

Respecto a la funcién H; de la Ec.4.20 se puede observar que su respuesta en mag-
nitud es similar para todos los valores de X, su frecuencia de corte es practicamente la
misma y su atenuacion es de 60 dB/dec, la mayor diferencia se presenta en su ganancia
inicial que va de los —5 dB a los 40 dB aproximadamente. Por otra parte, su fase pre-
senta tres distintos comportamientos, para valores de X = —6 y X = —5 presenta un
desfasamiento casi constante de —90 con un rizo de fase alrededor de la frecuencia de
corte, cabe mencionar que el estado X rara vez se encuentra entre estos valores segfm
la simulacién numérica. Para X = —4, presenta una fase inicial de 180 con un desfase
de 90. Mientras que para valores frecuentes de X (—3 < X < 8), su fase inicial es de
90 con un desfasamiento de 180. Es de resaltar el hecho de que su comportamiento en
magnitud es de tipo filtro pasa-bajas, mientras que el comportamiento en fase es de
filtro pasa-altas para todos los valores de X.

La funcién Hj de la Ec. 4.20 se comporta como un filtro pasa-bajas con una fre-
cuencia de corte especifica alrededor de 3.5 rad/s y una atenuaciéon de 20 dB/dec en
magnitud, mientras que su fase se comporta como un filtro pasa-altas con un desfa-
samiento de 90 y una fase inicial de 180. Por otra parte, aun cuando el estado x esta
presente en Hj no afecta su comportamiento, ya que su diagrama de Bode tanto en
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magnitud como en fase tienen el mismo comportamiento para distintos valores de X.

Ahora fijamos E = [0 1 0], obteniendo las siguientes funciones de trasferencia:

-2
Hi(s) = s(s2—04s+1)(s— X —4) 4.21
(s—X—4) e
H2:

(s2—04s+1) (s — X —4)

Nuevamente fijamos valores para X, en el rango de —6 < X < 8 obteniendo los
siguientes diagramas de Bode (Fig 4.11):

Magnitude Plot Phase Plot

W X=—6 mX=2

W X=-3 X=5

H| mX=—2 mX=6
mX=-1 mX=8
m X==0.5

7| mX=05

degrees

0.1 1 10 100 1000 10 0.1 1 10 100 1000 10
rad/s rad/s

(a) (b)

Magnitude Plot Phase Plot

degrees

-120.|
0.001

Figura 4.11: Diagramas de Bode en: (a) magnitud y (b) fase de la funcién de trasferencia de la respuesta
natural Hy (Ec.4.21), y (c) magnitud y (d) fase de la funcién de trasferencia de la respuesta forzada H,
(Ec.4.21) con —6 < X < 8.

Respecto a la funcién H; de la Ec.4.21 se puede observar que su respuesta en mag-
nitud es similar para todos los valores de X, su frecuencia de corte es practicamente la
misma y su atenuacién es de 80 dB/dec aproximadamente, mientras que su su ganan-
cia inicial va de los 0 dB a los 45 dB aproximadamente. Por otra parte, su fase presenta
desfasamiento que van de los 90 a los 270, con fases iniciales de —90, 0 y 90. Nueva-
mente su comportamiento en magnitud es de tipo filtro pasa-bajas, mientras que el
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comportamiento en fase es de filtro pasa-altas para todos los valores de X. Respecto a
la funcién de trasferencia de la respuesta forzada Hj de la Ec. 4.21, se puede apreciar
que es la ecuacion caracteristica de un filtro pasa-bajas, esto se confirma con el dia-
grama de Bode en magnitud, sin embargo, su diagrama de Bode en fase presenta un
comportamiento tipo filtro pasa-altas.

Por ultimo fijamos el E = [0 0 1], de esta forma solo se obtiene la funcién de tras-
ferencia de la respuesta natural, no existe respuesta forzada, tal como se muestra en la

Ec. 4.22.
2 (s> —04s+1)

s(s2—04s+1)(s— X —4)

Fijamos valores para X, en el rango de —6 < X < 8 obteniendo los siguientes
diagramas de Bode (Fig 4.12):

Hi(s) = (4.22)
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Figura 4.12: Diagramas de Bode en: (a) magnitud y (b) fase de la funcién de trasferencia de la respuesta
natural Hy (Ec.4.22) con —6 < X < 8.

La funcién de transferencia H; (Ec. 4.22) solo presenta polos, por lo que debe com-
portarse como un filtro pasa-bajas de segundo orden, lo cual se confirma con su dia-
grama de Bode en magnitud (Fig. 4.12(a)), presenta un polo en 0rad/s y otro polo que
depende del valor de X. Por otro lado, su diagrama de Bode en fase (Fig. 4.12(b)) pre-
senta un desfasamiento caracteristico de 90 con una fase inicial de 90 pero con la forma
caracteristica de un filtro pasa-altas.

4.5. Conclusiones

En esta unidad se analizaron y caracterizaron distintos sistemas entrada-salida de-
rivados del sistema de Lorenz y de Rdssler, al introducir una sefial sinusoidal en el
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sistema de Lorenz a través de unos de sus estados y tomando como salida el resto de
ellos (sistema SIMO) no se logra obtener un comportamiento tipo filtro satisfactorio.
Al realizar el anélisis linealizando el sistema entrada-salida con base en el sistema de
Lorenz se observa que su comportamiento local en magnitud es tipo filtro pasa-bajas
pero su fase presenta comportamientos atipicos. Por lo anterior surge la idea de dise-
fiar un sistema tipo SISO con base en el sistema de Lorenz, se obtienen sus funciones
de trasferencia y sus diagramas de Bode. Estos diagramas de Bode presentan com-
portamientos en magnitud tipo filtro pasa-bajas dependientes del estado x, es decir,
se presenta un filtro dindmico, llegando a afectar su ganancia inicial, su frecuencia de
corte y la calidad del filtro. Por otra parte, su respuesta en fase presenta distintos com-
portamientos, desde filtros pasa-bajas hasta filtros pasa-altas dependiendo del estado
x. Se decide realizar un andlisis similar para un sistema SISO basado en el sistema de
Rossler ya que este cuenta con un término independiente y una sola multiplicacién de
estados en sus ecuaciones diferenciales. Se obtienen sus funciones de trasferencia, estas
funciones cuentas con una respuesta natural y una forzada, la funcién de trasferencia
de la respuesta forzada depende del estado x, por lo que se vuelve una funcién de tras-
ferencia dindmica contando con un comportamiento tipo filtro pasa-bajas en magnitud
mientras que en fase presenta comportamientos tipo filtro pasa-altas. Por otra parte, la
funcién de trasferencia de la respuesta forzada presenta un comportamiento tipo filtro
pasa-bajas en magnitud sin depender del estado x mientras que su respuesta en fase
se comporta como un filtro pasa-altas y no es dependiente del estado x.
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Conclusiones

A través de este trabajo se realiz6 un anélisis con base en filtros pasa-bajas de los sis-
temas cadticos clasicos mdas conocidos como son los sistemas de Lorenz, Chen, Rossler,
Lii y Chua. Para ello se estudiaron osciladores lineales que contienen en su estructura
un circuito tipo filtro y se analizaron a través de la teoria de sistemas dindmicos, ya
que esta teoria es la que se utilizada para el anélisis de sistemas caéticos. Esto permiti6
obtener condiciones de oscilaciéon complementarias a un criterio bien establecido para
los sistemas osciladores lineales con retroalimentacién como lo es el criterio de Bark-
hausen.

Una vez adentrados en osciladores lineales con base en filtros pasamos a estructu-
rar osciladores no-lineales con base en filtros. Para ello, tomamos el sistema de Lorenz
que es un oscilador no-lineal, y se llev6 acabo su implementacion electrénica a partir
de filtros pasa-bajas de primer orden activos y pasivos, lo anterior se muestra como
un método de disefio alternativo al basado en integradores para la implementacion
electrénica de sistemas dindmicos. Este mismo procedimiento fue aplicado a los siste-
mas de Chen, Rossler, Lii, Chua y para el disefio de un circuito equivalente al modelo
que describe la dindmica de los terremotos lentos, el cual es proporcionado por la Dr.
Valentina Castellanos. Por dltimo, se caracteriz6 el sistema de Lorenz como filtro, pri-
meramente se propuso un sistema tipo SIMO introduciendo una sefial de entrada al
sistema de Lorenz y tomando como salidas los estados del propio sistema, dichas se-
fiales de salida se caracterizaron a través de los diagramas de Bode en magnitud, pos-
teriormente se linealiz6 el sistema SIMO y se obtuvieron las funciones de transferencia
localizadas en los puntos de equilibrio y sus los diagramas de Bode en magnitud y
fase, finalmente se propuso un sistema tipo SISO nuevamente introduciendo una sefial
de entrada al sistema de Lorenz y proponiendo una salida con base en la dindmica del
sistema de Lorenz con entrada. Por medio de la transformada de Laplace se obtiene la
funcién de transferencia de la salida propuesta y se caracteriza por medio de los dia-
gramas de Bode en magnitud y fase. Este mismo procedimiento se llevé acabo para el
sistema de Rossler ya que cuenta con terminé independiente y una sola multiplicacién
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de estados en su sistema de ecuaciones diferenciales.

Del trabajo anterior se obtuvieron las siguientes conclusiones:

= Aplicar un anélisis con base en la teoria de sistemas dindmicos para el disefio de

sistemas osciladores lineales con retroalimentacién proporcionando condiciones
de oscilacién complementarias al criterio de Barkhausen, lo cual permite mejorar
el desempefio de los osciladores. Atn con estas dos herramientas para el disefio
de dichos osciladores, se considera que debe ampliarse su estudio y andlisis ya
que se cuenta con poca literatura acerca de ellos y la seleccién de sus elementos
suele realizarse de una forma un tanto arbitraria.

Se propone una metodologia para la implementacién electrénica de los sistemas
dindmicos, en particular los sistemas cadticos, con base en filtros pasa-bajas de
primer orden activos y pasivos. Esta metodologia es alternativa a la basada en
integradores y permite obtener un comportamiento mds apegado a la simulacién
numérica. Como trabajo a futuro se podria plantear una metodologia similar pe-
ro utilizando los filtros pasa-altas y pasa-bandas, sin embargo, dado que son un
poco mas complejos en cuanto a su estructura como ecuacién diferencial e im-
plementacion electrénica, es posible que tengan que combinarse con filtros pasa-
bajas, es decir, realizar la metodologia con combinaciones de filtros pasa-altas y
pasa-bajas o filtros pasa-bandas y pasa-bajas.

Por medio de la caracterizaciéon con base en los diagramas de Bode, se observa
que el disefio de un sistema tipo SIMO con base en el sistema de Lorenz tomando
como salida los estados del sistema no se presenta como una alternativa favora-
ble para la obtencién de un filtro, ya que solo atentia la sefial, por ellos, se realiza
la caracterizacion linealizando el sistema SIMO en base a Lorenz, es decir, se ob-
tienen las funciones de transferencia localizadas. Esto muestra que las salidas se
comportan como un filtro pasa-bajos cldsico en cuanto a magnitud més no en
su fase, ésta cambia radicalmente llegando a obtener comportamientos de filtro
pasa-altas. Debido a ello, se propone un modelo SISO con base en el sistema de
Lorenz, introduciendo una sefial de entrada y proponiendo una tnica salida, ob-
teniendo sus funcién de trasferencia. Se puede observar que se comporta como
un filtro pasa-bajas variable y dependiente del estado X, es decir, se obtiene un
filtro pasa-bajas dindmico acotado y no controlable dependiente del estado X, su
ganancia inicial, su frecuencia de corte y calidad de filtrado se ven afectados por
el estado X, mientras que su atenuacion permanece constante. En cuanto a su fa-
se, presenta distintos comportamientos, pasando de una fase caracteristica de un
tiltro pasa-bajas a la de un filtro pasa-altas. A su vez, la fase inicial varia al igual
que su desfasamiento. Cabe mencionar que la entrada solo se aplica a una sola
ecuacion diferencial del sistema de Lorenz, como trabajo a futuro puede introdu-
cirse dicha sefial a dos 0 més ecuaciones y complementar el sistema propuesto
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Conclusiones

con la teoria de anticontrol en sistemas no lineales [45], 1o cual permitiria man-
tener la dindmica cadtica. Sin embargo, lo anterior aumenta considerablemente
el nivel de dificultad para el andlisis matemético. El mismo procedimiento se
aplico al sistema de Rossler, se introdujo una sefial de entrada y se propuso una
salida obteniendo un sistema SISO con base en el sistema de Rossler, se obtiene
una respuesta natural y una respuesta forzada y por lo tanto, dos funciones de
trasferencia, las cuales se analizan por separado. La funcién de trasferencia de su
respuesta natural presenta un comportamiento tipo filtro pasa-bajas en magnitud
dependiente del estado X, mientras que su fase se comporta como un filtro pasa-
altas igualmente dependiente del estado X. Por otro lado, su respuesta forzada
no depende del estado X y se comporta como un filtro pasa-bajas en su magnitud
pero como filtro pasa-altas en su fase.
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