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Introducción

Los sistemas caóticos tienen una gran relevancia debido a que es posible obtener
distintos comportamientos variando las condiciones iniciales, además representan mo-
delos matemáticos de diversos fenómenos físicos (termodinámicos, biológicos, climá-
ticos, etc.), y cuentan con múltiples aplicaciones electrónicas cuyo diseño conduce a
una gran variedad de circuitos [1]. Uno de los primeros modelados matemáticos de un
sistema caótico es el sistema de Lorenz. Éste modela el clima y ha sido ampliamente
estudiado por diversos autores [2–5].

Por otra parte, en la naturaleza es posible encontrar sonidos complejos sin estruc-
tura, aleatorios y/o caóticos, este tipo de sonidos son motivo de estudio actualmente.
Un trabajo en particular sobre este tema es el análisis acústico realizado a sistemas caó-
ticos. En este trabajo, se implementa un circuito electrónico equivalente al sistema de
Lorenz, posteriormente se obtienen tres señales de voltaje correspondientes a cada uno
de los estados del sistema. Estas tres señales son procesadas para obtener sus señales
acústicas correspondientes. Éstas señales acústicas se analizan mediante sus series de
tiempo, tonal en bandas de 1/3 de octava y su respuesta en frecuencia. Este último
análisis muestra que las señales presentan un comportamiento tipo filtro [6].

Un filtro puede definirse como cualquier dispositivo que modifica de un modo de-
terminado una señal que pasa a través de él. Existen diversas clasificaciones, entre
ellas están los filtros Lineales y No-Lineales, los filtros electrónicos, ópticos, etc. [7]. Los
filtros electrónicos no-lineales tienen muchas aplicaciones, especialmente en remover
ruidos que son no aditivos. Por ejemplo, el filtro medio es ampliamente utilizado pa-
ra eliminar los picos de ruido. De hecho, todos los receptores de radio utilizan filtros
no-lineales para convertir señles de kilohertz a gigahertz de la gama de frecuencia de
audio; y todo el procesamiento digital de señales depende de filtros no-lineales (de
analógico a digital) para transformar las señales analógicas en números binarios.

Sin embargo, los filtros no-lineales son considerablemente más difícil de usar y de
diseñar que los lineales, debido a que las herramientas matemáticas más potentes de
análisis de la señal (por ejemplo, la respuesta de impulso) no se pueden utilizar en
ellos. Por otro lado, puesto que las señales de los estados del sistema de Lorenz pre-
sentan un comportamiento tipo filtro y es un sistema no-lineal, surge la motivación de
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Introducción

utilizar los sistemas caóticos similares al sistema de Lorenz como filtros, y por lo tanto,
la posibilidad de obtener filtros no-lineales.

Bajo el concepto de asociar los filtros con sistemas caóticos, y ya que estos son os-
ciladores no-lineales; se estudian y analizan osciladores lineales con retroalimentación
negativa. Se seleccionan estos osciladores ya que cuentan en su estructura con una red
tipo filtro en retroalimentación. Un ejemplo de este tipo es el oscilador de Colpitts [8].
Éste y uno derivado de él mismo, son analizados en el espacio de estados. Se emplea
esta representación ya que es utilizada frecuentemente para el análisis de sistemas caó-
ticos. El resultado del análisis en el espacio de estados se presenta como complemento
para el criterio de Barkhausen [9–11]. El cual es una condición matemática necesaria
para los osciladores lineales con retroalimentación, pero no suficiente.

Después de revisar el estado del arte y estudiar temas como filtros, osciladores y
sistemas caóticos, se observa que las ecuaciones del sistema de Lorenz tienen estruc-
tura similar a la de un filtro pasa-bajas de primer orden. Por lo que surge la idea de
implementar circuitos equivalentes a sistemas caóticos diseñados con base en filtros
pasa-bajas. Para ello, se utilizan los sistemas caóticos clásicos (Lorenz, Chen, Lü, Röss-
ler y Chua). Estos son escalados para obtener ecuaciones diferenciales aptas para su
implementación electrónica. Posteriormente, cada ecuación es estructurada o adapta-
da para que corresponda a la de un filtro pasa-bajas activo o pasivo de primer orden y
de esta forma obtener el circuito electrónico. Por último, como aplicación para la me-
todología de diseño con base en filtros pasa-bajas, se toma un sistema dinámico que
describe el comportamiento del mecanismo cinético entre los bloques tectónicos en la
corteza terrestre que padecen efectos de deslizamiento por fricción [12] y se realiza el
diseño de su circuito electrónico equivalente.

Respecto al comportamiento tipo filtro reportado en ciertos sistemas caótico, se rea-
liza su caracterización como filtros con base en su respuesta en frecuencia por medio
de diagramas de Bode. Para ello, se introduce una señal a un sistema caótico especifico
(sistema de Lorenz), de esta forma el oscilador se convierte en un sistema entrada-
salida [13]. Ya que no es posible obtener la función de transferencia del sistema de
Lorenz, se opta por obtener las funciones de transferencia que corresponden al com-
portamiento local en los diferentes puntos de equilibrio. De estas funciones de trans-
ferencia, se obtienen los diagramas de Bode en magnitud y fase. Posteriormente, del
modelo matemático del sistema caótico entrada-salida, se obtienen las señales tempo-
rales de cada uno de los estados a distintas frecuencias de la señal introducida. Con
ellas, se obtienen los diagramas de Bode y son comparados con los diagramas de Bode
locales de los puntos de equilibrio, y así, inferir el comportamiento del sistema.

Finalmente, se presenta una propuesta sobre un filtro con base en el sistema de Lo-
renz. Este filtro cuenta en su estructura con un multiplicador conectado en serie con

10 Universidad Autónoma de San Luis Potosí



Introducción

un filtro. De esta forma se obtiene un circuito que filtra la señal y además la modula a
través de las señales que se inyectan al multiplicador.

El presente trabajo esta estructurado de la siguiente forma: En el Capítulo 1 mues-
tra el marco teórico sobre los sistemas caóticos, el análisis acústico de ellos, los filtros
lineales y los osciladores lineales; el Capítulo 2 presenta el análisis dinámico a los osci-
ladores lineales con retroalimentación. El Capítulo 3 describe el diseño de los sistemas
caóticos con base en filtros pasa-bajas, el Capítulo 4 detalla la caracterización de los
sistemas caóticos, finalmente en el Capítulo 5 se presentan las conclusiones generales
de este trabajo.

Instituto de Investigación en Comunicación Óptica 11





Capítulo 1

Marco Teórico

En este capítulo se presenta el marco teórico de los sistemas osciladores caóticos,
como lo son el sistema de Lorenz, Chen, Lü, Rössler y Chua. Posteriormente se detalla
el análisis acústico a estos sistemas caóticos. Por otro lado, se presenta el marco teórico
referente a los filtros lineales, en especial a los filtros pasa-bajas de primer orden activos
y pasivos. Finalmente se describen los osciladores lineales con retroalimentación.

1.1. Sistemas osciladores caóticos

En los 60’s, Edward Lorenz desarrolló un modelo matemático del clima, el cual
consiste en un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden [2–5].
Este sistema presenta un comportamiento oscilatorio no-lineal generando cuencas de
atracción alrededor de puntos de equilibrio, es decir, un comportamiento caótico de-
terminista. Con base en este sistema, surgen otros osciladores caóticos, como lo son los
osciladores de Chen, Lü y Rössler. Además, existen otros osciladores, como el oscilador
de Chua, el cual cuenta con una estructura diferente a los anteriormente mencionados.
A continuación se detallan estos 4 osciladores caóticos clásicos.

1.1.1. Sistema oscilador de Lorenz

El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias reducido que representan el sis-
tema de Lorenz es el siguiente:

ẋ = a(y− x) (1.1)

ẏ = cx− xz− y (1.2)

ż = xy− bz (1.3)

Los valores de las constantes son: a = 10, b = 8
3 y c = 30 [14]. Los retratos fase obte-

nidos de este sistema con los valores de las constantes antes mencionadas se muestran
en la Fig. 1.1

13
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(a) plano-xy (b) plano-xz (c) plano-yz

Figura 1.1: Retratos fase del sistema oscilador de Lorenz.

El señor N. J. Corron propuso un circuito equivalente al sistema de Lorenz [14], el
cual se muestra en la Fig. 1.2.

Figura 1.2: Diagrama esquemático del circuito equivalente al sistema de Lorenz propuesto por Corron.

A partir del sistema de Lorenz se derivan otros sistemas caóticos, los cuales se des-
criben a continuación.

1.1.2. Sistema oscilador de Chen

El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que representan el sistema de
Chen es el siguiente:

ẋ = a(y− x) (1.4)

ẏ = (c− a)x− xz + cy (1.5)

ẋ = xy− bz (1.6)

Los valores de las constantes son: a = 35, b = 3 y c = 28 [15–17]. Los retratos
fase obtenidos de este sistema con los valores de las constantes antes mencionadas se
muestran en la Fig. 1.3.

14 Universidad Autónoma de San Luis Potosí



Sistemas osciladores caóticos

(a) plano-xy (b) plano-xz (c) plano-yz

Figura 1.3: Retratos fase del sistema oscilador de Chen.

1.1.3. Sistema oscilador de Lü

El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que representan el sistema de
Lü [18] es el siguiente:

ẋ = a(y− x) (1.7)

ẏ = −xz + cy (1.8)

ż = xy− bz (1.9)

Los valores de las constantes son: a = 36, b = 3 y c = 20 [19]. Los retratos fase obte-
nidos de este sistema con los valores de las constantes antes mencionadas se muestran
en la Fig. 1.4.

(a) plano-xy (b) plano-xz (c) plano-yz

Figura 1.4: Retratos fase del sistema oscilador de Lü.

1.1.4. Sistema oscilador de Rössler
El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que representan el sistema de

Rössler [20] es el siguiente:
ẋ = −y− z (1.10)

Instituto de Investigación en Comunicación Óptica 15
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ẏ = x + ay (1.11)

ż = b + z(x− c) (1.12)

Los valores de las constantes son: a = 0.4, b = 2 y c = 4 [21]. Los retratos fase obte-
nidos de este sistema con los valores de las constantes antes mencionadas se muestran
en la Fig. 1.5.

(a) plano-xy (b) plano-xz (c) plano-yz

Figura 1.5: Retratos fase del sistema oscilador de Rössler.

A diferencia de los osciladores derivados del sistema de Lorenz, donde la no-linealidad
está dada por una multiplicación de los estados. Existen otros osciladores en los cuales
la no-linealidad viene dada por una función partida, un ejemplo de ello, es el sistema
de Chua, el cual se describe a continuación.

1.1.5. Sistema oscilador de Chua

El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que representan el sistema de
Chua [22] es el siguiente:

ẋ = α(y− x− f (x)) (1.13)

ẏ = x− y + z (1.14)

ż = −βy (1.15)

donde f (x) esta dada por la función partida:

f (x) =


bx + a− b si x > 1

ax si |x| ≤ 1
bx− a + b si x < −1

(1.16)

Los valores de las constantes son: α = 9, β = 122
7 , a = −8

7 y b = −5
7 [15–17]. Los

retratos fase obtenidos de este sistema con los valores de las constantes antes mencio-
nadas se muestran en la Fig. 1.6.

16 Universidad Autónoma de San Luis Potosí



Análisis acústico a osciladores caóticos

(a) plano-xy (b) plano-xz (c) plano-yz

Figura 1.6: Retratos fase del sistema oscilador de Chua.

Como se mencionó anteriormente, debido al impacto que estos sistemas han teni-
do en la ciencia e ingeniería han sido motivo de diversos estudios. Uno de ellos es el
análisis acústico, del cual surge la motivación para realizar esta investigación. Por lo
tanto, dicho análisis se detalla a continuación.

1.2. Análisis acústico a osciladores caóticos

El análisis acústico a distintos sistemas caóticos (sistema de Lorenz, Rössler, Chua,
Chen y Lü) es realizado a través de sus circuitos equivalentes [6]. Para obtenerlos, se
toman como base los sistemas de ecuaciones diferenciales descritos en la sección 1.1 y
son escalados para su implementación electrónica.

De estos, se obtienen señales de voltaje de cada uno de los estados de los sistemas,
dichas señales analógicas son grabadas mediante una tarjeta DSP de audio, adqui-
riendo el sonido de forma digital mediante el programa Logic Pro X y guardados en
formato WAV. Posteriormente, dichas señales sonoras fueron analizadas mediante sus
series de tiempo, su respuesta en frecuencia y su frecuencia tonal [6]. En este trabajo
solo nos enfocaremos en el análisis de su respuesta en frecuencia, en particular, sobre
el sistema de Lorenz. Ya que el resultado obtenido es la motivación principal de este
estudio.

La figura 1.7 muestra la respuesta en frecuencia de los estados x, y y z del sistema
de Lorenz. El estado z presenta un pico significativo de amplitud alrededor de 1KHz,
después del cual la señal es amortiguada. Los estados x y y presentan un comporta-
miento similar al del estado z, por debajo de una frecuencia determinada (alrededor de
1 kHz), la señal es amplificada, mientras que por encima de dicha frecuencia, es decir,
superior a 1 kHz , la señal es amortiguada. Este tipo de comportamiento corresponde
al de un filtro lineal pasa-bajas.

Instituto de Investigación en Comunicación Óptica 17
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Figura 1.7: Respuesta en frecuencia de los estados x, y y z del sistema de Lorenz.

Por lo tanto, en la siguiente sección se detalla el concepto de filtros lineales y sus
configuraciones básicas.

1.3. Filtros Lineales

Un filtro es lineal si cumple el principio de superposición. Es decir, si se tienen las
entradas f1(t) y f2(t) que al pasar por el filtro por separado se convierten en g1(t) y
g2(t) respectivamente. El filtro es lineal si cumple que f = a1 f1(t) + a2 f2(t) se convier-
te en g = a1g1(t) + a2g2(t) después de pasar por el filtro [23, 24].

Dependiendo de su respuesta en frecuencia, se pueden dividir principalmente en
filtros pasa-bajas, pasa-altas, pasabandas y rechazabandas. La Tabla 1.1, muestra sus
gráficas características ideales.

18 Universidad Autónoma de San Luis Potosí



Filtros Pasa-bajas

Filtro Gráfica Filtro Gráfica

Pasa-bajas Pasabandas

Pasa-altas Rechazabandas

Tabla 1.1: Tabla de filtros con base a su respuesta en frecuencia.

Este trabajo está basado en los filtros pasa-bajas, en particular, los de primer orden
activos y pasivos. Por lo que a continuación se detallan. Una forma simple de generar o
diseñar un filtro pasa-bajas pasivo de primer orden es con base en una resistencia (R) y
un capacitor (C). La Fig. 1.8 muestra el diagrama esquemático del circuito equivalente.
Su ecuación diferencial y función de transferencia son las siguientes:

v̇out =
1

RC
(vin − vout) (1.17)

Vout

Vin
=

1
1 + RCs

(1.18)

Donde vin y vout son la entrada y salida de voltaje, respectivamente.

Figura 1.8: Diagrama esquemático de un filtro pasa-bajas de primer orden pasivo.

Por otro lado, para obtener un filtro pasa-bajas de primer orden activo, se agrega
una etapa de amplificación (ganancia) a un filtro pasa-bajas de primer orden pasivo.
La Fig. 1.9 muestra el diagrama del filtro activo utilizando un filtro pasa-bajas pasi-
vo de primer orden y un amplificador operacional en modo no-inversor. Su ecuación
diferencial y su función de transferencia son las siguientes:

V̇out =
1

RC

[(Rs + R f

Rs

)
Vin −Vout

]
(1.19)

Vout

Vin
=

Rs+R f
Rs

1 + RCs
(1.20)

Instituto de Investigación en Comunicación Óptica 19
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Figura 1.9: Diagrama esquemático de un filtro pasa-bajas de primer orden activo.

Como se mencionó anteriormente, el concepto principal es asociar los filtros linea-
les con los sistemas osciladores no-lineales. Para ello, se inicia con el estudio de oscila-
dores lineales asociados con filtros. Los osciladores lineales LC con retroalimentación
cuentan en su estructura con una red tipo filtro, por lo tanto, se realiza una descripción
de estos en la siguiente sección.

1.4. Osciladores lineales con retroalimentación

Existen diferentes tipos de osciladores electrónicos que pueden generar señales cua-
dradas, triangulares y sinusoidales [25–27]. Los osciladores que generan señales sinu-
soidales son también llamados osciladores armónicos, algunos de estos cuentan en su
estructura con una red de retroalimentación. En el trabajo de Kazimierczuk y Murthy-
Bellur [8] se detalla una metodología para el diseño de osciladores armónicos LC con
retroalimentación, el cual, está basado en la condición matemática conocida como cri-
terio de Barkhausen [27]. Por lo tanto, a continuación se detalla la configuración básica
de un oscilador harmónico con retroalimentación y el criterio de Barkhausen.

El diagrama básico de un oscilador se muestra en la Fig. 1.10, cuya ganancia a lazo
cerrado A f esta dada por [8]:

A f =
vo

v f
=

Λ
1− βΛ

=
Λ

1− T
(1.21)

Figura 1.10: Diagrama de bloques de un oscilador.
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Osciladores lineales con retroalimentación

La condición para un oscilador de estado estacionario a la frecuencia de oscilación
fo está dada por:

T( fo) = β( fo)Λ( fo) =| T( fo) | ejφT( fo) = 1 + (0× j) (1.22)

El criterio de Barkhausen es una condición matemática para determinar cuando un
circuito lineal electrónico oscila. Es aplicado para circuitos lineales con retroalimenta-
ción solamente [8, 27, 28].

El criterio de Barkhausen para la magnitud de un oscilador de estado estacionario
a una frecuencia de oscilación fo y para la fase están dadas respectivamente por:

| T( fo) |= 1, φt( fo) = 0± 360o (1.23)

El criterio para la parte real y la parte imaginaria son respectivamente:

Re(T( fo)) = 1, Im(T( fo)) = 0 (1.24)

Un tipo de circuito que cumple lo anterior, son los circuitos LC con retroalimenta-
ción, como el oscilador de Colpitts y sus derivados [8]. Este tipo de circuitos cuenta
con una red tipo filtro en su etapa de retroalimentación (β). La Fig. 1.11 muestra el
diagrama del circuito del oscilador de Colpitts.

Figura 1.11: Diagrama esquemático del circuito equivalente al oscilador de Colpitts.

Del ejemplo anterior, se puede observar el filtro LC en la etapa de retroalimentación.
Además de la etapa de ganancia por medio del amplificador inversor. Por lo tanto, se
realiza un análisis dinámico a través del espacio de estado a estos osciladores, el cual
se presenta en el siguiente capítulo.

Instituto de Investigación en Comunicación Óptica 21





Capítulo 2

Análisis dinámico a los osciladores
lineales con retroalimentación

En este capítulo se detalla el análisis dinámico realizado a dos tipos de osciladores
armónicos con retroalimentación. Para ello, se obtiene su representación en el espacio
de estado a partir de sus ecuaciones diferenciales, se calcula el polinomio característico
y sus eigenvalores. Con base en ellos y la teoría de sistemas dinámicos se obtienen con-
diciones de oscilación para su diseño. Posteriormente se comparan dichas condiciones
con la condición que se obtiene por medio del criterio de Barkhausen, con lo cual el
análisis dinámico se muestra como un complemento a este criterio y una herramienta
más para el diseño de este tipo de osciladores.

2.1. Análisis dinámico

En esta sección se detalla el análisis dinámico, para ello, se consideran circuitos osci-
ladores armónicos LC de tres-estados. Estos tienen el siguiente conjunto de ecuaciones
diferenciales:

ẋ(t) = a1x + a2y + a3z,

ẏ(t) = a4x + a5y + a6z, (2.1)

ż(t) = a7x + a8y + a9z.

Los eigenvalores (λ) y su polinomio característico son calculados de la matriz A
(Ec. 2.2), con det(A− λI) = 0 [29], donde I es una matriz unitaria de dimensión 3× 3;
x, y y z son los estados en el dominio del tiempo y finalmente de a1 a a9 son constantes
del sistema.
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A =


a1 a2 a3

a4 a5 a6

a7 a8 a9

 . (2.2)

El polinomio característico es el siguiente:

α1λ3 + α2λ2 + α3λ + α4 = 0, (2.3)

Donde αi son los elementos característicos del sistema. Los eigenvalores λ proveen
información acerca del comportamiento del sistema. Por ejemplo, si los eigenvalores
tienen parte real negativa, entonces el sistema es amortiguado. Por otra parte, si los ei-
genvalores tienen parte real positiva, el sistema es inestable o divergente. Para obtener
un sistema oscilatorio, los eigenvalores deben tener parte imaginaria solamente, esto
es:

λ1 = 0, λ2,3 = ±δj, (2.4)

Donde δ es la parte imaginaria . Debido a esto, el termino independiente del poli-
nomio característico α4 debe ser cero (α4 = 0) [29]. En la siguiente sección se presenta
la aplicación de esta teoría.

2.2. Análisis dinámico aplicado a circuitos osciladores ar-
mónicos LC

En esta sección se analiza el oscilador de Colpitts y un oscilador derivado de este
(input tapped capacitor), los cuales satisfacen el criterio de Barkhausen. Dicho análisis
se realiza a través de eigenvalores, obteniendo condiciones de oscilación.
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2.2.1. Oscilador de Colpitts

Figura 2.1: Diagrama esquemático del oscilador de Colpitts con asignación de corrientes para su análisis.

En la Fig. 2.1 se presenta el diagrama esquemático del oscilador de Colpitts. A tra-
vés de un análisis nodal se obtienen las siguientes ecuaciones:

I1 + I5 = I2 + I3, I3 = I4 + I1,

I2 = C2V̇0, I4 = C1V̇f ,
(2.5)

Donde la corriente del inductor IL = I3, y

I1 =
−V0

R f
, (2.6a)

I1 =
Vf

Rs
. (2.6b)

Para iniciar con el análisis dinámico aplicado al oscilador de Colpitts, se consideran
dos casos:

Caso I: Utilizando las Ecs. (2.5) y (2.6a), la dinámica del circuito de Colpitts es
modelado a través del siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales:

V̇f = −
Vf

C1Rs
+

IL

C1
,

V̇0 = − V0

C2R f
− IL

C2
+

I5

C2
,

İL = −
Vf

L
+

V0

L
.

(2.7)

La representación interna del sistema (2.7) es:
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 V̇f
V̇0
İL

 =


−1

C1Rs
0 1

C1

0 −1
C2R f

−1
C2

−1
L

1
L 0


 Vf

V0
IL

+ I5

 0
1

C2
0

 . (2.8)

En la respuesta forzada de (2.8), la corriente del amplificador operacional (I5) es
descartada debido a que la dinámica del sistema es gobernada solo por la matriz
de estados. Por lo tanto, el polinomio característico de esta matriz es:

λ3 + λ2

(
1

C1Rs
+

1
C2R f

)
+ λ

(
1

C1C2RsR f
+

1
C2L

+
1

C1L

)

+
1

C1C2LRs
+

1
C1C2LR f

= 0. (2.9)

Considerando que el circuito no debe tener amortiguamiento, el termino inde-
pendiente debe ser cero, esto es:

R f + Rs

C1C2LRsR f
= 0. (2.10)

Lo anterior define la primera condición de oscilación. Sustituyendo (2.10) en (2.9)
se obtienen los siguientes eigenvalores:

λ1 = 0, λ2,3 = −p±
√

p2 − q2, (2.11)

Donde p = (C1Rs +C2R f )/(2C1C2RsR f ), y q = (L+RsR f (C1 +C2))/(C1C2LRsR f ).

De acuerdo al análisis a través de sus eigenvalores, λ2 y λ3 deben tener solo parte
imaginaria. Por lo tanto, se llega a la siguiente condición de oscilación:

C1Rs + C2R f

2C1C2RsR f
= 0. (2.12)

La Ec. (2.12) puede ser reducida a−R f /Rs = C1/C2, la cual es igual a la ecuación
que satisface la condición de magnitud del criterio de Barkhausen para el circui-
to de Colpitts, es decir, R f /Rs = C1/C2. La resistencia negativa puede explicarse
por el método resistencia-conductancia [30]. Este método analiza osciladores ar-
mónicos que cuentan con una resistencia negativa. Su circuito es separado en
un puerto activo (etapa de amplificación Λ) y otro puerto para determinar fre-
cuencia (etapa de retroalimentación β) justo como se muestra en la Fig. 1.10. En
resumen, en este caso se obtienen dos condiciones de oscilación por medio del
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análisis con base en sus eigenvalores. La primera es la Ec. 2.10,mientras que la
segunda es 2.12. Esta última condición coincide con la condición de magnitud de
Barkhausen.

Caso II: Para este caso se consideran las Ecs. 2.5 y 2.6b para obtener el siguiente
sistema:

V̇f = −
Vf

C1Rs
+

IL

C1
,

V̇0 =
Vf

C2Rs
− IL

C2
− I5

C2
,

İL = −
Vf

L
+

V0

L
.

(2.13)

Considerando el polinomio característico de 2.13 y que la parte del eigenvalor
complejo debe ser cero, entonces el producto C1Rs debe ser más grande que la
unidad. Esto implica las siguientes dos condiciones de oscilación:

1
4C2

1R2
s
<

C1 + C2

C1C2L
, C1Rs � 1. (2.14)

Cabe hacer notar, que se obtienen diferentes condiciones de oscilación comple-
mentarias a las del caso anterior.

2.2.2. Oscilador Input tapped capacitor

De manera similar que en la subsección anterior, llevamos a cabo un análisis nodal
para el oscilador input tapped capacitor [8] (Fig. 2.2). Obteniendo el siguiente conjunto
de ecuaciones:

Figura 2.2: Diagrama esquemático del oscilador Input tapped capacitor.
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I1 = I2 + I3, I3 = I4 + I5,

I4 = C2V̇0, I5 = IL = C1V̇0 − C1V̇f ,

Vf = LİL, I1 =
V0

ZT
,

(2.15)

Donde ZT es la impedancia total dada por ZT = C1Rs/(C1 + C2), y

I2 =
V0 −Vf

R f
, (2.16a)

I2 =
Vf

Rs
. (2.16b)

Considerando las Ecs. 2.15, 2.16a y 2.16b, se divide el análisis en dos casos, los
cuales se presentan a continuación.

Caso I: Usando las Ecs. 2.15 y 2.16a, la dinámica del oscilador es modelada por el
siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales:

V̇f =
Vf

C2R f
+ V0

(
R f − ZT

C2R f ZT

)
− IL

(
C1 + C2

C1C2

)
,

V̇0 =
Vf

C2R f
+ V0

(
R f − ZT

C2R f ZT

)
− IL

C2
,

İL =
Vf

L
.

(2.17)

A través del análisis de sus eigenvalores se llega a las siguientes condiciones de
oscilación:

R f =
C1Rs

C1 + C2
, (2.18)

C1 + C2

2C1C2Rs
= 0, lo cual implica que C1 = −C2. (2.19)

Al sustituir la Ec. 2.19 en 2.18 se obtiene la condición del criterio de Barkhausen,
R f = −C2Rs/(C1 + C2).
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Caso II: Considerando las Ecs. 2.15 y 2.16b, el modelo matemático del sistema es:

V̇f =
−Vf

C2Rs
+

V0

C2ZT
− IL

(
C1 + C2

C1C2

)
,

V̇0 =
−Vf

C2Rs
+

V0

C2ZT
− IL

C2
,

İL =
Vf

L
.

(2.20)

En este caso, la condición de oscilación es obtenida si C1Rs � 1. Una vez más,
como en el caso II del oscilador de Colpitts, se genera una condición de oscilación
complementaria.

2.3. Simulación de los osciladores armónicos LC, resulta-
dos y discusión

La simulación de los circuitos osciladores se llevó a cabo por medio del software
MULTISIM 11.0. Para esto se consideraron tanto el criterio de Barkhausen y el análisis
dinámico. La simulación ilustra como la condición de oscilación complementaria mejo-
ra el comportamiento del circuito. Se seleccionaron los valores de los distintos elemen-
tos pasivos de tal forma que satisfagan las condiciones antes mencionadas. Además,
ya que una señal puramente senoidal presenta un solo pico de amplitud en su espec-
tro de frecuencias, se obtiene el espectro de la señal de salida V0 para verificar que se
comporte como una señal sinusoidal.

2.3.1. Simulación del circuito oscilador de Colpitts
Los valores de los diferentes componentes pasivos del circuito oscilador de Col-

pitts (Fig. 2.1) se muestran en la Tabla 2.1. Los valores de la segunda columna fueron
obtenidos considerando la condición de magnitud del criterio de Barkhausen R f /Rs =
C1/C2. De esta forma, se tiene una ecuación con 4 incógnitas (R f , Rs, C1 and C2), por
lo que es necesario fijar tres de ellas. C1, C2 y Rs son seleccionadas acorde a valores
comerciales. De tal forma que se obtenga una solución simple para R f , se selecciona
C1 = C2 y R f = Rs. Finalmente, se fija el inductor L de tal forma que se obtenga f0
alrededor de 1kHz.

Por otro lado, como resultado del análisis dinámico (Caso I y Caso II), se obtuvie-
ron los valores de la tercer columna de la Tabla 2.1 a través de las Ecs. 2.10, 2.14 y
−R f /Rs = C1/C2. Con la finalidad de cambiar lo menos posible y mantener f0, se
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seleccionan los mismos valores de C1, C2 y L que en el caso previo. Con lo anterior, se
seleccionan R f y Rs de tal forma que satisfagan las condiciones mencionadas.

Criterio de Barkhausen Análisis dinámico
Caso I and Caso II

Rs 1kΩ 1MΩ
R f 1kΩ 1MΩ
C1 10µF 10µF
C2 10µF 10µF
L 4.75mH 4.75mH
f0 1.03kHz 1.03kHz

Tabla 2.1: Parámetros obtenidos a través del criterio de Barkhausen y el análisis dinámico para el circuito
oscilador de Colpitts.

La Fig. 2.3(a) muestra la señal V0 utilizando los valores obtenidos a través del cri-
terio de Barkhausen (segunda columna de la Tabla 2.1). Se observa que V0 no es una
señal armónica ni oscilatoria. Lo anterior es reafirmado a través de su espectro de fre-
cuencias, el cual se muestra en la Fig. 2.3(b). Este es un ejemplo de un circuito que
satisface el criterio de Barkhausen pero no oscila.

(a) (b)

Figura 2.3: Resultados del oscilador de Colpitts satisfaciendo el criterio de Barkhausen: (a) Señal de sa-
lida V0 a través de un osciloscopio (escala vertical 50 f V/div, escala horizontal 100ms/div). (b) Espectro
de frecuencias.

Por otro lado, la Fig. 2.4(a) muestra el voltaje de salida V0 considerando los valores
obtenidos por medio del análisis dinámico (tercer columna de la Tabla 2.1). Se apre-
cia, que V0 es una señal armónica (sinusoidal), cuyo espectro cuenta con un solo pico
de amplitud a la frecuencia fundamental (Fig. 2.4(b)). Además, la frecuencia obtenida
en la simulación es igual a la teórica. Lo anterior se observa a través de su espectro,
localizando la frecuencia a la cual ocurre el pico de amplitud.
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(a) (b)

Figura 2.4: Resultados del oscilador de Colpitts satisfaciendo el análisis dinámico (Caso I y II): (a) Señal
de salida V0 a través de un osciloscopio (escala vertical 5V/div, escala horizontal 1ms/div). (b) Espectro
de frecuencias.

A pesar de cumplir el criterio de Barkhausen, el circuito no oscila. Sin embargo,
usando todas las condiciones obtenidas del análisis dinámico, el circuito oscila con
una frecuencia precisa.

2.3.2. Simulación del circuito oscilador input tapped capacitor

Aplicando la condición del criterio de Barkhausen (R f = −C2Rs/(C1 + C2)) en el
oscilador de la Fig. 2.2, los valores de los distintos elementos pasivos mostrados en
la segunda columna de la Tabla 2.2 son obtenidos. Como en la subsección anterior, se
tiene una ecuación con 4 incógnitas, por lo tanto, se fijan los valores de C1 y L iguales a
los de la subsección anterior. C2 y Rs se escogen para que satisfagan la condición y a su
vez, obtener valores comerciales para R f resultando en una f0 diferente al caso visto
en la subsección anterior.

Para obtener los valores de la tercer columna de la Tabla 2.2 se consideran las Ecs.
2.18, 2.19 y C1Rs � 1. Nuevamente, los elementos pasivos L, C1 y C2 se fijan para
obtener f0 alrededor 1kHz, pero sin cambiar el inductor. Finalmente, las resistencias
Rs y R f se eligen de tal forma que satisfagan las condiciones y a su vez, sean valores
comerciales.
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Criterio de Barkhausen Análisis dinámico
Caso I and Caso II

Rs 2MΩ 2MΩ
R f 181.818kΩ 1MΩ
C1 10µF 10µF
C2 1µF 10µF
L 4.75mH 4.75mH
f0 2.42kHz 1.03kHz

Tabla 2.2: Parámetros obtenidos a través del criterio de Barkhausen y el análisis dinámico para el circuito
oscilador input tapped capacitor.

En la Fig. 2.5(a) se presenta el voltaje de salida V0 cuando se cumple el criterio
de Barkhausen. La forma de onda de V0 es una señal armónica distorsionada a una
frecuencia de f0 = 2.29 kHz, la cual es ligeramente diferente a la teórica. Esto también
se aprecia en su espectro de frecuencias (Fig. 2.5(b)), en el cual presenta cuatro picos de
amplitud. El primer y mayor pico de amplitud se presenta a la frecuencia fundamental
que esta alrededor de 2.2 kHz, mientras los otros picos de amplitud indican una señal
sinusoidal distorsionada.

(a) (b)

Figura 2.5: Resultados del oscilador input tapped capacitor satisfaciendo el criterio de Barkhausen: (a)
Señal de salida V0 a través de un osciloscopio (escala vertical 10V/div, escala horizontal 500µs/div). (b)
Espectro de frecuencias.

De forma similar, la Fig. 2.6(a) describe el voltaje de salida V0 utilizando los valores
de la tercer columna de la Tabla 2.2 (análisis dinámico). La forma de onda de V0 es una
señal armónica a una frecuencia precisa de oscilación f0 = 1.03 kHz. Su espectro (Fig.
2.6(b)) presenta dos picos de amplitud, el primero y de mayor magnitud se localiza
a la frecuencia fundamental (alrededor de 1.03 kHz), mientras que el segundo tiene
una minima contribución debido a su pequeña amplitud. Esto indica que se tiene una
señal sinusoidal menos distorsionada al cumplir las condiciones obtenidas del análisis
dinámico que por las obtenidas solamente por el criterio de Barkhausen.
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(a) (b)

Figura 2.6: Resultados del oscilador input tapped capacitor satisfaciendo el análisis dinámico (Caso I y
II): (a) Señal de salida V0 a través de un osciloscopio (escala vertical 5V/div, escala horizontal 1ms/div).
(b) Espectro de frecuencias.

En este oscilador, al solo satisfacer el criterio de Barkhausen se produce una señal
sinusoidal armónica con una frecuencia imprecisa. Por otro lado, al cumplir las condi-
ciones obtenidas mediante el análisis dinámico, se produce una señal sinusoidal con
menor distorsión y una frecuencias de oscilación precisa.

2.4. Implementación del circuito oscilador input tapped
capacitor

Con la finalidad de confirmar los resultados, se realiza la implementación electró-
nica del oscilador input tapped capacitor. De la misma forma que en la simulación se
utilizan dos circuitos, uno con los valores de la segunda columna de la Tabla 2.2 corres-
pondiente al criterio de Barkhausen. Mientras que el otro circuito utiliza los valores de
la tercera columna de la Tabla 2.2 correspondientes al análisis dinámico.

Para realizar la implementación se utilizó la fuente de alimentación de corriente
directa BK Precision modelo 1760A y el amplificador operacional LM148. Para obtener
las gráficas de V0 y su espectro de frecuencias se utilizó el osciloscopio RIGOL modelo
DS1102E.

El voltaje de salida V0 y su espectro de frecuencia cumpliendo la condición del cri-
terio de Barkhausen son presentadas en las Figs. 2.7(a) y 2.7(b) respectivamente. La
forma de onda de la señal V0 es similar a la obtenida en la simulación, además su fre-
cuencia de f0 = 2.29 kHz está cercana a la frecuencia obtenida en la simulación. Su
espectro muestra varios picos de amplitud, lo cual indica una señal sinusoidal distor-
sionada.
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(a) (b)

Figura 2.7: Resultados de la implementación electrónica del oscilador input tapped capacitor satisfacien-
do el criterio de Barkhausen: (a) Señal de salida V0 a través de un osciloscopio (escala vertical 5V/div,
escala horizontal 100µs/div). (b) Espectro de frecuencias.

Por otro lado, las Figs. 2.8(a) y 2.8(b) presentan la señal V0 y su espectro respectiva-
mente, utilizando el análisis dinámico (Caso I y Caso II). La señal V0 tiene una frecuencia
de 976.6 Hz, la cual no coincide con la obtenida teóricamente y la simulada. Esta dife-
rencia se atribuye a los valores de tolerancia de los distintos elementos pasivos, pero
se considera dentro del error permisible. Por otro lado, su espectro muestra un pico de
amplitud significativo, lo cual indica una señal sinusoidal con menor distorsión que la
obtenida en la etapa de simulación.

(a) (b)

Figura 2.8: Resultados de la implementación electrónica del oscilador input tapped capacitor satisfa-
ciendo los Casos I y II: (a) Señal de salida V0 a través de un osciloscopio (escala vertical 1V/div, escala
horizontal 200µs/div). (b) Espectro de frecuencias.

2.5. Conclusiones

A través de un análisis dinámico se determinan condiciones necesarias y suficientes
para la oscilación de circuitos armónicos LC. Con este análisis se obtienen la condición
de magnitud del criterio de Barkhausen (Caso I) y una condición complementaria (Ca-
so II) para cada unos de los osciladores armónicos LC. Estas permiten obtener oscila-
ciones con una mejor forma de onda y una frecuencia mucho más precisa.
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Capítulo 3

Diseño de sistemas caóticos con base en
filtros pasa-bajas

En base a los sistemas caóticos vistos en el capítulo uno, se observa que sus ecuacio-
nes diferenciales tienen una estructura similar a la ecuación de un filtro pasa-bajas, por
lo que se propone una metodología para el diseño de los circuitos electrónicos equi-
valentes a dichos sistemas caóticos. Para ello, es necesario un ajuste en las ecuaciones
diferenciales con la finalidad de usar dispositivos electrónicos comerciales.

3.1. Diseño electrónico del sistema de Lorenz

Se toma como base el modelo de tres ecuaciones diferenciales del sistema de Lo-
renz (Ecs. 1.1, 1.2 y 1.3,) y se obtienen las ecuaciones diferenciales a partir del circuito
diseñado por el Sr. Corron (Fig. 1.2), las ecuaciones obtenidas son las siguientes:

ẋ = 10000(y− x) (3.1)

ẏ = 1000
[

100000
10RR

(3x− xz)− y
]

(3.2)

ż = 2560
( xy

2.56
− z
)

(3.3)

La Ec. 3.1 correspondiente al estado x presenta una estructura similar a la de un
filtro pasa-bajas pasivo de primer orden (1.17). Por lo tanto, se realiza una igualdad
entre ambas ecuaciones: (1/RC)(vin − vout) = 10000(y − x), donde vout = x y vin = y.
Obteniendo la siguiente ecuación:

10000 =
1

RxCx
, (3.4)

donde Rx y Cx son la resistencia y el capacitor del filtro pasa-bajas, respectivamen-
te. Para resolver la Ec. 3.4 se fija Cx = 0.01 µF con lo que se obtiene Rx = 10 kΩ. De
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esta forma se obtiene el circuito de la Fig. 3.1.

Figura 3.1: Diagrama esquemático del circuito equivalente a la primera ecuación de Lorenz con base en
filtros pasa-bajos.

Pasando a la Ec. 3.2 correspondiente al estado y, presenta una estructura similar
a las de un filtro pasa-bajas activo de primer orden (Ec. 1.19). Al comparar estas dos
ecuaciones ((1/RC)([(Rs + R f /Rs)Vin−Vout]) y 1000 [(100000/10RR) (3x− xz)− y]), el voltaje de
entrada del filtro debe ser Vin = 3x− xz. Dicho voltaje se obtiene a través de un mul-
tiplicador AD633 [31]. Con base en lo anterior se propone el circuito de la Fig. 3.2 y su
ecuación diferencial es la siguiente:

ẏ =
1

RyCy

[(RR + R f y

10RR

)
(3x− xz)− y

]
(3.5)

Figura 3.2: Diagrama esquemático del circuito equivalente a la segunda ecuación de Lorenz con base en
filtros pasa-bajos.

La Ec. 3.5 se comparan con la Ec. 3.2 obteniendo las siguientes condiciones:

1
RyCy

= 1000 (3.6)

RR + R f y

10RR
=

100000
10RR

(3.7)

Para resolver la Ec.3.6 se fija Cy = 0.01 µF obteniendo Ry = 100 kΩ. En la Ec. 3.7 se
fija R f y = 100 kΩ con la finalidad de mantener el mismo orden en las resistencias y se
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mantiene RR como una resistencia variable como ajuste del circuito.

Pasando a la ecuación del estado z (Ec. 3.3), ésta presenta la estructura de un filtro
pasa-bajas activo de primer orden. Este es muy similar al caso de la segunda ecuación,
donde es necesario utilizar un multiplicador AD633. Con dicho multiplicador se obtie-
ne el voltaje de entrada Vin = xy. Con base en lo anterior se propone el circuito de la
Fig. 3.3 y su ecuación diferencial es la siguiente:

ẏ =
1

RzCz

[(Rsz + R f z

10Rsz

)
xy− z

]
(3.8)

Figura 3.3: Diagrama esquemático del circuito equivalente a la tercera ecuación de Lorenz con base en
filtros pasa-bajos.

Comparando la Ec. 3.3 con la ecuación del circuito propuesto (Ec. 3.8) se obtienen
las siguientes condiciones:

1
RzCz

= 2560 (3.9)

Rsz + R f z

10Rsz
=

1
2.56

(3.10)

En la Ec. 3.9 se fija Cz = 0.01 µF y se obtiene Rsz = 10 kΩ. Con base en la Ec. 3.10 se
obtiene Rz = 39 kΩ y R f z = 29 kΩ.

Por último, se conectan los tres circuitos equivalentes a cada una de las ecuaciones
para obtener el circuito equivalente al sistema de Lorenz con base en filtros pasa-bajas,
el cual se muestra en la Fig 3.4.
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Figura 3.4: Diagrama esquemático del circuito equivalente al sistema de Lorenz con base en filtro pasa-
bajas de primer orden.

3.2. Diseño electrónico del sistema de Chen

Siguiendo la misma metodología propuesta para el sistema de Lorenz, se toma co-
mo base el modelo de tres ecuaciones diferenciales del sistema de Chen (Ecs. 1.4, 1.5 y
1.6,). Con la finalidad de representar los estados como voltajes y que no saturen a los
amplificadores operacionales, se realiza un escalamiento para los estados X = x/

√
kc,

Y = y/
√

kc, Z = z/kc y el tiempo t = τ/T, siendo T una unidad de tiempo [32]. Con
lo anterior se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales escalado:

T
dX
dτ

= a(Y− X) (3.11)

T
dY
dτ

= (c− a)X− kcXZ + cY (3.12)

T
dZ
dτ

= XY− bZ = b
(

1
b

XY− z
)

(3.13)

La ecuación 3.11 corresponde a la de un filtro pasa-bajas pasivo de primer orden
(Ec. 1.1). Por lo que la frecuencia de corte estará dada por 1/RXCX = a/T, donde Rx
y Cx son la resistencia y el capacitor respectivamente. De esta forma se obtiene el si-
guiente circuito equivalente a la Ec. 3.11, dicho circuito se muestra en la Fig. 3.5.

Figura 3.5: Diagrama esquemático del circuito equivalente a la primera ecuación del sistema de Chen.
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La ecuación del estado Y (2.8) es necesario adaptarla para obtener la estructura de
un filtro pasa-bajas activo de primer orden, por lo que la ecuación queda de la siguiente
forma:

dY
dτ

=
c
T

({
(c− a)X

c
− kXZ + 2Y

}
−Y

)
(3.14)

Por lo tanto, la señal de entrada será Vin = {(c− a)X/c} − kXZ + 2Y. Para pro-
ducirla, se utiliza un amplificador operacional en modo sumador [23] y un multipli-
cador [31], ajustando los valores con las respectivas resistencias. La Fig. 3.6 muestra el
circuito propuesto y su ecuación diferencial es:

dY
dτ

=
1

RyCy

(
−

R f y

R1y

{
XZ
10
− X(c− a)

10c

}
−

R f y(−Y)
R2y

−Y

)
(3.15)

Figura 3.6: Diagrama esquemático del circuito equivalente a la segunda ecuación del sistema de Chen.

Con 1/RyCy = c/T, R f y/10R1y = k y R f y/R2y = 1, donde Ry y Cy son la resistencia
y el capacitor del filtro pasa-bajas, R f y, R1y y R2y son las resistencias del sumador.

Finalmente, la ecuación 3.13 tiene la estructura de un filtro pasa-bajas activo de pri-
mer orden (Ec. 1.19), por lo cual se propone el circuito mostrado en la Fig. 3.7. Para
obtener XY se utiliza el multiplicador AD633, con él se obtiene Vin = XY/10 y toman-
do Vout = Z se propone el circuito mostrado en la Fig. 3.7, su ecuación diferencial es la
siguiente:

dZ
dτ

=
1

RzCz

[(Rsz + R f z

Rsz

)
XY
10
− Z

]
(3.16)
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Figura 3.7: Diagrama esquemático del circuito equivalente a la tercera ecuación del sistema de Chen.

Con base en lo anterior e igualando la ecuación del circuito propuesto con la Ec.
3.13 se obtienen las siguientes condiciones: (Rsz + R f z)/Rsz = 1/b y 1/RzCz = b/T.
Donde Rz, Rsz y R f z son las resistencias del filtro activo y Cz es el capacitor de dicho
filtro. El circuito completo equivalente al sistema de Chen con base en filtros pasa-bajas
es el siguiente:

Figura 3.8: Diagrama esquematico del circuito equivalente al sistema de Chen.

Donde R es la resistencia del Amplificador Operacional en modo inversor para una
ganancia unitaria. Por otra parte, se utilizaron amplificadores operacionales en modo
seguidor para desacoplar los circuitos de cada una de las ecuaciones.

3.2.1. Sistema de Lü

Para el sistema de Lü, se realiza la misma metodología. Se escala el sistema de
ecuaciones (1.7, 1.8 y 1.9) de forma similar que en los anteriores casos, X = x/

√
kc,

Y = y/
√

kc, Z = z/kc y t = τ/T [14]. Obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones:

T
dX
dτ

= a(Y− X) (3.17)

T
dY
dτ

= −kcXZ + cY (3.18)

T
dZ
dτ

= XY− bZ (3.19)
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Las ecuaciónes escaladas del sistema de Lü 3.17 y 3.19 son similares a las ecuaciones
3.11 y 3.13 del sistema de Chen respectivamente. Por lo tanto, solo se plantea la Ec. 3.18
como filtro pasa-bajas pasivo de primer orden. Para ello, se toma Vin = −(kXZ− 2Y),
el cual se obtiene por medio de una multiplicador AD633 y un amplificador opera-
cional en configuración sumador. El circuito propuesto se muestra en la Fig. 3.9 y su
ecuación diferencial es la siguiente:

dY
dτ

=
1

RyCy

[
−
{R f yXZ

10R1y
−

R f yY
R2y

}
−Y

]
(3.20)

Figura 3.9: Diagrama esquemático del circuito equivalente a la segunda ecuación del sistema de Lü.

Con 1
RyCy

= c
T ,

R f y
10R1y

= k y
R f yy
R2y

= 1. Donde Ry y Cy son la resistencia y el capacitor
del filtro respectivamente, R f y, R1y y R2y son las resistencias del sumador. El circuito
completo equivalente al sistema de Lü con base en filtros pasa-bajas es el siguiente:

Figura 3.10: Diagrama esquematico del circuito equivalente al sistema de Lü.

3.2.2. Sistema de Rössler

Nuevamente, se realiza el mismo escalamiento que en los casos anteriores a las 3
ecuaciones diferenciales del sistema de Rössler (1.10, 1.11 y 1.12). Obteniendo el si-
guiente sistema de ecuaciones:

T
dX
dτ

= −Y− Z (3.21)

Instituto de Investigación en Comunicación Óptica 41



Capítulo 3. Diseño de sistemas caóticos

T
dY
dτ

= X + aY (3.22)

T
dZ
dτ

=
b
kc

+ Z(kcX− c) (3.23)

Replanteando la Ec. 3.21 para adaptarla a la de un filtro se obtiene TdX/dτ =
(−Y − Z + X − X), donde Vin = −Y − Z + X. El circuito propuesto se muestra en
la Fig. 3.11 y su ecuación es la siguiente:

dX
dτ

=

(
1

RxCx

)
(−Y− Z + X− X) (3.24)

Figura 3.11: Diagrama esquemático del circuito equivalente a la primera ecuación del sistema de Rössler.

Se utiliza un sumador para obtener Vin = −Y− Z + X, para ello se seleccionan
todas las resistencias del sumador iguales R f x. Con base en lo anterior se obtiene la
siguiente condición: 1/RxCx = 1/T, donde Rx y Cx son la resistencia y el capacitor del
filtro respectivamente.

La segunda ecuación escalada 3.22 se reestructura para adaptarla a la del filtro pasa-
bajas, esto es: dY/dτ = (1/T)[X + (a + 1)Y−Y]. Se fija Vin = (a + 1)Y− (−X), con lo
cual se propone el siguiente circuito:

Figura 3.12: Diagrama esquemático del circuito equivalente a la segunda ecuación del sistema de Rössler.
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Para obtener Vin se utiliza un amplificador operacional en modo restador, y junto
con el filtro se obtiene la siguiente ecuación diferencial para el circuito propuesto:

dY
dτ

=
1

RyCy

[{
R4y(R1y + R2y)Y
R1y(R3y + R4y)

−
(−X)R2y

R1y

}
−Y

]
(3.25)

Comparando esta ecuación (EC. 3.25) con dY/dτ = (1/T)[X + (a+ 1)Y−Y], se ob-
tienen las siguientes condiciones: (R4y(R1y +R2y))/(R1y(R3y +R4y)) = a+ 1, R2y/R1y =
1 y 1/RyCy = 1/T. Donde R1y, R2y, R3y y R4y son las resistencias del restador y Ry y
Cy son la resistencia y el capacitor del filtro respectivamente.

Finalmente, se replantea la Ec. 3.23 para que tenga la estructura de un filtro pasa-
bajas: T(dZ/dτ) = c((b/kc2)+ kXZ−Z)), Se toma Vin = (b/kc2)+ kXZ. Dicho voltaje
se obtiene a través de un multiplicador AD633 y un amplificador operacional en con-
figuración restador. Con base en lo anterior, se propone el circuito de la Fig. 3.13 y su
ecuación diferencial es la siguiente:

dZ
dτ

=
1

RzCz

[{
R4z(R1z + R2z)Va

R1z(R3z + R4z)
− (−xz)R2z

10R1z

}
− z
]

(3.26)

Figura 3.13: Diagrama esquemático del circuito equivalente a la tercera ecuación del sistema de Rössler.

Comparando la Ec. 3.26 con T(dZ/dτ) = c((b/kc2) + kXZ− Z)) se obtienen las si-
guientes condiciones: (R4z(R1z +R2z)Va)/(R1z(R3z +R4z)) = b/(kc2), (R2z)/(10R1z) =
k y 1/(RzCz) = c/T. Donde R1z, R2z, R3z y R4z son las resistencias del restador y se to-
maran igual a una resistencia R f z, de esta forma Va se utiliza como un voltaje de ajuste.
Rz y Cz son la resistencia y el capacitor del filtro respectivamente. El circuito completo
equivalente al sistema de Rössler con base en filtros pasa-bajas es el siguiente:
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Figura 3.14: Diagrama esquemático del circuito equivalente al sistema de Rössler.

Donde R es la resistencia del Amplificador Operacional en modo inversor para una
ganancia unitaria, se utilizaron amplificadores operacionales en modo seguidor para
desacoplar los circuitos equivalentes de cada una de las ecuaciones.

3.2.3. Sistema de Chua

En este caso, solo se realiza el escalamiento de las Ecs. 1.13, 1.14 y 1.15 realizando
la siguiente sustitución: t = τ/T. El sistema de ecuaciones diferenciales obtenido es el
siguiente:

T
dX
dτ

= α(Y− X− F(X)) (3.27)

T
dY
dτ

= X−Y + Z (3.28)

T
dZ
dτ

= −βY (3.29)

donde

F(X) =


bX + a− b si X > 1

aX si |X| ≤ 1
bX− a + b si X < −1

(3.30)

Debido a que se utilizan amplificadores operacionales y transistor tipo JFET 2N3370
para implementar las función por partes F(X) y que dos de los parámetros del sistema
de Chua son de valor negativo, se adaptan las Ecs. 3.27 y 3.30, con lo cual se obtiene:
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T
dX
dτ

= α(Y + (a− b)F1(X)− aX− X) (3.31)

F1(X) =


X− 1 si X ≥ 1

0 si |X| < 1
X + 1 si X ≤ −1

(3.32)

Para obtener el circuito equivalente a la Ec. 3.31 con base en filtro pasa-bajas, se fija
Vin = Y + (a− b)F1(X)− aX, con lo anterior se propone el circuito de la Fig. 3.15 y su
ecuación diferencial es la siguiente:

dX
dτ

=

(
1

RxCx

)(
−

R f x

R1x
Y−

R f x

R2x
F1(x)−

R f x

R3x
X
)

(3.33)

Figura 3.15: Diagrama esquemático del circuito equivalente a la primera ecuación del sistema de Chua.

Donde R1x, R2x, R3x y R f x son las resistencias del sumador, mientras que Rx y C1x
son la resistencia y el capacitor del filtro respectivamente. Igualando la Ec. 3.33 con
la Ec. 3.31 se obtienen las siguientes condiciones: 1/(RxCx) = α/T, −R f x/R1x = 1,
−R f x/R2x = (a− b) y −R f x/R3x = −a.

Respecto a la función lineal por partes (Ec. 3.32), se implementó a través de am-
plificadores operacionales y transistores tipo JFET (2N3370) ya que estos funcionan a
través de voltaje, lo que facilita su implementación. El circuito equivalente se muestra
en la Fig. 3.16.
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Figura 3.16: Diagrama esquemático del circuito equivalente a la función partida F1(X).

Donde las resistencias de los sumadores son R1 f p = 10kΩ para no obtener un esca-
lamiento o ganancia, y R2 f p = 1MΩ para el correcto funcionamiento de los amplifica-
dores operacionales y transistores JFET en modo comparador.

Pasando a la segunda ecuación (3.28), se fija Vin = X + Z, se obtiene la ecuación de
un filtro pasa-bajas. Para obtener Vin se utiliza un sumador, por lo que se propone el
circuito de la Fig. 3.17 y su ecuación diferencial es la siguiente:

dY
dτ

=

(
1

RyCy

)
(X + Z−Y) (3.34)

Figura 3.17: Diagrama esquemático del circuito equivalente a la segunda ecuación del sistema de Chua.

Las resistencias R f y son las resistencias del sumador y del inversor para no ob-
tener una ganancia, mientras que Ry y Cy son la resistencia y el capacitor del filtro
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respectivamente. Se igualan las Ecs. 3.34 y 3.28 para obtener la siguiente condición:
1/(RyCy) = 1/T.

Pasando a la tercera ecuación del sistema escalado (3.29), se adapta para que tenga
la estructura de un filtro pasa-bajas, de tal forma se obtiene T dZ

dτ = −βY + Z − Z.
Tomando Vin = Z − βY, se propone el circuito de la Fig. 3.18, su ecuación diferencial
es la siguiente:

dZ
dτ

=

(
1

RZCZ

)(
R4z(R1z + R3z)

R1z(R2z + R4z)
Z− R3z

R1z
Y− Z

)
(3.35)

Figura 3.18: Diagrama esquemático del circuito equivalente a la tercera ecuación del sistema de Chua.

Donde R1z, R2z, R3z y R4z son las resistencias del amplificador operacional en modo
restador, mientras Rz y Cz son la resistencia y el capacitor del filtro respectivamente.
Comparando la Ec. 3.35 con T dZ

dτ = −βY + Z − Z se obtienen las siguientes condi-
ciones: (R4z(R1z + R3z))/(R1z(R2z + R4z)) = 1, R3z/R1z = β y 1/(RzCz) = 1/T. El
circuito equivalente al sistema de Chua con base en filtros pasa-bajas se muestra en la
Fig. 3.19.

Figura 3.19: Diagrama esquemático del circuito equivalente al sistema de Chua.

3.3. Método de diseño para circuitos caóticos

De forma general, un circuito caótico como los presentados hasta ahora, deben con-
tener:
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al menos un elemento no-lineal,

al menos un resistor activo localmente, y

al menos tres elementos que almacenen energía. [33, 34]

Existen diseños de circuitos caóticos que explotan características específicas de al-
gunos componentes electrónicos utilizando componentes no lineales, como funciones
lineales por partes, los circuitos basados en histéresis [35–37] y los circuitos basados en
memristores [38–41], a su vez, existen dispositivos de conmutación que interrumpen
la corriente de un inductor o el voltaje de un capacitor [42] y la perturbación de inte-
gración [43] son comunes en el diseño de circuitos caóticos.

El método popular para el diseño de circuitos caóticos utiliza el enfoque de varia-
bles de estado, en el cual, las variables de estado son asociadas a la tensión existente
en los capacitores y se implementa cada ecuación dinámica a través de amplificadores
operacionales en modo integrador [44].

El método de diseño propuesto en este trabajo presenta los elementos requeridos
para obtener un circuito caótico, a su vez, utiliza el enfoque de variables de estado
implementando las ecuaciones por medio de amplificadores operacionales pero sin
utilizar la configuración integrador. En lugar de los amplificadores operacionales en
modo integrador se utilizan filtros pasa-bajos de primer orden activos o pasivos. Esto
representa un modo alterno de diseño para los circuitos caóticos.

Al utilizar un amplificador operacional en modo integrador se presentan dos in-
convenientes de implementación:

Cuando el voltaje de entrada a través del integrador es cero, el offset del voltaje
de entrada y la corrienta de polarización de entrada (ambos parámetros propios
del amplificador operacional) pueden provocar que la corriente pase a través del
condensador, haciendo que el voltaje de salida varíe a través del tiempo hasta
que el amplificador operacional se sature.

Además, bajo ciertas condiciones, el capacitor puede actuar como un circuito
abierto. Por lo tanto, la ganancia sería infinita (o en la práctica, la ganancia en
lazo abierto de un amplificador operacional no ideal).

Para contrarrestar lo anterior es necesario la adición de resistencias en el diseño,
dichas resistencias generan un voltaje de error. En algunos sistemas éstas pequeñas
variaciones son despreciables, sin embargo, en otros sistemas pueden llegar a afectar
drásticamente su dinámica. Un ejemplo de ellos son los sistemas caóticos, los cuáles,
son ampliamente sensibles a variaciones al grado de dejar de ser caóticos.
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Por lo anterior, la metodología basada en filtros pasa-bajas mostrada anteriormente,
se presenta como una alternativa para sistemas dinámicos en general, pero en particu-
lar, para sistemas caóticos, ya que no presenta los inconvenientes al tener el capacitor
conectado en retroalimentación.

A continuación se presenta una comparativa entre el diseño de un circuito con base
en integradores del sistema de Lorenz y su diseño con base en filtros pasa-bajas de
primer orden. Para ello, se utiliza su espectro de Fourier. El espectro de Fourier del
sistema de Lorenz siendo un sistema caótico debe ser un espectro plano, es decir, que
no contenga una sola frecuencia fundamental sino que las contenga todas. Por lo tanto,
primero se presenta el espectro de Fourier de la simulación numérica del sistema de
Lorenz (3.20(a)), ya que será la base de como debería comportarse el espectro obtenido
del circuito equivalente. Posteriormente se presentan los espectros tanto de un circuito
equivalente con base en integradores (3.20(b)) y un circuito equivalente con base en
filtros pasa-bajas de primer orden (3.20(c)).

(a) (b)

(c)

Figura 3.20: Espectro de Fourier de los estados x, y y z del sistema de Lorenz de: (a) Simulación numérica;
(b) Circuito equivalente Fig. 1.2 y (c) Circuito equivalente Fig. 3.4

Visualmente se puede apreciar que el espectro mostrado en la Fig. 3.20(c) corres-
pondiente al circuito con base en filtros pasa-bajas presenta un mayor parecido al es-
pectro ideal del sistema de Lorenz (Fig. 3.20(a)), mejorando el comportamiento del
circuito equivalente. Esto muestra que la metodología propuesta para el diseño de sis-
temas dinámicos con base en filtros pasa-bajas de primer orden es una alternativa via-
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ble.

3.4. Aplicación de la metodología de diseño de circuitos
caóticos con base en filtros pasa-bajas

Con la finalidad de aplicar la metodología de diseño con base en filtros pasa-bajas
a un sistema dinámico, se utiliza el siguiente sistema de tres ecuaciones diferenciales
no-lineales.

dθ

dt
= −v [θ + (1 + ε)ln(v)] (3.36)

du
dt

= v− 1 (3.37)

dv
dt

= −γ2
[

u +

(
1
ξ

)
(θ + ln(v))

]
−
[
α1 + α2e−µ̂v + α3v

]
+ τ(t) (3.38)

Este sistema es propuesto por la Dra. Valentina Castellanos para describir la diná-
mica de los terremotos lentos con base en el modelado de un sistema masa-resorte bajo
superficies lubricadas. [46] Dependiendo de los valores que se les de a los parámetros
de este modelado matemático, cambia su dinámica al grado de poder obtener un com-
portamiento caótico.

Se selecciona este sistema ya que cuenta con no-linealidades como son logaritmos y
exponenciales, las cuales no se presentan en los casos anteriormente descritos. Por otra
parte, los parámetros del sistema tomaran los siguientes valores: 0.1981 ≤ ε ≤ 0.9894,
0.8 ≤ γ ≤ 10, 0.4 ≤ ξ ≤ 1, α1 = 0.2, α1 = 0.2, α2 = 0.2, α3 = 0.1, con µ̂ = v0µ,
donde µ = 3 y 10x10−3 ≤ v0 ≤ 50x10−3. Mientras que τ es una función sinusoidal con
amplitud y frecuencia variable.

Para su diseño electrónico con base en filtro pasa-bajas se toma la primera ecua-
ción 3.36 y se reestructura como la ecuación de un filtro pasa-bajas 1.8, obteniendo la
siguiente ecuación:

dθ

dt
=

1
RtCt

(−v [θ + (1 + ε)ln(v)] + θ − θ) (3.39)

Donde 1/(RtCt) es la frecuencia del filtro y a su vez es un escalamiento que lleva
la ecuación para obtener valores comerciales de los distintos componentes. Además,
el voltaje de entrada del filtro sera Vin = −v [θ + (1 + ε)ln(v)] + θ. Con lo anterior y
sustituyendo los valores de los distintos parámetros, se propone el circuito de la Fig.
3.21 y su ecuación es:
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dθ

dt
=

1
RtCt

(
−v

R12tR14t

R11tR13t

[
θ +

VTR7t(R9t + RRt)

R6tR8t
ln
(

R2tR4t

R1tR2t IsR5t
v
)]

+
R12tR14t

R10tR13t
θ − θ

)
(3.40)

Figura 3.21: Diagrama esquemático del circuito propuesto equivalente a la Ec. 3.40 con base en filtros
pasa-bajas.

Comparando la Ec. 3.39 con la Ec. 3.40, sustituyendo los valores de los parámetros
propios del sistema y tomando Is = 15x10−9A y Vt = 41.7mV se obtiene los valores
de las resistencias, los cuales se muestran en el circuito de la Fig. 3.22. Los valores de
la resistencia y capacitor del filtro (Rt = 100kω y Ct = 5nF) se seleccionaron escalan-
do la ecuación de tal forma que se obtengan valores comerciales y no se saturen los
amplificadores operacionales.

Figura 3.22: Diagrama esquemático del circuito propuesto equivalente a la Ec. 3.40 con los valores de los
distintos elementos.
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Pasando a la segunda ecuación 3.37, se reestructura como en el caso de la primera
ecuación anterior y se obtiene:

du
dt

=
1

RuCu
(v− 1 + u− u) (3.41)

Donde 1/(RuCu) es la frecuencia de corte del filtro y el voltaje de entrada será
Vin = v − 1 + u. De esta forma se propone el circuito mostrado en la Fig. 3.23 y su
ecuación es:

du
dt

=
1

RuCu

(
v(R4uR5u(R1u + R2u))

R1u(R4uR5u + R3uR5u + R3uR4u)

−V1uR2u

R1u
+

uR3uR5u(R1u + R2u)

R1u(R4uR5u + R3uR5u + R3uR4u)
− u

) (3.42)

Figura 3.23: Diagrama esquemático del circuito propuesto equivalente a la Ec. 3.42 con base en filtros
pasa-bajas.

Se compara la Ec. 3.37 con la Ec. 3.42 y se utilizan los valores de los distintos pa-
rámetros para calcular los valores de las resistencias y el de la fuente de voltaje V1u,
obteniendo el circuito mostrado en la Fig. 3.24. Los valores de Rt y Ct se fijan como en
la ecuación anterior.

Figura 3.24: Diagrama esquemático del circuito propuesto equivalente a la Ec. 3.42 con los valores de los
distintos elementos.
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Finalmente, pasando a la tercera ecuación 3.38, se replantea para tener la estructura
de la ecuación de un filtro pasa-bajas, obteniendo:

dv
dt

=
1

RvCv

(
−γ2

[
u +

(
1
ξ

)
(θ + ln(v))

]
+
[
α1 + α2e−µ̂v + α3v

]
+ τ(t) + v− v

)
(3.43)

Donde 1/(RvCv) es la frecuencia de corte del filtro y el voltaje de entrada será Vin =

−γ2
[
u +

(
1
ξ

)
(θ + ln(v))

]
+
[
α1 + α2e−µ̂v + α3v

]
+ τ(t) + v. De esta forma se propone

el circuito mostrado en la Fig. 3.25 y su ecuación es:

dv
dt

=
1

RvCv

(
−R24v

R19v

{
(R6v + RRv1)u

R5v
+

R6v + RRv1

R4v

[
(R3v + RRv)ln(v)

R1v

+
(R3v + RRv)θ

R2v

]}
+

R24v

R20v

{
R8vR11vτ̂

R7vR9v
+

R11vv
R10v

}
− R24v IsR18ve

−R13v R15v(R17v+RRv2)v
R12v R14v R16vVT

R21v

−R24vv
R22v

− R24v(1)
R23v

) (3.44)

Figura 3.25: Diagrama esquemático del circuito propuesto equivalente a la Ec. 3.44 con base en filtros
pasa-bajas.

Se compara la Ec. 3.38 con la Ec. 3.44 y se utilizan los valores de los distintos pa-
rámetros para calcular los valores de las resistencias y el de la fuente de voltaje V1v,
obteniendo el circuito mostrado en la Fig. 3.26. Además, los valores de Rt y Ct se fijan

Instituto de Investigación en Comunicación Óptica 53



Capítulo 3. Diseño de sistemas caóticos

como en la ecuación anterior, mientras que el valor de R se fija en 10kΩ ya que este am-
plificador solo se utiliza para invertir su señal de entrada, es decir, la señal que arroja
el amplificador exponencial.

Figura 3.26: Diagrama esquemático del circuito propuesto equivalente a la Ec. 3.44 con los valores de los
distintos elementos.

Una vez diseñado el circuito, se toman las señales de sus tres estados (θ, u y v)
y se grafican sus retratos fase variando los parámetros (ε, γ, ξ, v0). Por otro lado, la
frecuencia τ se iguala a cero. El rango de los valores de los parámetros y la frecuencia
son tomados de [46]. Los retratos fase se muestran a continuación.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.27: Retratos fase (plano-θuv) del circuito electrónico equivalente a las Ecs. 3.36, 3.37 y 3.38,
donde los parámetros son: (a) ε = 0.1981, ξ = 0.4, γ = 0.8, v0 = 10x10−3; (b) ε = 0.1981, ξ = 0.4,
γ = 0.8, v0 = 50x10−3; (c) ε = 0.1981, ξ = 0.4, γ = 10, v0 = 50x10−3; (a) ε = 0.1981, ξ = 1, γ = 10,
v0 = 50x10−3

Estos atractores son congruentes con los mostrados en [46], ya que presentan un
comportamiento similar al mostrado en la simulación numérica [46].

3.5. Conclusiones

En este capítulo se describe una metodología para el diseño electrónico de siste-
mas dinámicos con base en filtros pasa-bajas de primer orden. En particular, se aplica
esta metodología para el diseño electrónico de sistemas caóticos clásicos donde las no-
linealidades vienen dadas por la multiplicación de estados o por una función lineal por
partes. Dicha metodología se presenta como una alternativa viable refrente al diseño
electrónico de dichos sistemas. Por último, se aplica dicha metodología a un sistema
que cuenta con 3 no-linealidades dadas por una exponencial, un logaritmo y una mul-
tiplicación de estados, por lo que es considerablemente más difícil de implementar.
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Capítulo 4

Análisis del sistema de Lorenz como
filtro

4.1. Sistema de Lorenz tipo SIMO tomando como salidas
los estados del sistema

Como se mencionó en el capítulo introductorio, un análisis acústico muestra que el
sistema de Lorenz presenta un comportamiento tipo filtro pasa-bajas, por lo tanto se
realiza un análisis a este sistema como filtro. Para ello es necesario recurrir a su repre-
sentación entrada-salida mostrada en [45], en el cual se propone un sistema de Lorenz
forzado obteniendo su salida con base en la teoría de control geométrico diferencial y
por tanto, un sistema SISO (una entrada y una salidas, por sus siglas en ingles). En la
representación propuesta en este trabajo se propone un sistema de Lorenz forzado si-
milar pero tomando como salida los estados del sistema, obteniendo un sistema SIMO
(una entrada y multiples salidas, por sus siglas en ingles). Es necesario esta adapta-
ción para obtener múltiples salidas tal como en el análisis acústico. El sistema de tres
ecuaciones diferenciales propuesto es mostrado a continuación:

ẋ = 10y− 10x− 10u

ẏ = 30x− xz− y (4.1)

ż = xy− (8/3)z

Donde la señal de entrada u solo es aplicada a uno de los estados (en este caso, a
la ecuación del estado x) tal como en [45], con lo cuál se facilita su implementación
electrónica. Este sistema es simulado numéricamente a través del software MATLAB
para obtener las señales temporales de los diferentes estados tomando como señal de
entrada u(t) = A sin(2π f t), donde la frecuencia f va desde 10 Hz hasta 10 kHz y una
amplitud A = 5, ya que es el valor que se tomará para la señal de entrada del circuito
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electrónico. A partir de lo anterior se obtienen sus diagramas de Bode en magnitud con
base en sus valores efectivos (RMS), estos diagramas se muestran en la Fig. 4.1.

(a) (b)

(c)

Figura 4.1: Diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.1 tomando como salida: (a) estado x, (b) estado
y y (c) estado z.

El diagrama de Bode mostrado en la Fig. 4.1(a) referente al estado x presenta un
comportamiento tipo filtro pasa-todo con un pico superior de ganancia alrededor de
los 800Hz. De forma similar, el diagrama de Bode del estado y (Fig. 4.1(b)) presenta
un comportamiento tipo filtro pasa-todo con un pico inferior de ganancia alrededor
de los 800kHz. Por último, el diagrama de bode del estado z (Fig. 4.1(c)) presenta un
comportamiento tipo pasa-todo con un rizado de ganancia de ±1.5.

Para la implementación electrónica de este sistema es necesario un escalamiento de
las ecuaciones. Por lo tanto, el sistema que se utiliza es el siguiente [14]:

ẋ = 1000(10y− 10x− 10u)

ẏ = 1000(30x− 10xz− y) (4.2)

ż = 1000(xy− (8/3)z)

Los diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.2 obtenidos a través de la simu-
lación en MATLAB son los siguientes.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.2: Diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.2 tomando como salida: (a) estado x, (b) estado
y y (c) estado z.

El diagrama de Bode del estado x mostrado en la Fig. 4.2(a) presenta un comporta-
miento tipo filtro pasa-bajas con una frecuencia de corte alrededor de los 700Hz. Por
otro lado, el diagrama de Bode del estado y (Fig. 4.2(b)) presenta solo atenuación con
un rizo de 6 dB aproximadamente. De forma similar, el diagrama de bode del estado
z (Fig. 4.1(c)) presenta solo atenuación con un rizado de ganancia de 1.5 dB aproxima-
damente.

De forma similar, se propone que la entrada u solo aparezca en la ecuación del
estado y dentro del sistema escalado, con lo cuál se obtiene el siguiente conjunto de
ecuaciones diferenciales.

ẋ = 1000(10y− 10x)

ẏ = 1000(30x− 10xz− y + u) (4.3)

ż = 1000(xy− (8/3)z)

Los diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.3 obtenidos a través de la simu-
lación en MATLAB son los siguientes.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.3: Diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.3 tomando como salida: (a) estado x, (b) estado
y y (c) estado z.

Los diagramas de bode presentados en la Fig. 4.3 no presentan comportamiento ti-
po filtro, solo existe atenuación con un pequeño rizado.

Por último, se propone que la entrada u solo aparezca en la ecuación del estado z
dentro del sistema escalado, con lo cuál se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones
diferenciales.

ẋ = 1000(10y− 10x)

ẏ = 1000(30x− 10xz− y) (4.4)

ż = 1000(xy− (8/3)z + u)

Los diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.3 obtenidos a través de la simu-
lación en MATLAB son los siguientes.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.4: Diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.3 tomando como salida: (a) estado x, (b) estado
y y (c) estado z.

Como en el caso anterior, los diagramas de bode presentados en la Fig. 4.4 no pre-
sentan comportamiento tipo filtro, solo existe atenuación con un pequeño rizado.

Con base en lo anterior, se observa que el comportamiento tipo filtro solo se presen-
ta en el sistema 4.2, es decir, cuando la entrada es añadida a la ecuación del estado x.
Por lo anterior se realizar la implementación electrónica en MULTISIM de este sistema
y se obtiene el siguiente circuito:

Figura 4.5: Diagrama esquemático del circuito equivalente al sistema de las Ecs. 4.4, 4.5 y 4.6a, circuito
tipo (SIMO).
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Se utilizan los mismos parámetros para la señal de entrada correspondientes a la
simulación numérica en MATLAB y se obtienen los siguientes diagramas de Bode:

(a) (b)

(c)

Figura 4.6: Diagramas de Bode en magnitud del sistema 4.2 implementado electronicamente en MULTI-
SIM tomando como salida: (a) estado x, (b) estado y y (c) estado z.

El diagrama de Bode del estado x (Fig. 4.6(a)) presenta un comportamiento tipo
filtro pasa-bajas con una frecuencia de corte alrededor de los 100Hz. Por otro lado, el
diagrama de Bode del estado y (Fig. 4.6(b)) presenta solo atenuación con un rizo de
ganancia de 7 dB aproximadamente. De forma similar, el diagrama de bode del estado
z (Fig. 4.6(c)) presenta solo atenuación pero con un rizado de ganancia de 2 dB aproxi-
madamente.

De forma global, al convertir el oscilador de Lorenz en un sistema tipo SIMO como
se mencionó anteriormente, se observa un comportamiento tipo filtro para el estado x,
mientras que para el resto de sus estado (y y z) solo se observa atenuación. A pesar de
que la ecuación diferencial de cada estado tiene la estructura de la ecuación de un filtro
pasa-bajas, el comportamiento de los estados y y z no corresponde al de un filtro bajo
esta configuración de circuito.

Bajo esta propuesta, los filtros que se obtienen no presentan ninguna novedad en
cuanto a su respuesta en ganancia. Por otro lado, debido a que este análisis se basa en
las series temporales de los estados no es posible obtener su respuesta en fase, para
ello se requieren sus funciones de transferencia. Por lo tanto, se decide obtener las fun-
ciones de transferencia localizadas en sus puntos de equilibrio linealizando el sistema
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como se presenta en la siguiente sección.

4.2. Análisis local del sistema de Lorenz como filtro

Otra forma de obtener los diagramas de Bode sin usar las señales temporales es a
través de sus funciones de transferencia. Sin embargo, ya que no es posible obtener
dichas funciones debido a sus no-linealidades, se obtienen funciones de transferencia
locales, es decir, en la vecindad de cada punto de equilibrio. Para ello se obtienen los
puntos de equilibrio ((0, 0, 0), (8.7939, 8.7939, 29) y (−8.7939,−8.7939, 29)) y su Jaco-
biano (J) el cual se muestra en la siguiente ecuación:

J =


−10 10 0

30− z −1 −x

y x −8/3

 (4.5)

Posteriormente se sustituye cada punto de equilibro (Pn) dentro del Jacobiano (J)
para obtener 3 sistemas de ecuaciones diferenciales lineales correspondientes a cada
uno de sus puntos de equilibrio (Columna 2 de la Tabla 4.1). Para cada uno de estos
sistemas locales se obtienen las funciones de transferencia tomando los estados (x,y,z)
como salidas (Columna 3 de la Tabla 4.1).

Punto fijo Sistema lineal Funciones de Transferencia
dinámico local

P1 = (0, 0, 0)
ẋ = 10y− 10x− 10u

ẏ = 30x− y
ż = −(8/3)z

X =
10(s + 1)U

s2 + 11s− 290
(4.6a)

Y =
300U

s2 + 11s− 290
(4.6b)

P2 = (8.7939, 8.7939, 29)
ẋ = 10y− 10x− 10u
ẏ = x− y− 8.7939z

ż = 8.7939x + 8.7939y− (8/3)z

X =

(
10s2 + 36.6667s + 799.993

)
U

s3 + 13.6667s2 + 106.666s + 1546.65
(4.7a)

Y =
(10s− 746.66)U

s3 + 13.6667s2 + 106.666s + 1546.65
(4.7b)

Z =
(87.939s + 175.878)U

s3 + 13.6667s2 + 106.666s + 1546.65
(4.7c)

P3 = (−8.7939,−8.7939, 29)
ẋ = 10y− 10x− 10u
ẏ = x− y− 8.7939z

ż = −8.7939x− 8.7939y− (8/3)z

X =

(
10s2 + 36.6667s + 799.993

)
U

s3 + 13.6667s2 + 106.666s + 1546.65
(4.8a)

Y =
(10s− 746.66)U

s3 + 13.6667s2 + 106.666s + 1546.65
(4.8b)

Z =
(−87.939s− 175.878)U

s3 + 13.6667s2 + 106.666s + 1546.65
(4.8c)

Tabla 4.1: Tabla de los sistemas lineales dinámicos locales en cada uno de los puntos fijos y sus funciones
de transferencia.
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La Tabla 4.2 muestra los diagramas de Bode (columna 2) tanto en magnitud como
en fase para las distintas funciones de transferencia mostradas en la Tabla 4.1, columna
3.

Función de Diagramas de
transferencia Bode

4.6a

4.6b

4.7a

4.7b

4.7c
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4.8a

4.8b

4.8c

Tabla 4.2: Tabla de los diagramas de Bode de las diferentes funciones de transferencia mostradas en la
Tabla 4.1.

Como se puede apreciar en la Tabla 4.2, las gráficas de Bode en magnitud de las dis-
tintas funciones de transferencia presentan un comportamiento tipo filtro pasa-bajas,
lo cual se esperaba con base en la literatura y los análisis que se han realizado en este
trabajo. Por otro lado, las gráficas de Bode en fase presentan distintos comportamien-
tos desfasando la señal desde los −180 hasta los 260 aproximadamente. La forma de
estas gráficas en fase no son características de los filtros clásicos, por lo tanto, se propo-
ne un sistema SISO a partir del sistema de Lorenz con una salida distinta a los estados
del sistema, obteniendo su función de transferencia con el fin de observar sus gráficas
de Bode en fase, que es donde se espera encontrar la novedad de un filtro a partir de
un sistema caótico.

4.3. Análisis del sistema de Lorenz tipo SISO

Para obtener un sistema tipo SISO a partir del sistema de Lorenz se toma 4.1 y se
propone una salida, obteniendo el siguiente sistema:
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ẇ = Aw + xBw + Cu
v = Dw

(4.9)

Donde v será la salida del sistema y se propone D = (d11 d12 d13) para obtener una
única salida. Por lo tanto, su representación en el espacio de estados es la siguiente:

 ẋ
ẏ
ż

 =

 −10 10 0
30 −1 0
0 0 − 8

3

 x
y
z

+ x

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 x
y
z

+

 −10
0
0

 u

v =
(

d11 d12 d13
) x

y
z

 (4.10)

Aplicando la transformada de Laplace al sistema 4.9 se obtiene:

sW(s) = AW(s) + X(s)BW(s) + CU(s)
V(s) = DW(s)

(4.11)

Del sistema 4.11, W = (sI − A − XB)−1CU y V = D(sI − A − XB)−1CU, por lo
tanto, la función de transferencia es:

H(s) =
V(s)
U(s)

=
d11
(
−10s2 − 110

3 s− 10X2 − 80
3

)
+ d12(−300s− 800) + d13(−300X)

s3 + 41
3 s2 + s

(
X2 − 782

3

)
+
(
10X2 − 2320

3

) (4.12)

De la Ec. 4.11 se puede observar que los ceros y polos del sistema dependen del
estado X, ajustando los valores de la matriz D es posible eliminar ceros de la función
de transferencia al grado de solo obtener una ganancia dependiente del estado X, es
decir, podemos tener control de los ceros del sistema. Por otra parte, los polos vienen
dados por el sistema de Lorenz forzado a través de una entrada, por lo que no se tiene
control alguno de ellos, salvo que se modifiquen los parámetros característicos del sis-
tema caótico.

Para observar el comportamiento de esta función de transferencia reducimos los
ceros del sistema tomando tres casos, cuando solo existe ganancia, cuando solo existe
un cero y por último, cuando existen dos ceros. Para que solo exista ganancia se fija el
vector fila D = [0 0 1], con lo cual obtenemos:

H(s) =
(−300X)

s3 + 41
3 s2 + s

(
X2 − 782

3

)
+
(
10X2 − 2320

3

) (4.13)
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Ya que se obtiene una función de transferencia dependiente de X es necesario saber
que valores toma dicha variable. Simulando el sistema SISO numericamente se observa
que X toma el siguiente rango de valores −20 ≤ X ≤ 20. Por lo tanto, se obtienen dia-
gramas de Bode fijando distintos valores de X dentro de este rango. Estos diagramas
se muestran en la Fig. 4.7.

(a)

(b)

Figura 4.7: Diagramas de Bode en: (a) magnitud y (b) fase de la Ec.4.13 con −20 ≤ X ≤ 20.

Como se puede apreciar en la Fig.4.7 se observa que todos los diagramas en magni-
tud tienen un comportamiento tipo filtro pasa-bajas, para valores de X cercanos a ±20
se observa un pico de magnitud en su frecuencia de corte, es decir, el factor de calidad
del filtro disminuye. Por otro parte, la ganancia inicial va desde −15 dB a 25 dB apro-
ximadamente. Mientras que la frecuencia de corte va desde los 7 rad/s a los 20 rad/s
aproximadamente. Por último, la atenuación es de −60 dB/dec característica de un fil-
tro pasa-bajas de tercer orden.
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Por otro lado, la respuesta en fase de la función de transferencia 4.13 presenta una
fase inicial para la mayoría de los valores de X y va de ±180, mientras que el desfasa-
miento es de 90 para valores de −20 < X < −10 y 10 < X < 20 característico de un
filtro pasa-altas, y para los valores −10 < X < 10 el desfasamiento es de −90 caracte-
rístico de los filtros pasa-bajas.

Si dejamos un cero en la función de trasferencia 4.12 fijando D = [0 1 0] obtenemos:

H(s) =
(−300s− 800)

s3 + 41
3 s2 + s

(
X2 − 782

3

)
+
(
10X2 − 2320

3

) (4.14)

Realizamos el mismo procedimiento que en el caso anterior fijando valores de X y
obtenemos los siguientes diagramas de Bode:

(a)

(b)

Figura 4.8: Diagramas de Bode en: (a) magnitud y (b) fase de la Ec.4.14 con −20 ≤ X ≤ 20.
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Como se puede apreciar en los diagramas de magnitud de la Fig. 4.8(a), presentan
un comportamiento tipo filtro pasa-bajas con una atenuación de −40 dB/dec con una
ganancia inicial de ±10 dB y una frecuencia de corte que varía de 2 a 30 rad/s. Nue-
vamente se presenta un pico de amplitud en su frecuencia de corte para valores de X
cercanos a −20. Por otro lado, los diagramas de Bode en fase presentan un desfasa-
miento de +180 para valores de −20 < X < −10 y 10 < X < 20, mientras que para
−10 < X < 10 no existe desfasamiento, solo un rizo de fase a la frecuencia de corte y
una fase inicial que puede ser de 180 o 0.

Para obtener una función de transferencia con dos ceros a partir de 4.12 fijamos
D = [1 0 0] obteniendo:

H(s) =
(−10s2 − 110

3 s− 10X2 − 80
3 )

s3 + 41
3 s2 + s

(
X2 − 782

3

)
+
(
10X2 − 2320

3

) (4.15)

Bajo el mismo procedimiento que los dos casos anteriores, obtenemos diagramas
de Bode para distintos valores de X ( −20 ≤ X ≤ 20).
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(a)

(b)

Figura 4.9: Diagramas de Bode en: (a) magnitud y (b) fase de la Ec.4.15 con −20 ≤ X ≤ 20.

Los diagramas de Bode de magnitud (Fig.4.9(a)) presentan un comportamiento ti-
po filtro pasa-bajas con un rizo en la parte cercana a su frecuencia de corte atribui-
do a los ceros del sistema, posteriormente a este rizo se presenta una atenuación de
−20 dB/dec. Por otra parte, en los diagramas de Bode en fase (Fig.4.9(b)), para los va-
lores de −20 < X < −10 y 10 < X < 20 presenta un desfasamiento de 270 y para
−10 < X < 10 el desfasamiento es de 90 pero mucho más rápido.

Se puede observar que en términos generales, el sistema SISO de Lorenz presen-
tado en este trabajo presenta un comportamiento en magnitud tipo filtro pasa-bajas
dinámico dependiente del estado X. Por otra parte, el comportamiento en fase de di-
cho sistema varía de filtro pasa-bajas, filtro pasa-altas y no desfasamiento de la señal
dependiendo del valor que tome el estado X. Cabe recalcar que el circuito puede llegar
a tener un comportamiento en magnitud tipo filtro pasa-bajas pero con una fase tipo
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pasa-altas.

4.4. Análisis del sistema de Rössler tipo SISO

Debido a que los sistemas de Chen y Lü son similares al de Lorenz ya que cuentan
con dos no-linealidades tipo multiplicación, se obtendría una función de transferen-
cia similar a la de Lorenz. Por lo tanto, se opta por analizar el sistema de Rössler, ya
que como no-linealidades cuenta con una sola multiplicación y un termino indepen-
diente. Para obtener un sistema de Rössler SISO se propone el siguiente conjunto de
ecuaciones diferenciales:

ẋ = −y− z− u

ẏ = x + 0.4y (4.16)

ż = 2 + zx− 4z

Construyendo el siguiente sistema entrada-salida:

ẇ = Aw + xBw + C + Du
v = Ew

(4.17)

Donde v será la salida del sistema y se propone E = (e11 e12 e13) para obtener una
única salida. Por lo tanto, su representación en el espacio de estados es la siguiente:

 ẋ
ẏ
ż

 =

 0 −1 −1
1 0.4 0
0 0 −4

 x
y
z

+ x

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 x
y
z

+

 0
0
b

+

 −1
0
0

 u

v =
(

e11 e12 e13
) x

y
z

 (4.18)

Aplicando la transformada de Laplace al sistema 4.17 se obtiene W = (sI − A −
XB)−1C 1

s + (sI− A−XB)−1DU y V = E(sI− A−XB)−1C 1
s + E(sI− A−XB)−1DU.

Por lo tanto, la función de transferencia es:

V =
2e11(0.4−s)−2e12+2e13(s2−0.4s+1)

s(s2−0.4s+1)(s−X−4) −

e11(s2−sX−4.4s+0.4X+1.6)+e12(s−X−4)
(s2−0.4s+1)(s−X−4) U

(4.19)

De la Ec. 4.19 se puede observar que la salida V presenta una respuesta natural más

una respuesta forzada, esto es V = H1 + H2U, donde H1 =
2e11(0.4−s)−2e12+2e13(s2−0.4s+1)

s(s2−0.4s+1)(s−X−4)

Instituto de Investigación en Comunicación Óptica 71



Capítulo 4. Análisis del sistema de Rössler como filtro

y H2 =
e11(s2−sX−4.4s+0.4X+1.6)+e12(s−X−4)

(s2−0.4s+1)(s−X−4) . Es decir, tal como se muestra en la regla de
aditividad de la transformada de Laplace, se tiene una función de transferencia para su
respuesta natural (H1) y una función de transferencia para su respuesta forzada (H2).
Por lo tanto, es posible realizar el análisis con base a los diagramas de Bode tratando
cada función por separado.

Los ceros de ambas funciones de transferencia (H1 y H2) se ven afectadas por el
vector fila E, dependiendo de los valores que éste tome puede agregar una ganancia o
eliminarlos. Con la finalidad de facilitar el análisis se fijan valores para E de tal forma
que no agregue ganancia y se eliminen ceros de ambas funciones. Por lo tanto, se fija
E = [1 0 0] obteniendo las siguientes funciones de transferencia:

H1 =
2(0.4 − s)

s (s2 − 0.4s + 1) (s− X− 4)

H2 =

(
s2 − sX− 4.4s + 0.4X + 1.6

)
(s2 − 0.4s + 1) (s− X− 4)

(4.20)

Ya que se obtienen funciones de transferencia dependientes de X es necesario saber
que valores toma dicha variable. Simulando el sistema SISO numericamente se observa
que X toma el siguiente rango de valores −6 ≤ X ≤ 8. Por lo tanto, se obtienen dia-
gramas de Bode fijando distintos valores de X dentro de este rango. Estos diagramas
se muestran en la Fig. 4.10.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.10: Diagramas de Bode en: (a) magnitud y (b) fase de la función de trasferencia de la respuesta
natural H1 (Ec.4.20), y (c) magnitud y (d) fase de la función de trasferencia de la respuesta forzada H2
(Ec.4.20) con −6 ≤ X ≤ 8.

Respecto a la función H1 de la Ec.4.20 se puede observar que su respuesta en mag-
nitud es similar para todos los valores de X, su frecuencia de corte es prácticamente la
misma y su atenuación es de 60 dB/dec, la mayor diferencia se presenta en su ganancia
inicial que va de los −5 dB a los 40 dB aproximadamente. Por otra parte, su fase pre-
senta tres distintos comportamientos, para valores de X = −6 y X = −5 presenta un
desfasamiento casi constante de −90 con un rizo de fase alrededor de la frecuencia de
corte, cabe mencionar que el estado X rara vez se encuentra entre estos valores según
la simulación numérica. Para X = −4, presenta una fase inicial de 180 con un desfase
de 90. Mientras que para valores frecuentes de X (−3 ≤ X ≤ 8), su fase inicial es de
90 con un desfasamiento de 180. Es de resaltar el hecho de que su comportamiento en
magnitud es de tipo filtro pasa-bajas, mientras que el comportamiento en fase es de
filtro pasa-altas para todos los valores de X.

La función H2 de la Ec. 4.20 se comporta como un filtro pasa-bajas con una fre-
cuencia de corte específica alrededor de 3.5 rad/s y una atenuación de 20 dB/dec en
magnitud, mientras que su fase se comporta como un filtro pasa-altas con un desfa-
samiento de 90 y una fase inicial de 180. Por otra parte, aun cuando el estado x esta
presente en H2 no afecta su comportamiento, ya que su diagrama de Bode tanto en
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magnitud como en fase tienen el mismo comportamiento para distintos valores de X.

Ahora fijamos E = [0 1 0], obteniendo las siguientes funciones de trasferencia:

H1(s) =
−2

s (s2 − 0.4s + 1) (s− X− 4)

H2 =
(s− X− 4)

(s2 − 0.4s + 1) (s− X− 4)

(4.21)

Nuevamente fijamos valores para X, en el rango de −6 ≤ X ≤ 8 obteniendo los
siguientes diagramas de Bode (Fig 4.11):

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.11: Diagramas de Bode en: (a) magnitud y (b) fase de la función de trasferencia de la respuesta
natural H1 (Ec.4.21), y (c) magnitud y (d) fase de la función de trasferencia de la respuesta forzada H2
(Ec.4.21) con −6 ≤ X ≤ 8.

Respecto a la función H1 de la Ec.4.21 se puede observar que su respuesta en mag-
nitud es similar para todos los valores de X, su frecuencia de corte es prácticamente la
misma y su atenuación es de 80 dB/dec aproximadamente, mientras que su su ganan-
cia inicial va de los 0 dB a los 45 dB aproximadamente. Por otra parte, su fase presenta
desfasamiento que van de los 90 a los 270, con fases iniciales de −90, 0 y 90. Nueva-
mente su comportamiento en magnitud es de tipo filtro pasa-bajas, mientras que el
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comportamiento en fase es de filtro pasa-altas para todos los valores de X. Respecto a
la función de trasferencia de la respuesta forzada H2 de la Ec. 4.21, se puede apreciar
que es la ecuación característica de un filtro pasa-bajas, esto se confirma con el dia-
grama de Bode en magnitud, sin embargo, su diagrama de Bode en fase presenta un
comportamiento tipo filtro pasa-altas.

Por último fijamos el E = [0 0 1], de esta forma solo se obtiene la función de tras-
ferencia de la respuesta natural, no existe respuesta forzada, tal como se muestra en la
Ec. 4.22.

H1(s) =
2
(
s2 − 0.4s + 1

)
s (s2 − 0.4s + 1) (s− X− 4)

(4.22)

Fijamos valores para X, en el rango de −6 ≤ X ≤ 8 obteniendo los siguientes
diagramas de Bode (Fig 4.12):
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(a)

(b)

Figura 4.12: Diagramas de Bode en: (a) magnitud y (b) fase de la función de trasferencia de la respuesta
natural H1 (Ec.4.22) con −6 ≤ X ≤ 8.

La función de transferencia H1 (Ec. 4.22) solo presenta polos, por lo que debe com-
portarse como un filtro pasa-bajas de segundo orden, lo cual se confirma con su dia-
grama de Bode en magnitud (Fig. 4.12(a)), presenta un polo en 0 rad/s y otro polo que
depende del valor de X. Por otro lado, su diagrama de Bode en fase (Fig. 4.12(b)) pre-
senta un desfasamiento característico de 90 con una fase inicial de 90 pero con la forma
característica de un filtro pasa-altas.

4.5. Conclusiones

En esta unidad se analizaron y caracterizaron distintos sistemas entrada-salida de-
rivados del sistema de Lorenz y de Rössler, al introducir una señal sinusoidal en el
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sistema de Lorenz a través de unos de sus estados y tomando como salida el resto de
ellos (sistema SIMO) no se logra obtener un comportamiento tipo filtro satisfactorio.
Al realizar el análisis linealizando el sistema entrada-salida con base en el sistema de
Lorenz se observa que su comportamiento local en magnitud es tipo filtro pasa-bajas
pero su fase presenta comportamientos atípicos. Por lo anterior surge la idea de dise-
ñar un sistema tipo SISO con base en el sistema de Lorenz, se obtienen sus funciones
de trasferencia y sus diagramas de Bode. Estos diagramas de Bode presentan com-
portamientos en magnitud tipo filtro pasa-bajas dependientes del estado x, es decir,
se presenta un filtro dinámico, llegando a afectar su ganancia inicial, su frecuencia de
corte y la calidad del filtro. Por otra parte, su respuesta en fase presenta distintos com-
portamientos, desde filtros pasa-bajas hasta filtros pasa-altas dependiendo del estado
x. Se decide realizar un análisis similar para un sistema SISO basado en el sistema de
Rössler ya que este cuenta con un término independiente y una sola multiplicación de
estados en sus ecuaciones diferenciales. Se obtienen sus funciones de trasferencia, estas
funciones cuentas con una respuesta natural y una forzada, la función de trasferencia
de la respuesta forzada depende del estado x, por lo que se vuelve una función de tras-
ferencia dinámica contando con un comportamiento tipo filtro pasa-bajas en magnitud
mientras que en fase presenta comportamientos tipo filtro pasa-altas. Por otra parte, la
función de trasferencia de la respuesta forzada presenta un comportamiento tipo filtro
pasa-bajas en magnitud sin depender del estado x mientras que su respuesta en fase
se comporta como un filtro pasa-altas y no es dependiente del estado x.
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Conclusiones

A través de este trabajo se realizó un análisis con base en filtros pasa-bajas de los sis-
temas caóticos clásicos más conocidos como son los sistemas de Lorenz, Chen, Rössler,
Lü y Chua. Para ello se estudiaron osciladores lineales que contienen en su estructura
un circuito tipo filtro y se analizaron a través de la teoría de sistemas dinámicos, ya
que esta teoría es la que se utilizada para el análisis de sistemas caóticos. Esto permitió
obtener condiciones de oscilación complementarias a un criterio bien establecido para
los sistemas osciladores lineales con retroalimentación como lo es el criterio de Bark-
hausen.

Una vez adentrados en osciladores lineales con base en filtros pasamos a estructu-
rar osciladores no-lineales con base en filtros. Para ello, tomamos el sistema de Lorenz
que es un oscilador no-lineal, y se llevó acabo su implementación electrónica a partir
de filtros pasa-bajas de primer orden activos y pasivos, lo anterior se muestra como
un método de diseño alternativo al basado en integradores para la implementación
electrónica de sistemas dinámicos. Este mismo procedimiento fue aplicado a los siste-
mas de Chen, Rössler, Lü, Chua y para el diseño de un circuito equivalente al modelo
que describe la dinámica de los terremotos lentos, el cual es proporcionado por la Dr.
Valentina Castellanos. Por último, se caracterizó el sistema de Lorenz como filtro, pri-
meramente se propuso un sistema tipo SIMO introduciendo una señal de entrada al
sistema de Lorenz y tomando como salidas los estados del propio sistema, dichas se-
ñales de salida se caracterizaron a través de los diagramas de Bode en magnitud, pos-
teriormente se linealizó el sistema SIMO y se obtuvieron las funciones de transferencia
localizadas en los puntos de equilibrio y sus los diagramas de Bode en magnitud y
fase, finalmente se propuso un sistema tipo SISO nuevamente introduciendo una señal
de entrada al sistema de Lorenz y proponiendo una salida con base en la dinámica del
sistema de Lorenz con entrada. Por medio de la transformada de Laplace se obtiene la
función de transferencia de la salida propuesta y se caracteriza por medio de los dia-
gramas de Bode en magnitud y fase. Este mismo procedimiento se llevó acabo para el
sistema de Rössler ya que cuenta con terminó independiente y una sola multiplicación
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de estados en su sistema de ecuaciones diferenciales.

Del trabajo anterior se obtuvieron las siguientes conclusiones:

Aplicar un análisis con base en la teoría de sistemas dinámicos para el diseño de
sistemas osciladores lineales con retroalimentación proporcionando condiciones
de oscilación complementarias al criterio de Barkhausen, lo cual permite mejorar
el desempeño de los osciladores. Aún con estas dos herramientas para el diseño
de dichos osciladores, se considera que debe ampliarse su estudio y análisis ya
que se cuenta con poca literatura acerca de ellos y la selección de sus elementos
suele realizarse de una forma un tanto arbitraria.

Se propone una metodología para la implementación electrónica de los sistemas
dinámicos, en particular los sistemas caóticos, con base en filtros pasa-bajas de
primer orden activos y pasivos. Esta metodología es alternativa a la basada en
integradores y permite obtener un comportamiento más apegado a la simulación
numérica. Como trabajo a futuro se podría plantear una metodología similar pe-
ro utilizando los filtros pasa-altas y pasa-bandas, sin embargo, dado que son un
poco mas complejos en cuanto a su estructura como ecuación diferencial e im-
plementación electrónica, es posible que tengan que combinarse con filtros pasa-
bajas, es decir, realizar la metodología con combinaciones de filtros pasa-altas y
pasa-bajas o filtros pasa-bandas y pasa-bajas.

Por medio de la caracterización con base en los diagramas de Bode, se observa
que el diseño de un sistema tipo SIMO con base en el sistema de Lorenz tomando
como salida los estados del sistema no se presenta como una alternativa favora-
ble para la obtención de un filtro, ya que solo atenúa la señal, por ellos, se realiza
la caracterización linealizando el sistema SIMO en base a Lorenz, es decir, se ob-
tienen las funciones de transferencia localizadas. Ésto muestra que las salidas se
comportan como un filtro pasa-bajos clásico en cuanto a magnitud más no en
su fase, ésta cambia radicalmente llegando a obtener comportamientos de filtro
pasa-altas. Debido a ello, se propone un modelo SISO con base en el sistema de
Lorenz, introduciendo una señal de entrada y proponiendo una única salida, ob-
teniendo sus función de trasferencia. Se puede observar que se comporta como
un filtro pasa-bajas variable y dependiente del estado X, es decir, se obtiene un
filtro pasa-bajas dinámico acotado y no controlable dependiente del estado X, su
ganancia inicial, su frecuencia de corte y calidad de filtrado se ven afectados por
el estado X, mientras que su atenuación permanece constante. En cuanto a su fa-
se, presenta distintos comportamientos, pasando de una fase característica de un
filtro pasa-bajas a la de un filtro pasa-altas. A su vez, la fase inicial varía al igual
que su desfasamiento. Cabe mencionar que la entrada solo se aplica a una sola
ecuación diferencial del sistema de Lorenz, como trabajo a futuro puede introdu-
cirse dicha señal a dos o más ecuaciones y complementar el sistema propuesto
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con la teoría de anticontrol en sistemas no lineales [45], lo cual permitiría man-
tener la dinámica caótica. Sin embargo, lo anterior aumenta considerablemente
el nivel de dificultad para el análisis matemático. El mismo procedimiento se
aplico al sistema de Rössler, se introdujo una señal de entrada y se propuso una
salida obteniendo un sistema SISO con base en el sistema de Rössler, se obtiene
una respuesta natural y una respuesta forzada y por lo tanto, dos funciones de
trasferencia, las cuales se analizan por separado. La función de trasferencia de su
respuesta natural presenta un comportamiento tipo filtro pasa-bajas en magnitud
dependiente del estado X, mientras que su fase se comporta como un filtro pasa-
altas igualmente dependiente del estado X. Por otro lado, su respuesta forzada
no depende del estado X y se comporta como un filtro pasa-bajas en su magnitud
pero como filtro pasa-altas en su fase.
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