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Resumen

El objetivo de esta tesis es plantear un proyecto de investigación en el área de los sistemas
dinámicos. Para esto presentaremos resultados recientes de temas como: acciones de grupo,
entroṕıa local, sensibilidad y teoŕıa espectral.
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Abstract

The objective of this thesis is to propose a research project in the area of dynamical systems.
For this we will give a summary of recent results in the following areas of dynamical systems:
group actions, local entropy, sensitivity and spectral theory.

iii



Agradecimientos

Agradezco profundamente a mi familia, principalmente a mis padres por apoyarme siempre
en cada aspecto de mi vida. A Irma por su gran apoyo y estar siempre a mi lado.

También quiero agradecer al Dr. Felipe por su labor, como gúıa, en este trabajo de tesis. De
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1.2. Metodoloǵıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.3. Resultado 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.4. Resultado 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.5. Resultado 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2. Introducción 3

3. Preliminares 5
3.1. Grupos promediables y acciones de grupo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Caṕıtulo 1

Proyecto

En esta tesis se plantea un proyecto de investigación enfocado a la entroṕıa local y otros
temas relacionados con los sistemas dinámicos.

1.1. Objetivos

El objetivo de esta tesis es dar a conocer las herramientas necesarias para plantear un
proyecto de investigación. El proyecto que se plantea esta relacionado con la teoŕıa de entroṕıa
local. La motivación de este proyecto son las relaciones que se encuentran entre esta teoŕıa con
otros conceptos como la independencia, factores de entroṕıa cero maximales, teoŕıa espectral,
entre otros.

1.2. Metodoloǵıa

Para desarrollar el proyecto se ha hecho una recopilación de art́ıculos y libros. A continuación
se listan la bibliograf́ıa principal a utilizar.

Ergodic Theory: Independence and Dichotomies
D. Kerr y H. Li

Combinatorial independence in measurable dynamics
D. Kerr y H. Li

Independence in topological and C*-dynamics
D. Kerr y H. Li

Weak forms of topological and measure-theoretical equicontinuity: Relationships with dis-
crete spectrum and sequence entropy
F. Garćıa-Ramos

Local entropy theory
E. Glasner y X, Ye

Mean sensitive, mean equicontinuous and almost periodic functions for dynamical systems
F. Garćıa-Ramos y B. Marcus
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CAPÍTULO 1. PROYECTO 2

1.3. Resultado 1

Se hizo un resumen de definiciones como por ejemplo definiciones de parejas de entroṕıa,
parejas de entroṕıa de secuencia, parejas de independencia, parejas IN , sensibilidad, sensibilidad
en promedio, µ-sensible en promedio, entre otras.

1.4. Resultado 2

Se leyeron y comprendieron diferentes resultados, incluyendo algunas demostraciones, rela-
cionados con la entroṕıa local. Entre los resultados más destacados se encuentran los Teoremas
5.6 y 6.7.

1.5. Resultado 3

Se planteó una pregunta abierta relacionada con la entroṕıa local y la sensibilidad, más
precisamente, se pregunta si las parejas de entroṕıa se secuencia son iguales a las parejas de
µ-sensibilidad en promedio.



Caṕıtulo 2

Introducción

En sus inicios, la teoŕıa ergódica, o el estudio de sistemas dinámicos medibles, era estudiada
principalmente con herramientas de análisis funcional. A cada sistema dinámico se le asignaba
un operador (de Koopman) en un espacio L2, y se pod́ıan estudiar propiedades dinámicas
usando el espectro del operador. Por ejemplo, von Neumann probó que el operador de un
sistema dinámico ergódico teńıa espectro discreto (funciones propias generan el espacio L2) si
y solo si el sistema era isomorfo a una rotación en un grupo. Sin embargo, estas herramientas
no resultaron muy útiles para estudiar sistemas muy caóticos, en particular von Neumann se
preguntaba si los sistemas inducidos por medidas uniformes Bernoulli en dos y tres śımbolos
eran isomorfos. Esta pregunta fue resuelta unos años después por Kolmogorov, al introducir un
nuevo invariante dinámico: la noción de entroṕıa para sistemas dinámicos (usando como base
la entroṕıa de Shannon). Además, Kolmogorov se dió cuenta que la entroṕıa podia ser utilizada
para caracterizar nociones que veńıan de la probabilidad. Vio que un sistema satisfaćıa lo que se
conoce como la ley 0-1 de Kolmogorov si y solo si el sistema teńıa entroṕıa positiva con respecto
a cualquier partición no trivial (al menos dos conjuntos con medida positiva). Tiempo después
Blanchard introdujo un concepto equivalente para sistemas dinámicos topológicos (SDT). Se
dice que un SDT tiene entropia positiva uniforme, si tiene entroṕıa topológica positiva con
respecto a cualquier cubierta (no densa). Además Blanchard vió que esta propiedad pod́ıa ser
caracterizada estudiando la entroṕıa localmente, al definir las parejas de entroṕıa. Un SDT
tiene entroṕıa positiva uniforme si y solo si toda pareja no trivial es una pareja de entroṕıa.
Además, un sistemá dinámico tiene entroṕıa topológica positiva si y solo si tiene una pareja
de entroṕıa. De alguna forma las parejas de clasificar los sistemas con entroṕıa positiva. Poco
tiempo después Blanchard, Host, Maass, Martinez y Rudolph definen las parejas de entroṕıa
con respecto a una medida. Estas parejas te ayudan a estudiar propiedades medibles de sistemas
dinámicos topológicos.

Regresando en el tiempo, el primer resultado que logro conectar la teoria ergódica inicial,
con la entroṕıa fue Kushnirenko. Kushnirenko definió la entroṕıa con respecto a una secuencia
y probó que un sistema dinámico medible tiene entroṕıa cero con respecto a cualquier secuencia
si y solo si el sistema tiene espectro discreto. Naturalmente, Huang, Maass y Ye definieron las
parejas de entroṕıa secuencial.

Uno de los grandes resultados de la entroṕıa local, es la caracterización de Kerr y Li. Por
resultados de Weiss ya se sab́ıa que la entroṕıa estaba conectada con la noción de independencia,
sin embargo la conección exacta fue probada hasta que definieron las parejas de independencia
de entroṕıa. En esta tesis revisaremos varias nociones de independencia que pueden ser usadas
para caracterizar diferentes parejas. Por último revisaremos un poco de la teoŕıa de sensibilidad
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y plantearemos una pregunta.



Caṕıtulo 3

Preliminares

En el desarrollo de esta tesis consideramos a G un grupo numerable.

3.1. Grupos promediables y acciones de grupo

En esta sección explicamos lo que es un grupo promediable y damos algunas definiciones
relacionadas con ellos y algunos resultados importantes para el desarrollo del tema. Original-
mente, la definición de grupo promediable está dada por funciones promedio, la cual explicamos
a continuación. Más adelante damos una equivalencia utilizando los subconjuntos finitos de
dicho grupo.

Denotamos por `∞(G) el conjunto de sucesiones acotadas en R indexadas por G, dicho de
otra forma `∞(G) = {f : G → R|f es acotada}. Se tiene que `∞(G) es un espacio vectorial
normado sobre R con la norma ‖f‖ = sups∈G |f(s)|.

Una función promedio para G sobre `∞(G) es un funcional lineal positivo σ : `∞(G) → R

tal que σ(1) = 1, donde 1 es la función de G en R definida por 1(s) = 1, para todo s ∈ G.
Un funcional σ : `∞(G) → R se dice invariante por la izquierda si σ(sf) = σ(f) para

cualesquiera s ∈ G y f ∈ `∞(G), donde (sf)(t) = f(s−1t), para todo t ∈ G.

Definición 3.1. Un grupo G se dice promediable si existe una función promedio invariante por
la izquierda sobre `∞(G).

Definición 3.2. Sea G un grupo y {Fn}n∈N una sucesión de subconjuntos finitos de G. Decimos
que {Fn}n∈N es de Følner si para todo s ∈ G se tiene que

ĺım
n→∞

|sFn∆Fn|/|Fn| → 0.

La siguiente equivalencia fue demostrada por Følner en [3].

Teorema 3.3 (Følner). Sea G un grupo. Se tiene que G es promediable si y sólo si existe una
sucesión de Følner en G.

Definición 3.4. Sean G un grupo promediable y F,K ⊆ G finitos. Decimos que F es (K, δ)-
invariante si

|{s ∈ F : Ks ⊆ F}| ≥ (1− δ)|F |.

Denotamos por M(K, δ) a la colección de subconjuntos finitos de G que son (K, δ)-invariantes.

5
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Definición 3.5. Sean G un grupo y ϕ una función con valores reales definida sobre los conjuntos
finitos de G. Decimos que ϕ(F ) converge a L cuando F se hace más y más invariante si para
todo ε > 0 existe un conjunto finito K ⊂ G y δ > 0 tales que |ϕ(F )− L| < ε para todo F ⊆ G
finito y (K, δ)-invariante.

Definición 3.6. Sean G un grupo y ϕ una función con valores reales definida sobre los conjuntos
finitos de G. Definimos el ĺımite superior e inferior de ϕ(F )

|F | cuando F es más y más invariante
como

ĺım
(K,ε)

sup
F∈M(K,ε)

ϕ(F )

|F |
y ĺım

(K,ε)
ı́nf

F∈M(K,ε)

ϕ(F )

|F |
,

respectivamente, donde la red es construida mediante la relación (K, ε) � (K ′, ε′) si K ⊇ K ′ y
ε ≤ ε′.

Teorema 3.7. Sea G un grupo promediable y ϕ una función con valores reales definida sobre
el conjunto de los subconjuntos finitos de G que satisface:

1. 0 ≤ ϕ(A) <∞ y ϕ(∅) = 0,

2. ϕ(A) ≤ ϕ(B) para todo A ⊆ B,

3. ϕ(As) = ϕ(A) para todo conjunto finito A ⊆ G y todo s ∈ G,

4. ϕ(A ∪B) ≤ ϕ(A) + ϕ(B).

Entonces 1
|F |ϕ(F ) converge a algún ĺımite b cuando el conjunto F se hace más y más invariante.

3.2. Sistema dinámicos

Definición 3.8. Sea G un grupo con elemento neutro e y X un conjunto. Una acción de G en
X es una función T : G×X → X que cumple lo siguiente:

1. T (s, T (t, x)) = T (st, x), para cualesquiera s, t ∈ G y x ∈ X.

2. T (e, x) = x, para todo x ∈ X.

Usualmente denotamos por T s(x) a T (s, x). También denotemos por TG(A) = {T s(x) : s ∈
G y x ∈ A}.

Definición 3.9. Decimos que (X,T ) es un G-sistema dinámico topológico si X es un espacio
métrico compacto y T es una acción de G en X que actúa por homeomorfismos, es decir, T s es
un homeomorfismo para todo s ∈ G.

Definición 3.10. UnG-sistema dinámico medible es una cuádrupla (X,Σ, µ, T ), donde (X,Σ, µ)
es un espacio de probabilidad y T es una acción de G en X, tal que T s es medible y preserva a
µ, para todo s ∈ G.

Dado X un espacio métrico, denotamos por B(X) la σ-álgebra de Borel de X.

Definición 3.11. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y µ. Decimos que T preserva a
µ o que µ es invariante bajo T si µ(T s(A)) = µ(A), para cualesquiera s ∈ G y A ⊆ X medible.
Denotamos por M(X,T ) al conjunto de medidas invariantes bajo T .
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Definición 3.12. Sean (X,Σ, µ) y (Y,Γ, ν) espacios de medida y π : X → Y una función
medible. Decimos que π preserva la medida si µ(π−1(A)) = ν(A), para todo A ⊆ X medible.

Definición 3.13. Sean (X,Σ, µ, T ) y (Y,Γ, ν,H) dos G-sistemas dinámicos medibles. Decimos
que (Y,Γ, ν, S) es un factor de (X,Σ, µ, T ) si existe una función medible π : X → Y que preserva
la medida tal que π ◦ T = H ◦ π.

El siguiente teorema nos asegura que para acciones continuas de grupos promediables existen
medidas invariantes. Dicho teorema es una parte del Teorema 4.4 de [11].

Teorema 3.14. Sea G un grupo. Se tiene que G es promediable si y solo si toda acción continua
sobre un espacio de Hausdorff compacto admite una medida de probabilidad de Borel regular
invariante.

Definición 3.15. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y A ⊆ X. Decimos que A es
G-invariante si TG(A) = A. Cuando (X,Σ, µ, T ) es un G-sistema dinámico medible, decimos
que A es G-invariante si µ(T s(A)∆A) = 0.

Definición 3.16. Un sistema dinámico (X,Σ, µ, T ) se dice ergódico (o bién que µ es ergódica)
si µ(A) = 0 o µ(A) = 1, para todo conjunto medible G-invariante A ⊆ X. Dado (X,T ) un G-
sistema dinámico topológico, denotamos por Me(X,T ) al conjunto de medidas ergódicas para
(X,T ).

Definición 3.17. Sean G un grupo promediable, {Fn}n∈N una sucesión de Følner y J ⊂ G.
Definimos la densidad inferior de J como

D(J) = ĺım inf
n→∞

|Fn ∩ J |
|Fn|

,

la densidad superior de J como

D(J) = ĺım
n→∞

|Fn ∩ J |
|Fn|

.

En caso de que ĺımn→∞
|Fn∩J |
|Fn| exista, definimos la densidad de J como

D(J) = ĺım
n→∞

|Fn ∩ J |
|Fn|

.

3.3. Entroṕıa topológica

A lo largo de esta sección se considera a G un grupo numerable promediable. Esta propiedad
es fundamental para definir la entroṕıa.

Definición 3.18. Sean U1,U2, . . . ,Un cubertas abiertas para X definimos el ensamble de estas
cubiertas como

n∨
i=1

Ui =

{
n⋂
i=1

Ui : Ui ∈ Ui, para i = 1, 2, . . . , n

}
.

Notemos que para (X,T ) un G-sistema dinámico topológico, U una cubierta abierta para
X y s ∈ G, se tiene que T−sU es una cubierta abierta para X. Denotemos por N(U) a la
cardinalidad de la subcubierta abierta más pequeña de U .

Denotemos por C(X) al conjunto de las cubiertas abiertas de X.
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Definición 3.19. Sean (X,T ) un G-sistema dinámico topológico, U una cubierta abierta finita
para X y {Fn}n∈N una sucesión de Følner. Definimos la entroṕıa topológica de (X,T ) con
respecto a U como

htop(T,U) = ĺım
n→∞

1

|Fn|
logN

(∨
s∈Fn

T−sU

)
.

Definimos la entroṕıa topológica de (X,T ) como

htop(T ) = sup
U∈C(X)

htop(T,U).

Se tiene que la entroṕıa topológica no depende de la suceción de Følner que se elija.

Definición 3.20. Sean (X,T ) un G-sistema dinámico topológico, U una cubierta abierta finita
para X y s = {sn}n∈N una sucesión en G. Definimos la entroṕıa topológica de secuencia de
(X,T ) con respecto a U como

htop(T,U ; s) = ĺım
n→∞

1

n
logN

(
n∨
i=1

T−siU

)
.

Definimos la entroṕıa topológica de secuencia como

htop(T ; s) = sup
U∈C(X)

{htop(T,U ; s)}.

Decimos que (X,T ) es nulo si para toda sucesión s se tiene que htop(T, s) = 0.

3.4. Entroṕıa para medidas

Definición 3.21. Sean (X,µ) un espacio de probabilidad y P una partición medible finita de
X. Definimos la entroṕıa de Shannon de P como

Hµ(P ) = −
∑
P∈P

µ(P ) log(µ(P )).

Definición 3.22. Sea (X,µ, T ) y P una partición medible finita. Definimos la entroṕıa de
(X,µ, T ) respecto a P como

hµ(T,P) = ĺım
n→∞

1

|Fn|
Hµ

(∨
s∈Fn

T−s(P)

)
.

Definimos la entroṕıa de (X,µ, T ) como

hµ(T ) = sup
P
htop(T,U).

De igual forma que en el caso topológico, la entroṕıa de un G-sistema dinámico medible no
depende de la suceción de Følner que se elija.

Definición 3.23. Sea (X,Σ, µ, T ) un sistema dinámico. Definimos la σ-álgebra de Pinsker, Pµ,
como la σ-álgebra más pequeña tal que para toda partición P ∈ Pµ de X finita se cumple que
hµ(T,P) = 0. El factor (X,Pµ, µ|Pµ , T ) se le conoce como el factor de Pinsker.
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Notemos que el factor de Pinsker es el factor más grande de entroṕıa cero. Es decir, cual-
quier factor de (X,Σ, µ, T ) de entroṕıa cero es también factor del factor de Pinsker. Para más
información sobre la σ-álgebra de Pinsker consular [6] y [8].

El siguiente teorema se conoce como el principio variacional el cual relaciona la entroṕıa
topológica con la entroṕıa de medidas.

Teorema 3.24. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico. Se tiene que

htop(X,T ) = sup{hµ(X,T ) : µ ∈M(X,T )}.

Definición 3.25. Sea (X,Σ, µ, T ) un G-sistema dinámico medible. Dada P una partición finita
medible, y s = {sn}n∈N una sucesión en G. Definimos la entroṕıa de secuencia de (X,µ, T )
respecto a P y s como

hµ(T, P ; s) = ĺım sup
n→∞

1

n
Hµ

(
n∨
i=1

T−si(P)

)
,

y la entroṕıa de secuencia de (X,Σ, µ, T ) con respecto a s como

hµ(T ; s) = sup
P
hµ(T,P ; s).

Decimos que (X,Σ, µ, T ) es nulo si hµ(T ; s) = 0, para toda sucesión s. Si (X,T ) es un G-sistema
dinámico topológico y µ ∈ M(X,T ), decimos que (X,T ) es µ-nulo si hµ(T ; s) = 0, para toda
sucesión s.



Caṕıtulo 4

Teoŕıa de entroṕıa local

A lo largo de este caṕıtulo se considera que G es un grupo numerable promediable.

Definición 4.1. Sean (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y (x, y) ∈ X2. Decimos que
(x, y) es una pareja de entroṕıa si x 6= y y cada par de vecindades cerradas U , V de x y y
respectivamente tenemos que

htop(T, {U c, V c}) > 0.

Definición 4.2. Sean (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y (x, y) ∈ X2. Decimos que
(x, y) es una pareja de entroṕıa de secuencia si x 6= y y para todo para de vecindades cerradas
U, V de x y y respectivamente, existe una secuencia s tal que htop(T, {U c, V c}; s) > 0.

Definición 4.3. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico. Sea A = (A1, . . . , An) una tupla
de subconjuntos de X. Decimos que J ⊂ G es un conjunto de independencia para A si para
cualquier I ⊂ J finito y cualquier φ : I → {1, . . . , |I|} tenemos que⋂

i∈I

T i
−1

Aφ(i) 6= ∅.

Consideremos A = (A1, . . . , An) una tupla de subconjuntos de X. Definamos la función
ϕA(F ) = máx{|F ∩ J | : J es un conjunto de independencia para A} sobre los conjuntos finitos
de G. Por el Teorema 3.7 se tiene que existe el ĺımite de 1

|F |ϕA(F ) cuando F se hace más y más
invariante.

Definición 4.4. Sea X un G-sistema dinámico topológico y A = (A1, . . . , An) una tupla de
subconjuntos de X. Definimos la densidad de independencia I(A), como el ĺımite de 1

|F |ϕA(F )
cuando F se hace más y más invariante.

Teorema 4.5. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico. Dados A = (A1, . . . , An) una
tupla de subconjuntos de X y c > 0. Lo siguiente es equivalente:

1. I(A) ≥ c,

2. para todo ε > 0 existen K ⊆ G conjunto finito y δ > 0 tales que para todo F ∈ M(K, δ)
existe un conjunto de independencia J para A con |J ∩ F | ≥ (c− ε)|F |.

3. para cualesquiera K ⊆ G finito y ε > 0 existen F ∈ M(K, ε) y J un conjunto de
independencia para A tales que

|J ∩ F | ≥ (c− ε)|F |

.

10
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Teorema 4.6. Sean G un grupo promediable numerable (X,T ) un G-sistema dinámico to-
pológico. Dados A = (A1, . . . , An) una tupla de subconjuntos de X y c > 0. Lo siguiente es
equivalente:

1. I(A) ≥ c,

2. existe una sucesión de Følner {Fn}n∈N de G y un conjunto de independencia J para A tal
que D(J) ≥ c.

Definición 4.7. Sean (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y (x, y) ∈ X2. Decimos que
(x, y) es una pareja de independencia o una pareja IE si cualquier par de conjuntos abiertos
(U, V ) con x ∈ U y y ∈ V , tiene densidad de independencia positiva. Denotamos el conjunto de
parejas de independencia con IE(X,T ).

Teorema 4.8. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico. Se tiene que E(X,T ) ∪ ∆ =
IE(X,T ), donde ∆ es la diagonal en X2.

Definición 4.9. Sean (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y (x, y) ∈ X2. Decimos que
(x, y) es una pareja IN si para cualesquiera U, V ⊆ X abiertos con x ∈ U y y ∈ V , la pareja
(U, V ) tiene conjuntos de independencia finitos arbitrariamente grandes.

Teorema 4.10. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico. Se tiene que (x, y) ∈ X2 \∆ es
una pareja de entroṕıa de secuencia si y solo si es una pareja IN .

4.1. Entroṕıa local medible

Definición 4.11. Sean (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y (x, y) ∈ X2. Decimos que
(x, y) es una pareja de entroṕıa respecto a µ o una pareja de µ-entroṕıa si x 6= y y para cualquier
partición medible P = {A,B} tal que x ∈ int(A) y y ∈ int(B) se tiene que hµ(T, P ) > 0.
Denotamos por Eµ(X,T ) al conjunto de parejas de entroṕıa respecto a µ.

Teorema 4.12. Sea (X,T ) un G- sistema dinámico y µ ∈ M(X,T ). Se tiene que Eµ(X,T ) ⊆
E(X,T ).

Sea π : (X,µ, T ) → (Z, ν, T ) el factor de Pinsker de (X,µ, T ), sea µ =
∫
Z
µZdν(z) la

desintegración de µ sobre (Z, ν). Hagamos

λ =

∫
Z

(µz × µz)dν(z)

y Λµ = Supp(λ) el soporte de λ .

Teorema 4.13. Se cumple los siguiente:

1. Para µ ∈M(X,T ) tal que hµ(X,T ) > 0, se tiene que Eµ(X,T ) = Λµ \∆.

2. Si µ es ergódica y cumple que hµ(X,T ) > 0, se tiene que Eµ(X,T ) = Λµ.

3. Para (X,T ) un sistema dinámico topológico existe una medida µ ∈M(X,T ) conE(X,T ) =
Λµ \∆.
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4. E(X,T ) =
⋃
{Λµ : µ ∈Me(X,T )}

Sea δ > 0 denotemos por B(µ, δ) a la colección de todos los subconjuntos de Borel D de X
tales que µ(D) ≥ 1 − δ, y por B′(µ, δ) la colección de todas las funciones D : G → B(X) tales
que ı́nfs∈G µ(Ds) ≥ 1 − δ. Sea A = (A1, A2) una pareja de subconjuntos de X y dado δ > 0.
Para todo subconjunto finito F de G definimos

ϕA,δ(F ) = mı́n
D∈B(µ,δ)

máx{|F ∩ J | : J es un conjunto de independencia para A relativo a D},

ϕ′A,δ(F ) = mı́n
D∈B′(µ,δ)

máx{|F ∩ J | : J es un conjunto de independencia para A relativo a D}.

Definimos Iµ(A, δ) como el ĺımite superior de 1
|F |ϕA,δ(F ) cuando F es mas y más invariante y

Iµ(A, δ) corresponde al ĺımite inferior. Similarmente, definimos I
′
µ(A, δ) es el ĺımite superior de

1
|F |ϕ

′
A,δ(F ) cuando F es mas y mas invariante, y I′µ(A, δ) el ĺımite inferior.

Definición 4.14. Definimos la µ-densidad de independencia superior como

Iµ(A) = sup
δ>0

Iµ(A, δ),

y la µ-densidad de independencia inferior como

Iµ(A) = sup
δ>0

Iµ(A, δ).

Definición 4.15. Sean (X,T ) un G-sistema dinámico topológico, µ ∈ M(X,T ) y (x, y) ∈ X2.
Decimos que (x, y) es una pareja µ-IE si para cualquier vecindad de la forma U ×V de (x, y) la
pareja (U, V ) tiene µ-densidad de independencia superior positiva. Denotamos por IEµ(X,T )
al conjunto de parejas µ-IE.

Observación Toda pareja µ-IE es una pareja IE.

Teorema 4.16. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y µ ∈ M(X,T ). Se tiene que
Eµ(X,T ) ∪∆ = IEµ(X,T ).

Dado δ > 0 decimos que una pareja (U, V ) de subconjuntos de X tiene δ-µ-densidad de
independencia sobre conjuntos finitos arbitrariamente grandes si existe un c > 0 tal que para
todo M > 0 existe un conjunto finito F ⊆ G de cardinalidad al menos M que posee la propiedad
que para todo D ∈ B(X, δ) existe un conjunto de independencia I ⊆ F relativo a D con
|I| ≥ c|F |. Decimos que (U, V ) tiene µ-densidad de independencia secuencial positiva si para
algún δ > 0 este tiene δ-µ-densidad de independencia sobre conjuntos finitos arbitrariamente
grandes.

Definición 4.17. Sean (X,T ) un G-sistema dinámico topológico, µ ∈ M(X,T ) y (x, y) ∈ X2.
Decimos que (x, y) es una pareja µ-IN si para cualquier vecindad producto U × V de (x, y), la
pareja (U, V ) tiene µ-densidad de independencia secuencial positiva. Denotamos por INµ(X,T )
al conjunto de µ-IN pares.

Observación: Toda pareja µ-IN es una pareja IN .

Teorema 4.18. Sean (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y µ ∈ M(X,T ). Se cumple lo
siguiente:
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1. Sea A = (A1, A2) es un par de conjuntos cerrados de X con µ-densidad de independencia
secuencial positiva. Se tiene que existe una pareja µ-IN , (x, y), tal que x ∈ A1 y y ∈ A2.

2. INµ(X,T ) \∆ es no vaćıo si y solo si (X,T ) no es µ-nulo.

3. INµ(X,T ) es cerrado en X2 y T × T -invariante.

Definición 4.19. Sean (X,T ) un G-sistema dinámico topológico, µ ∈ M(X,T ) y (x, y) ∈ X2.
Decimos que (x, y) es una µ-pareja de entroṕıa de secuencia si para cualquier partición finita
P , tal que no existe P ∈ P tal que x, y ∈ P , existe S ⊂ G tal que hSµ(P , T ) > 0.

Teorema 4.20. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico, µ ∈M(X,T ) y (x, y) ∈ X2 \∆.
Se tiene que (x, y) es una pareja µ-IN si y solo si es una pareja de µ-entroṕıa de secuencia.

Corolario 4.21. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y µ ∈ M(X,T ). Se tiene que
(X,T ) es µ-nulo si y solo si no existen parejas de µ-entroṕıa de secuencia.



Caṕıtulo 5

Sensibilidad

En este caṕıtulo se considera que G es un grupo numerable promediable y que tiene asignada
una sucesión de Følner.

Definición 5.1. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico. Decimos que (X,T ) es sensible
a las condiciones iniciales o sensible si existe ε > 0 tal que para todo U ⊆ X abierto no vaćıo
existen x, y ∈ U y s ∈ G tales que d(T s(x), T s(y)) > ε.

Definición 5.2. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico. Decimos que (X,T ) es sensible
en promedio si existe ε > 0 tal que para todo conjunto abierto no vaćıo U existen x, y ∈ U tales
que

D({s ∈ G : d(T s(x), T s(y)) > ε}) > ε.

Definición 5.3. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico. Definimos ∆δ := {s ∈ G :
d(T s(x), T s(y)) > δ} y la pseudométrica de Besicovitch como db(x, y) := ı́nf{δ > 0 : D(∆δ(x, y)) <
δ}. Al identificar los puntos con con pseudo-distancia cero, obtenemos el espacio métrico (X/db, db)
que es llamado el espacio de Besicovitch. La proyección fb : (X, d) → (X/db, db) es llamada la
proyección de Besicovitch.

Definición 5.4. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico. Decimos que (X,T ) es µ-sensible
en promedio si existe ε > 0 tal que para todo A ∈ B+(X) existen x, y ∈ A tales que db(x, y) > ε
(y en consecuencia D({s ∈ G : d(T s(x), T s(y)) > ε}) > ε). En este caso decimos que ε es una
constante de µ-sensibilidad en promedio.

Definición 5.5. Sean (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y (x, y) ∈ X2. Decimos que
(x, y) es una pareja de µ-sensibilidad en promedio µ si x 6= y y para todas las vecindades Ux de
x y Uy de y, existe ε > 0 tal que para cada A ∈ B+(X) existen p, q ∈ A con D({s ∈ G : T s(p) ∈
Ux y T s(q) ∈ Uy}) > ε. Denotamos por Smµ (X,T ) al conjunto de parejas de µ-sensibilidad en
promedio.

Teorema 5.6. Sea (X,T ) un sistema dinámico topológico y µ una medida ergódica para X. Se
cumple que (X,T ) es µ-sensible en promedio si y solo si Smµ (X,T ) 6= ∅.

Demostración. Supongamos que (X,T ) es µ-sensible en promedio con constante ε0 y sea ε ∈
(0, ε0). Consideremos el siguiente conjunto

Xε = {(x, y) ∈ X2 : d(x, y) ≥ ε}.

14
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Notemos que Xε es compacto. Supongamos que Smµ (X,T ) = ∅. Para todo (x, y) ∈ X2 existen
vecindades Ux, Uy, tales que para todo δ > 0 existe un conjunto Aδ(x, y) ∈ B+

X tal que

D({s ∈ G : (T sp, T sq) ∈ Ux × Uy}) ≤ δ

para todo p, q ∈ Aδ(x, y). Dado que Xε es compacto, existe un conjunto finito F ⊂ Xε tal que

Xε ⊆
⋃

(x,y)∈F

Ux × Uy.

Sea δ = ε/|F |. Dado que µ es ergódica, para todo (x, y) ∈ F existe t(x, y) ∈ G talque A =⋂
(x,y)∈F T

t(x,y)(Aδ(x, y)) ∈ B+
X . De aqúı, para todo (x, y) ∈ F

D({s ∈ G : (T s(p), T s(q)) ∈ Ux × Uy}) ≤ δ, (5.1)

para todo p, q ∈ A.
Dado que ε < ε0 existen p, q ∈ A tales que

D({s ∈ G : (T s(p), T s(q)) ∈ Xε}) > ε

y por tanto

D({s ∈ G : (T s(p), T s(q)) ∈
⋃

(x,y)∈F

Ux × Uy}) > ε.

Esto implica que existe (x0, y0) ∈ F tal que

D({s ∈ G : (T s(p), T s(q)) ∈ Ux0 × Uy0}) > ε/|F | = δ.

Lo cual contradice (5.1). Por lo tanto se tiene que Smµ (X,T ) 6= ∅.
Ahora supongamos que Smµ (X,T ) 6= ∅. Sea (x, y) ∈ Smµ (X,T ). Existen vecindades Ux de x,

Uy de y y ε > 0 tales que d(Ux, Uy) > 0 y para todo A ∈ B+
X existen p, q ∈ A y S ⊆ G con

D(S) > ε tal que T s(p) ∈ Ux y T s(q) ∈ Uy, para todo s ∈ S. Esto implica que D({s ∈ G :
d(T s(p), T s(q)) ≥ d(Ux, Uy)}) > ε. Por lo tanto, (X,T ) es µ-sensible en promedio.



Caṕıtulo 6

Espectro discreto

En esta caṕıtulo se considera que G es un grupo numerable promediable y que tiene asignada
una sucesión de Følner.

Recordemos que L2(X,µ) denota al conjunto de funciones complejas cuadrado integrables en
X y que un G-sistema dinámico medible (X,Σ, µ, T ) define una familia de operadores lineales
unitarios sobre L2(X,µ), dados por U s

T (f) = f ◦T s, para todo f ∈ L2(X,µ). Dichos operadores
son conocidos como operadores de Koopman.

Definición 6.1. Sea (X,Σ, µ, T ) un G-sistema dinámico medible ergódico y f ∈ L2(X,µ). De-
cimos que f es casi periódica si {U s

Tf : s ∈ G} es un conjunto compacto de L2(X,µ). Denotamos
como el conjunto de funciones casi periódicas como Hap.

Definición 6.2. Sea (X,Σ, µ, T ) unG-sistema dinámico medible ergódico. Decimos que (X,Σ, µ, T )
tiene espectro discreto si L2(X,µ) = Hap.

El siguiente resultado fue probado por Kushnirenko en [12].

Teorema 6.3. Sea (X,Σ, µ, T ) unG-sistema dinámico medible ergódico. Se cumple que (X,Σ, µ, T )
tiene espectro discreto si y sólo si hµ(T ; s) = 0, para toda sucesión s ⊆ G.

Definición 6.4. Sea f ∈ L2(X,µ). Definimos

df (x, y) = ĺım sup

(
1

|Fn|
∑
s∈Fn

|f(T s(x))− f(T s(y))|2
)1/2

.

Definición 6.5. Sean (X,Σ, µ, T ) un G-sistema dinámico medible y f ∈ L2(X,µ). Decimos
que (X,Σ, µ, T ) es µ-f -sensible en promedio si existe ε > 0 tal que para todo A ∈ Σ con medida
positiva existen x, y ∈ A tales que df (x, y) > ε. En este caso, decimos que f es µ-sensible en
promedio y ε es una constante de µ-sensibilidad para f . Denotamos por Hms al conjunto de
funciones µ-sensible en promedio.

El siguiente resultado de los Teoremas 3.7 y 3.10 de [5].

Teorema 6.6. Sean (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y µ ∈ Me(X,T ). Se tiene que
(X,T ) es µ-sensible en promedio si y solo si (X,T ) es µ-f -sensible en promedio, para toda
f ∈ L2(X,µ).

Teorema 6.7. Sea (X,Σ, µ, T ) un G-sistema dinámico medible ergódico. Se tiene que Hc
ap =

Hms.

16
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El siguiente resultado se obtiene de los teoremas Teorema 26 y 36 de [4]

Teorema 6.8. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y µ una medida ergódica. Si existe
una sucesión s ⊆ G tal que hµ(T ; s) > 0, entonces (X,T ) es µ-sensible en promedio.

El siguiente corolario se obtiene a partir de los Teoremas 6.8, 6.3, 6.7 y 6.6.

Corolario 6.9. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y µ una medida ergódica. Se tiene
que INµ(X,T ) \∆ = ∅ si y solo si (X,T ) no es µ-sensible en promedio.

El siguiente corolario se obtiene del Corolario 6.9 y Teorema 5.6.

Corolario 6.10. Sea (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y µ una medida ergódica. Se
tiene que INµ(X,T ) \∆ = ∅ si y solo si Smµ (X,T ) = ∅.

Pregunta: Dado (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y µ ∈Me(X,T ) ¿Son iguales los
conjuntos INµ(X,T ) \∆ y Smµ (X,T )?



Caṕıtulo 7

Conclusiones

En este caṕıtulo le llamamos sistema dinámico a los Z-sistemas dinámicos topológicos .
A lo largo del tiempo se ha tratado de describir el desorden en un sistema dinámico, esto es

comúnmente llamado caos. Existen varias maneras de describir este concepto. Una definición de
caos muy popular es el caos de Li-Yorke. Un sistema dinámico (X,T ) se dice Li-Yorke caótico
si existe un conjunto no numerable S tal que para todo x, y ∈ S con x 6= y se tiene que

ĺım inf
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0 y ĺım sup
n→∞

d(fn(x), fn(y)) ≥ 0.

Otra noción de caos es la de mezclante. Un sistema dinámico (X,T ) se dice topológicamente
mezclante o mezclante si para cualesquiera U, V ⊆ X abiertos no vaćıos existe n ∈ N tal que
fk(U) ∩ V 6= ∅, para todo k ≥ n.

En este escrito también abordamos otras nociones de caos, tales como la entroṕıa y la
sensibilidad, ver definiciones 3.19 y 5.1.

Observemos que, desde un punto de vista topológico, la sensibilidad es una propiedad que
se encuentra en todas partes, ya que en la definición se tiene que para todo U ⊆ X existen
x, y ∈ U y n ∈ N tales que d(fn(x), fn(y)) > ε. Por otra parte, notemos que el caos de Li-
Yorke no necesariamente esta en todas partes ya que al conjunto S solo se le pide que sea no
numerable. A estas nociones se le conoce como caos global o caos parcial. En otras palabras, tal
como se describe en [1], el caos es global si se encuentra en todas partes, en otro caso decimos
que es caos parcial. En este sentido, la entroṕıa es una noción parcial, mientras que mezclante
es una propiedad global.

Un área de interés es estudiar las relaciones que existen entre las distintas formas de caos.
Por ejemplo, en [2] fue demostrado que entroṕıa positiva implica caos de Li-Yorke. Por otra
parte, se puede verificar que mezclante implica sensibilidad. En simbolos se escribe como sigue:

entroṕıa positiva =⇒ caos de Li-Yorke

y
mezclante =⇒ sensibilidad.

En un principio, se tiene que la entroṕıa y la sensibilidad no tienen una relación en común
debido a que una es caos global y la otra es caos parcial. De hecho, si consideramos el sistema
dinámico (X, σ), donde X = {0, 1}N∪{2∞} y σ el shift. Tenemos que htop(X) > 0, sin embargo
no es sensible ya que el abierto {2∞} no satisface la definición de sensibilidad. Por otra parte,
todo shift sin puntos aislados es sensible, en particular los shifts Strumianos son sensibles los
cuales tienen entroṕıa cero.

18
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Sin embargo, al considerar una noción mas débil de entroṕıa, entroṕıa de secuencia, y una
noción mas fuerte de sensibilidad, sensibilidad en promedio, resulta que que hay una relación
entre estas propiedades. De hecho, si (X,T ) un G-sistema dinámico topológico y µ una media
ergódica. Se tiene que (X,T ) es µ-sensible en promedio si y solo si tiene entroṕıa topológica de
secuencia positiva (Teorema 6.8). El objetivo de este proyecto es estudiar que tan fuerte es esta
relación utilizando la forma local de estas definiciones, es decir, las parejas de µ-sensibilidad
en promedio y las parejas µ entroṕıa de secuencia. En otras palabras, nos preguntamos si las
parejas de µ sensibilidad en promedio y las parejas de µ-entroṕıa de secuencia coinciden.

Para el desarrollo de este proyecto se plantea revisar y entender los detalles de la demostra-
ción del resultado en su versión global. Para la versión local de este resultado se plantea usar
teoŕıa de independencia (ver Caṕıtulo 4).
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[4] F. Garćıa-Ramos. Weak forms of topological and measure-theoretical equicontinuity: Re-
lationships with discrete spectrum and sequence entropy. Ergodic Theory and Dynamical
Systems, 37(4):1211–1237, 2017.
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