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Resumen

Durante nuestro trabajo, calculamos las dimensiones fractales de tridngulos de Sierpinski
generalizados. En particular, nos concentramos en estudiar la dimensién de Hausdorff y la

dimensién por cajas de dichos conjuntos.

Para definir los tridngulos de Sierpinski generalizados, usaremos contracciones de R2.
En particular, analizamos que sucede cuando las imagenes de las funciones se traslapan.
Nuestra investigacién se centra en estudiar un sistema iterado de funciones donde el factor
de contraccion es un nimero multinacci. Dado que estos pardametros no cubren al intervalo

(0,1), existen algunas preguntas abiertas para realizar una investigacion posterior.
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Abstract

In this work we study the calculation of fractal dimension in the generalized Sierpinski

triangle. The fractal dimensions we use are the Hausdorff dimension and the box dimension.

To define generalized Sierpinski triangles, we define functions by contraction with parame-
ter in the interval (0,1). We analyze what happens when the images of the functions overlap,
in these cases we define parameters called multinacci numbers. However, these numbers do

not cover the whole space (interval (0,1)) leaving a study space.
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Introduccion

En matematicas en ocasiones queremos relacionar un “objeto” con un nimero que indique
su “tamano”. Pero para esto debemos tener cuidado en como queremos relacionar dicho
numero con su “tamano”, si imaginamos una bola de radio 1 este tiene un volumen finito
pero area y longitud infinitas. Asi, necesitamos conceptos un poco més avanzados, como lo
es la dimension. Por ejemplo, un punto tiene dimensién 0, las curvas tiene dimension 1, las
superficies dimension 2 y los solidos tienen dimensiéon 3. Incluso usando la dimensién puede
resultar dificil por lo que usamos distintos métodos de dimensién dependiendo el objeto
(que conoceremos como conjuntos). Las dimensiones mas conocidas y que nos ayudarén son:

dimensién Topolégica, dimension de Hausdorff y dimensién por cajas.

Las dimensiones de Hausdorff y por cajas nos ayudan a calcular la dimensién de con-
juntos que son auto-similares. Los conjuntos auto-similares, son conjuntos que tienen copias

idénticas en si mismas

Durante nuestro trabajo, estudiaremos la familia de tridngulos de Sierpiriski generalizados
introducida por Broomhead, Montaldi y Sidorov en [1]. Quizé el Tridngulo de Sierpiriski usual
es uno de los conjuntos fractales mas conocidos, el cual se genera utilizando un sistema iterado

de funciones definido en R? utilizando tres contracciones con factor de contraccién igual a
1

5

En general, un sistema iterado de funciones consiste en una familia finita, o bien nume-
rable, de funciones f; definidas del espacio euclidiano R™ en si mismo [7, pag 83],[3, pag 123].
Durante nuestro trabajo, consideraremos sélamente sistemas iterados de funciones dados por
contracciones. Es decir, transformaciones tales que la distancia entre la imagen de dos puntos
siempre es menor o igual que un factor A (al cual llamaremos factor de contraccién) por la
distancia original entre dos puntos [2, pag 54].

Es un resultado conocido (ver [3, Teorema 9.3, pag. 130]) que, dado un sistema iterado
de funciones {f;};_, finito o numerable (i.e. n € N U {oo}) donde todas las funciones son
contracciones, existe un unico conjunto compacto A, invariante bajo la dindamica de este

sistema iterado de funciones; es decir,

A= U fi(A) = F(A).



2 INTRODUCCION

Al conjunto A lo llamamos el atractor del sistema iterado de funciones {f;}.

Consideremos el triangulo equilatero con vértices

1 V3
29

po=(0,0), p1=(10) y sz(

al cual denotamos por A. Ademas, consideraremos el sistema iterado de funciones fy, f1, fo
donde:

fo(x)=2Ax+ (1= Apo, fi(x)=Ax+(1—=Np1, v [fo(x) = x+ (1= A)pa,

con A € (0,1). Notemos que f; es una contraccién para toda i € {0,1,2}. Con este sistema
iterado de funciones generaremos Triangulos de Sierpinski diferentes al usual, es decir el caso
A= % El sistema iterado de funciones para dichos tridngulos esta dado por las funciones
fo, fi, v fo con factor de contracciéon A. A los conjuntos atractores generados por este sistema

iterado de funciones los llamaremos triangulos de Sierpiniski generalizados.

Por otro lado, no es dificil mostrar que

00 2
A= (1A, donde A,:=[]/fi(A1)
n=0 =0

Ap := A es el triangulo equilatero con vértices pg, p1 v po.

En muchos casos, decimos que el atractor de un sistema iterado de funciones A es un
congunto fractal. En general, no existe una definicién general de que significa que un conjunto

sea un fractal.

Durante nuestro trabajo llamaremos a un conjunto A un fractal si:

= Si A satisface que su dimensién de Hausdorff supera estrictamente a su dimension
topologica, o bien;

= A tiene dimension de Hausdorff no entera.

Las nociones de dimension topoldgica y dimension de Hausdorff las explicaremos en el
Capitulo 2.

Dos ejemplos de conjuntos fractales muy conocidos que satisfacen la definicién que utili-
zaremos son el tridangulo de Sierpinski usual en R? y el conjunto de Cantor Ternario definido
en R. Ambos conjuntos son construidos con sistemas iterados de funciones donde todas
las funciones son contracciones (ver Ejemplo 1.3.2). Hablaremos de este par de ejemplos

frecuentemente,

Un problema relevante en geometria fractal es determinar la dimensién de Hausdorff

de un conjunto. No es complicado demostrar que la dimensién de Hausdorff del intervalo
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unitario es 1 y la dimensién de Hausdorff de una bola cerrada en R" es n [3, pag 95]. Por
otro lado, calcular la dimensién de Hausdorff de un subconjunto compacto arbitrario de R™
es, en general, un problema complicado. De hecho, este problema es aun complicado para
conjuntos atractores generados por sistemas iterados de funciones. No obstante, si un sistema
iterado de funciones {f;} satisface la condicion del conjunto abierto y todas las funciones
son contracciones, es sencillo calcular su dimensién como veremos en el Capitulo 2.4. La
condicion del conjunto abierto (ver Definicién 2.4.4 ) intuitivamente nos garantiza que en el
conjunto atractor no existen traslapes significativos entre las imagenes de cada una de las
funciones del sistema iterado de funciones. Por ejemplo, en el triangulo de Sierpinski usual,
las intersecciones entre las imagenes de A bajo f; es una cantidad finita de puntos como
se observa en la Figura 1.2 para i € {0,1,2}. Al iterar el sistema, observamos que dichas
intersecciones son solamente una cantidad numerable de puntos.

Por otro lado, cuando un sistema iterado de funciones no satisface la condicion del con-
junto abierto calcular la dimensiéon de Hausdorff del conjunto atractor no es un problema
sencillo.

El objetivo de este trabajo es calcular de manera explicita la dimension de Hausdorft de

ciertos Tridngulos de Sierpinski generalizados cuando las contracciones f; tienen el mismo
12
273
se cumple. En particular, calcularemos la dimension de Hausdorff de A cuando el factor de

factor de contraccion A € (3, ). Es en estos casos, que la condicién del conjunto abierto no

contraccion es un numero de multinacci. Decimos que w,, es numero de multinacci si w,, s
la raiz positiva mas pequena del polinomio

" =1

donde m > 2. En el caso m = 2, wy es la razon durea.

Notemos que cuando A > % empiezan a haber traslapes significativos en el atractor A, es
decir,
filA) N fi(A) #0
para cada i # j. De hecho, si A > 1, f;(A) N f;(A) tiene interior no vacio para toda i # j.
Por ejemplo, sean A = 0.54 y funciones f; : R? con i = 0, 1,2 definidas como

Jo(x) =Ax + (L= Npo,  fi(x) = Ax+ (1= AN)p1,  fo(x) = Ax 4 (1 = A)ps,
se cumple que:

[i(O)N f;(0) # 0 para toda @ # j.

donde O es el interior de A. Més atin, estas intersecciénes forman tres tridngulos (ver Figura
2.9). En general, los casos en donde el sistema iterado de funciones no se cumple la condicién
del conjunto abierto es en A € (3, 1).

Demostraremos en la Proposicién 2.4.17 que cuando A\, =~ 0.6478 donde A, es la raiz

positiva mas pequeiia del polinomio 2 — 22 + = = %, el tridangulo de Sierpinski generalizado
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correspondiente al factor de contraccién A, tiene interior no vacio (ver (2.4.16)). De hecho,

esto es valido para toda A > A,.

Una de las herramientas que utilizaremos en nuestra investigacion es la nocion de codifi-
cacion. En la familia de triangulos de Sierpinski, una codificacion o palabra es una sucesioén
infinita o finita de digitos del conjunto {0, 1,2} que nos indica el orden en que se aplican
las funciones f; en los puntos de Ag. Por ejemplo, la palabra 01 nos indica que primero
aplicaremos la funcién f; y luego fy a un punto x € Ay, es decir fo; = foo fi. En el caso del
Triangulo de Sierpinski usual, cada punto x € A tiene una tnica codificacién, salvo en los
puntos donde su imagen bajo las funciones f; son iguales, el cual es un conjunto numerable.
Algunos de estos casos son:

fo(p2) = fa(po),  fa(p1) = fi(p2),  fo(p1) = fi(po)

en la primera iteracion;

fo(fo(pQ)) = fo(fQ(po))

en la segunda, etc. Notemos que en el caso anterior volvimos aplicar fj, entonces la palabra
seria 00 o 02. Denotaremos como U a el conjunto de unicidad; es decir, el conjunto que
contiene a todos los x € A que tienen codificacion unica.

Como mencionamos anteriormente, la condicién de conjunto abierto no se cumple en los
sistemas iterados de funciones con factor de contraccion \ > % Construiremos un sistema
iterado de funciones, en este caso, numerable que el sistema iterado de funciones satisface la
condiciéon del conjunto abierto. Para construir dicho sistema, utilizaremos la geometria
de los tridngulos de Sierpinski parametrizados por nimeros de multinancci w,, con n > 2
(véase Capitulo 3). En cada uno de estos casos generaremos dos conjuntos; el conjunto de
unicidad U y definiremos un conjunto A, , donde A, es el atractor del sistema iterado de
funciones infinito que construiremos. Por otro lado, usaremos el conjunto U’ el cual es el limite
de la sucesién de uniones de figuras geométricas obtenidas usando la geometria del triangulo
de Sierpinski. Sabiendo que la dimension de Hausdorff de dos conjuntos en R” es el méximo
de la dimensién de Hausdorff de estos dos conjuntos y aplicando el resultado obtenido en la
Proposicién 2.3.1 concluimremos que se puede calcular la dimensién de Hausdorff en estos

Casos.

La organizacién de este trabajo es de la siguiente manera: En el Capitulo 1 definimos un
concepto el cual es de importancia para el desarrollo del trabajo; la medida de Hausdorff. Ya
que es necesaria para mas adelante desarrollar la dimension de Hausdorff. También definimos
formalmente el concepto de Sistema iterado de funciones. Ademas, definiremos el valor de
similitud de un sistema iterado de funciones en (1.11) y lo calcularemos de manera explicita
para el conjunto de Cantor y el Tridngulo de Sierpiriski usual. Un resultado de importancia
es el Teorema 1.3.10, donde mostraremos la existencia y unicidad del conjunto atractor de

un sistema iterado de funciones.
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En el Capitulo 2, introduciremos brevemente la dimension de Hausdorff y la dimension
Topoldgica para la familia del Tridngulo de Sierpinski generalizado pardmetrizado por A €
(1 2

3+ 3)- Dos resultados de importancia son acerca de la dimensién de Hausdorff y la dimensién

por cajas en las Proposiciones 2.2.8 y 2.3.1. En estas proposicién demostramos que

k
dimy (AU B) = max {dimy(A), dimy(B)} y dimp (U Zi> = méx{dimpZ|i = 1,..., k}

i=1

donde dimy representa la dimensién de Hausdorff y dimp representa la dimensién de cajas
superior. Estos resultados nos ayudaran en el Capitulo 3 para demostrar el Teorema 3.0.4
que nos auxiliara a calcular la dimensién de Hausdorff de los tridngulos de Sierpinski gene-
ralizados donde su factor de contraccién es un nimero de multinacci. Al final del Capitulo
2 mostraremos una tabla que compara la dimensién topolégica, Hausdorff y por cajas, de

diferentes conjuntos.

En la Seccion 2.4 del Capitulo 2 , definimos la familia de Triangulos de Sierpinski genera-
lizados utilizando un sistema iterado de funciones que depende de un factor de contraccién
A € (0,1). Ademés, definiremos la condicién del conjunto abierto y daremos algunos ejem-
plos de sistemas iterados de funciones donde se satisface la condicién del conjunto abierto,
asi como algunos ejemplos donde no se satisface. Ademas, un resultado fundamental pa-
ra el desarrollo del trabajo es el Teorema 2.4.5 El Teorema 2.4.5 compara la dimension de
Hausdorff y el valor de autosimilitud, y nos da la intuicién de que el problema es complicado.

En el Capitulo 3 demostraremos el Teorema 3.0.9 que es el principal de la tesis, cuyo

enunciado es el siguiente: El conjunto de unicidad, U, , es un conjunto auto-similar con la

m )

dimension de Hausdorff.

1
dimp (U, ) = 29m

Wm

donde o, es la raiz entera positiva mds pequena de 2t — 3t + 1.

Para calcular la dimension de Hausdorff de un triangulo de Sierpinski generalizado para-
metrizado por un nimero de multinacci w,, mostraremos el Teorema 3.0.8. En este resultado,
construimos un conjunto de codificaciones tnicas en un triangulo de Sierpinski generaliza-
do utilizando un sistema iterado de funciones infinito. Usando el Teorema 3.0.4 y la teoria
desarrollada por Mauldin y Urbariski en [5] vamos a mostrar nuestro resultado principal.

Concluimos este trabajo mostrando algunas tablas y graficas que nos permiten observar
los parametros A y w,, donde se conoce la dimensiéon de Hausdorff del triangulo de Sierpinski
asociado. Ademsds, en dichas gréaficas observamos el comportamiento de la dimensién de
Hausdorff respecto a los valores de A, aunque este realmente no se conoce en casos mas
generales. Las imdagenes que ilustra la tesis se crearon usando programas en Geogebra y

Octave.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo explicaremos algunos conceptos basicos de Topologia, Teoria de la medida
y definiremos la nocién de Sistema Iterado de Funciones. Estos son los conceptos necesarios
para desarrollar este trabajo.

1.1. Topologia

Desarrollaremos nuestro trabajo en espacios métricos, a los cuales denotaremos por
(X,d). En particular, trabajaremos en el espacio Euclidiano R?. Recordemos que un es-
pacio métrico es un par (X, d) donde X es un conjuntoy d: X x X — [0,00) es una funcién
que cumple las siguientes propiedades:

1. d(z,y) > 0 para cualesquiera z,y € X y d(x,y) = 0 si y sélo si x = y;
2. d(z,y) = d(y, x) para cualesquiera x,y € X;
3. d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2), para cualquiera x,y,z € X.

A la funcién d la llamamos una métrica o una distancia para X.

Sea X un espacio métrico y A C X. Definimos la cerradura de A como
cl(A) = {x € X : para todo V(z) N A # (0}

donde V(z) es una vecindad de z. Notemos que A C cl(A), para todo A C X. Recordemos
que dado un espacio métrico X y A C X, si A es cerrado entonces cl(A) = A [4, pag. 61].
Por otro lado, definimos el didmetro de A denotado por didm(A), como

diam(A) = sup{d(x,y) : x,y € A};
y la distancia de x € X al conjunto A como

d(xz,A) = inf{d(z,a) : a € A}.
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Una sucesion de elementos de X es una funcién

r:N—= X;

Habitualmente, una sucesién se representa como {z,}> ;, donde z,, = x(n).

Sea {x,}>2 ; una sucesién de elementos de un espacio métrico X. Entonces, decimos que:

= 1, converge a x en X, denotado como x,, —— x, si para cada ¢ > 0 existe M € N tal
n—oo

que para todo n > M, se cumple que d(z,,z) < € .

» Decimos que una sucesién {z,}5°, de elementos de X es una sucesion de Cauchy si
para cada € > 0, existe M € N tal que d(z,, z,,) < &, para todo n,m > M.

Un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesién de Cauchy {z,}5°, de elementos
de X es convergente en X. En particular, R? es un espacio métrico completo con la métrica

usual. Una subsucesion de {x,}52 | es una sucesién que esta contenida en la sucesion {z, }>° .

Una coleccién A = {U, }aer de subconjuntos de un espacio X es una cubierta abierta de
X, si
X c U,

acl
y U, es un subconjunto abierto para toda o € I. Si B C A es también una cubierta abierta
de X, llamaremos a B una subcubierta de A.
Recordemos que un espacio métrico (X, d) es compacto si para cualquier cubierta abierta
A de X existe una subcubierta finita de subconjuntos, es decir, existen Uy, ... U, € A tales
n
que X = (JU;. Dado § > 0, si para toda «a € I, diagm(U,) < §, decimos que A es una
i=1
0-cubierta abierta de X.
Sean (X,d) y (Y,d') dos espacios métricos. Sea g € X y una funcién f : X — Y.
Decimos que f es continua en el punto xq si para cada ¢ > 0 existe un § > 0 tal que si

d(x,x9) < ¢ entonces d(f(x), f(xo)) < €. Decimos que f es continua en X si es f continua
para todo z € X.

Durante nuestro trabajo, utilizaremos algunas funciones continuas particulares. Decimos

que una funcién f : R? — R? es:

» una contraccion, si existe r € (0,1) tal que para todo x,y € R?, se cumple:
d(f(z), f(y)) <7 -d(z,y);

» una similitud, si existe r > 0 tal que d(f(z), f(y)) =r-d(x,y);
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» una dilatacion, si f(x) =r-x+ (1 —7)-a con a € R para algin r > 0. Al punto a lo
llamamos el centro de dilatacién de f, y a r lo llamamos radio de f.

Observemos que tanto las contracciones como las dilataciones son similitudes.

Ejemplo 1.1.1. Consideremos las funciones f;, fo : R — R dadas por

1 1 2
filr)=c2 vy folz) =0+ 5.
3 3

Sean x,y € R. Observemos que

(o). fi) = (o 30) = o)

dfalo), o) = (34 g3 ) = galann)

Entonces f; y fo son similitudes. Ademas, f; vy fy son dilataciones, dado que si r = %
entonces:

) =f1 = Lot (1 — 1) -0

3 3
Fo == e (12 1)

Recordemos que dado un conjunto X, el conjunto potencia de X esta definido como
P(X)={A:AC X}.
Dado un subconjunto A de X y € > 0, definimos la nube con radio € y centro en A como

N.(A)=N(e,A) ={zr € X :d(z,A) < e}.

Consideraremos las siguientes clases de subconjuntos de un espacio métrico (X, d). Defi-
nimos:

Cl(X)={A € P(X): A es cerrado};
2X¥ ={A e P(X): Aes compactoy A # 0}

A un subconjunto de P(X) con alguna propiedad topoldgica dada lo llamaremos un

hiperespacio de X . En particular, los subconjuntos 2% y CI(X) son hiperespacios.

Consideremos Hy : 2% x 2% — [0, 00) dada por
Hy(A,B) = fnf{e >0: AC N(e,B) y BC N(c, A)}. (1.1)

Proposicién 1.1.2. La funcién H; es una métrica para 2.
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Demostracion. Por la definicién de Hy se cumple Hy(A, B) > 0. Ademés, claramente
Hy(A,B) = Hy(B,A) y Hy(A, A) = 0. Supongamos que Hy(A, B) = 0. Entonces,

A C N(e,B),

para todo € > 0.
Sea p € A. Entonces, existe una sucesién b, € X convergente a p tal que d(p,b,) < %
Dado que B es compacto (los conjuntos compactos son cerrados) , podemos afirmar que

p € B. Por lo tanto A C B. De manera andloga se muestra que B C A. Por lo tanto A = B.

Mostraremos que
Hy(A,C) < Hy(A, B) + Hy(B, C)

para todo A, B,C € 2%. Sean A, B,C € 2%¥ y ¢ > 0. Si a € A, entonces, existe b € B tal que
d(a,t) < Ha(A, B) + 3.
Ademas, existe ¢ € C tal que

d(b, ) < Hy(B,C) + g

De esta manera, a esta contenido en la ¢’ vecindad de C, donde
e’ = Hy(A,B) + Hq(B,C) + .
De manera similar se muestra que C' esta contenido en la ¢’-vecindad de A. Por lo tanto,
H.(A,C) < Hy(A,B) + Hy(B,C) + ¢,
lo cual se cumple para todo £ > 0. Asi,
H (A, C) < Hy(A,B) + Hq(B, (),
y podemos concluir que H,; es una métrica. O

A la funcién Hy la llamamos la métrica de Hausdorff en 2.

Sea X un espacio métrico. Decimos que un subconjunto A de X es una e-red para X si
dado ¢ > 0, para cada = € X existe a € A tal que d(z,a) < €. Si para cada £ > 0 existe
una e-red finita B contenida en X decimos que X es un conjunto totalmente acotado. Por
otro lado, decimos que un espacio métrico X es compacto por sucesiones, si toda sucesion
{z,}52, C X tiene una subsucesion convergente en X. Recordemos que un punto z € X
es un punto de acumulacion de un conjunto A C X si cualquier vecindad V(x) de x, V()
intersecta a A en algin punto distinto de z, es decir, (V(z) \ {z}) N A # 0. Un conjunto A
es numerablemente compacto si cualquier F' C A finito tiene un punto de acumulacién. Si A

es numerablemente compacto entonces es compacto.

Mostraremos que dado un espacio métrico completo (X, d) entonces (2%, Hy) es un es-
pacio métrico completo. Para ello necesitamos el siguiente resultado cuya demostracion se

encuentra en [2, pig.59]
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Lema 1.1.3. Sea X un espacio métrico. St X es compacto por sucesiones entonces para

toda € > 0 existe una e—red finita.

Proposicién 1.1.4. Si (X, d) es un espacio métrico completo entonces (2, Hy) es un es-

pacio métrico completo.

Demostracion. Sea {A,}5°, una sucesién de Cauchy en 2%. Definimos

A ={zr e X :existe {z,};2, tal que z, € A, paratodon € Ny z, — z} (1.2)
—00

n

Mostraremos que:

1. A, — Ay
n—oo

2. A€ 2% es decir, A es es un subconjunto compacto y no vacio de X.

Primero mostraremos 1. Sea ¢ > 0. Dado que {A4,}22, es una sucesién de Cauchy, existe
N € N tal que paran,m > N, Hy(A,, A,) < 3" Fijemos n > N. Si z € A entonces existe

una sucesion {z,}22, tal que x, € A, para todo n € Ny z, —— z. Luego, existe K € N
n—oo

tal que k > Ky d(xy, z) < 5. Observemos que si k > N, entonces Hy(Ax, An) < g, es decir,
existe y € A, tal que
d(zp, i) < d(y,zx) + d(zg, x) < €.

Por lo tanto A C N(e, A).

Ahora mostraremos que A, C N(e, A) para toda n > N. Fijemos n > N como hicimos
anteriormente. Sean y € A, vy k € N tales que ky =ny Hy(Ag, Ap) < ;—J para todo m > k;.
Definimos una sucesion {y;}72,, con y, € Ag como sigue: para k < n, yp € Ay cualquier
punto. Sea y, = y. Ahora procedemos de manera inductiva. Si yi, € Ay, ha sido definido
y kj < k < kjj1 consideramos y;, € Ay tal que d(yr,;,yr) < 5. Observemos que {yx}32, es
una sucecién de Cauchy. Como (X, d) es un espacio métrico completo existe x € X tal que
yr — x esto implica que x € Ay d(y,z) = khjgo d(y,yk) < e. Asi A, C N(g, A). Por lo tanto
A, — A.

Ahora mostraremos 2. Tomando cualquier ¢ > 0, digamos ¢ = 1 notemos que A # 0.
Probemos que A es cerrado, es decir, A = CI(A). Sabemos que A C CI(A). Sea z € CI(A).
Para probar que Cl(A) = A debemos construir una sucecién {z,}>2, tal que z, € A, para
todo n € N, y que z, —— =z, es decir, x satisface (1.2). Entonces, {y,}>°, C A tal que

n—o0

d(yn, ) < 2% Ahora, para cada n € N existe z, € A,, tal que

1
d(Zn, yn) < Hd(An,A) -+ 2_n

De aqui se obtiene que,

1 1
d(zn, ) < d(2n,Yn) + d(Yn, 7) < Ha(An, A) + on + on
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Entonces d(z,,x) — 0, es decir z, — z. Por lo tanto z € A.

Finalmente, mostraremos que A es compacto en 2%. Afirmamos que para todo ¢ > 0
existe una e-red finita en A usando el Lema 1.1.3 esto implica que A es compacto en 2%.
Sea ¢ > 0. Sabemos que A, —— A. Tomemos n € N tal que:

n—oo

Hqy(A,, A) < <. (1.3)

Wl ™

Dado que A, € 2%, A, es compacto por sucesiones. Entonces existe {y;---9,} una e-red
finita en A,. Para cada y; € {y1---y,} existe x; € A tal que d(x;,1;) < 5. Sea x € A. Por
(1.3) existe z € A, tal que d(x,z) < 5y d(z,y) < 3. Luego,

Por tanto {z ---x,} es una e-red finita en A.

Sea F' C Ainfinito, y B = {by, - , b} una %—red finita en A. Entonces dada b; € B existe
una infinidad de z € F tales que d(z,b;) < 1. Sea Fy = {z € F: d(z,b;) < 3)}. Notemos que
diém(F;) = 1. Dado que para todo z,y € Fy, d(z,y) < d(z,b;)+d(b;, y) < 3+3 = 1. Podemos
construir Fy C F} tal que F» es infinito y didm(F,) < % Entonces, podemos construir una
sucesion {F;}2, tal que Fiyy C F; C -+ C Fy C Fy diam(Fy) = 5. Tomemos {z;}:2; tal
que z; € F; para toda i € N. Fijemos j € Ny sea k > j. Entonces, d(z;, z)) < 2% Por lo
tanto, {z;}52, es una sucesién de Cauchy. Sea ¢ > 0. Entonces existe j tal que 2% < €. Sean
m,n > j, notemos que para toda m,n > j, se cumple d(z,,x,,) < 2% <e.

Por lo tanto existe x tal que x, — Ademas, x € A dado que A es cerrado. Entonces

F tiene un punto de acumulacién en A. Por lo tanto, A es numerablemente compacto y por

ende A es compacto. Asi, 2% es completo. O

Dado un conjunto X y .« una familia de subconjuntos de X. Decimos que una familia
de subconjuntos & refina a &7 si para todo B € Z existe un subconjunto A € o tal que
B C A. Decimos que un subconjunto A de X es abierto-cerrado si A es abierto y cerrado
simultaneamente.

1.2. Teoria de la medida

Necesitamos algunos conceptos basicos de Teoria de la Medida para definir la nociéon de
dimension de Hausdorff que es fundamental en nuestro estudio. Una idea intuitiva de medida
es una manera de atribuir un volumen a los conjuntos, de modo que si un conjunto A se
descompone en un numero finito o numerable de piezas de una manera razonable, entonces
el volumen de A es la suma de los volimenes de las piezas. Una manera de entender a una
medida en el espacio R es usando la longitud usual de un intervalo [a, b]. En R? y R" podemos

considerar el drea y el volumen n-dimensional respectivamente.
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Recordemos que una medida exterior para un conjunto X es una funcién p: P(X) — R
tal que:

» p(F) >0 para todo E C X,

» Sean F, F' C X entonces p(E) < p(F),

[e o]

» Si {E,} es una sucesién de elementos de X. Entonces, p(|J E,) < > p(E,).
=1 n=1

Si p(X) < oo decimos que p es una medida ezterior finita.

Recordemos que una clase no vacia de S C P(X), es una o—dlgebra si:
1.heSyXels,

2. si A€ Sentonces X \ A €S,

oo
3. si {A,}2° es una sucesion en S entonces |J A; € S.
i=1

Sea B una coleccién de subconjuntos de X y sea A la interseccién de todas las o —algebras
en X tales que B C S que contiene a B. Entonces A es una o—algebra, la cual llamaremos la
o—dlgebra generada por B,y denotado por A(B). De esta forma, si S es cualquier o—algebra
en X que contiene a B, entonces A(B).

Dado un espacio métrico (X, d) definimos la o—dlgebra de Borel de X denotada por B
como la o—éalgebra generada por la coleccién de conjuntos (intervalos) abiertos. En otras
palabras,

B = A(r), donde 7 = {V C X : V es abierto.}

En particular, la c—dlgebra de Borel en R, denotada por B(R), es la 0 —algebra mas pequena
que contiene a todos los conjuntos abiertos de R. De hecho, B(R) esta generada por la clase
de intervalos abiertos.

Recordemos que un espacio medible es una pareja (X,S) donde X # () y S es una
o—algebra de subconjuntos de X.

Sea (X, S) un espacio medible. Una medida en (X, S) es una funcién u : S — [0, 00) con
las siguientes propiedades:

2. si A C B entonces u(A) < u(B),
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3. 1 es o—aditiva, es decir, si {A;}2, C S es una sucesién tal que sus elementos son

disjuntos entre si , A; N A; = () para toda i # j de S, entonces se cumple que

H (U Ai) = ZM(AZ)

Llamamos a la terna (X, S, ) un espacio de medida, y a los conjuntos en S los llamamos

conjuntos medibles. Asi definimos lo siguiente:

» sip(X) < oo, decimos que la medida es finita.

» si u(X) =1, el espacio de medida (X, S, i) lo llamamos espacio de probabilidad. Nos
referiremos a la medida p como una medida de probabilidad en X.

= si el conjunto X se puede descomponer como la unién numerable de subconjuntos de
medida finita, decimos que la medida es o— finita.

Veamos algunos ejemplos de medidas.
Ejemplo 1.2.1.
1. Consideremos un conjunto X. Sea (X, S) donde S = P(X),y p: S — [0,00) dada por

§(A) = { #A si A esfinito; (1.4)

oo  si Ano es finito.

La funcién p es una medida llamada la medida de conteo en X.

2. Sean (X,S) un espacio medible cualquiera y xy € X fijo. Definimos p : S — [0, 1]

1 sixg € A;
A) = ’
#A) {O si xg € A.

it es una medida finita conocida como la medida unitaria concentrada en x.

CO1mo:

3. Sea X =R y S = B(R) entonces existe una tinica medida A\ o—finita definida sobre la
o—algebra que contiene a S'y que asigna a cada intervalo su longitud. Por ejemplo en
R, tomando (a,b) € R, A = b — a.

4. Sean Iy, I, ..., I,, n intervalos. Considerando el producto cartesiano de n intervalos,
esto es de la forma

L x Iy x - x I, ={(x1,29,...,2,) E R" 1, € [;,j =1,...,n},

Llamaremos a este tipo de conjuntos rectangulos y la coleccién de todos los rectangulos

que son acotados se denotaran por R. La medida de estos rectangulos esta dada por
N x Iy x - x L) = M) x ML) ... M1,,).

A esta medida se le conoce como medida de Lebesque en R™.
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Observando la definicién de medida exterior podemos notar que las primeras dos pro-
piedades son exactamente las requeridas para medida. Sin embargo, la tercera propiedad de
medida, es decir, la aditividad es remplazada por subaditividad de conjuntos numerables.
Con esta diferencia se puede decir que la medida exterior es mas débil que la medida.

La siguiente clase de medidas nos sera 1util en el Capitulo 2.4. Una distribucion de masa
p en X es una medida exterior definida en X con 0 < pu(X) < oo.

1.2.1. Medida de Hausdorff

Recordemos que el objetivo de definir medida en la secciéon anterior es para poder asignar
un tamano a conjuntos.

Carathéodory introdujo, partiendo de construcciones anteriores de Borel y Lebesgue,
las mas generales “medidas exteriores de Carathéodory”. En particular, definié la medida
“lI-dimensional” o “lineal” en el espacio euclideano-dimensional, indicando que medidas s-
dimensionales podian ser definidas de forma parecida para otros enteros s. Hausdorff senalo

que la definicién de Carathéodory también era valida para s no entero.

Sea F' C R™ un conjunto compacto. Recordemos que A = {U,}.cs €s una J-cubierta
abierta de F' si diam(U,) < 0 para toda « € I. Consideremos una d-cubierta de f numerable.
Sean s > 0 y 0 > 0. Definimos

Hi(F) = inf {Z diam(U;)* - {U;}32, es una J-cubierta de F} (1.5)
i=1

Observando que todas las cubiertas de F' son conjuntos de diametro como maximo d y
buscando minimizar la suma de las s—énesimas potencias de diadm(U;) en la expresién (1.5).
Entonces, a medida que 0 disminuye la cantidad de cubiertas permitidas para F' en (1.5) es
también disminuye. Por tanto, el infimo de Hj(F') aumenta y se acerca a un limite cuando
d — 0, podemos observar que si 6 — 0, las cubiertas permitidas de F en (1.5) se reduce. Por
lo tanto, el infimo de Hj aumenta, y asi se aproxima a un limite cuando 6 — 0.

Escribimos

H(F) = lim H3(F). (1.6)

El limite dado en (1.6) existe para cualquier subconjunto compacto F' de R"™. Al valor
H*(F) lo lamamos la medida s-dimensional de Hausdorff de F.

Proposicién 1.2.2. Sea X = R™. Entonces H® : 2% — [0,00) es una medida exterior para
toda s > 0.

Demostracién. Fijemos s > 0. Es claro que H*(()) = 0, ya que el () es una cubierta de si

mismo con 0 elementos, entonces Y didm(U;)* = 0, por lo que H;(?) = 0 y cuando § — 0

H5(0) = 0 -
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Consideremos a F, F' C R" dos subconjuntos compactos tales que £ C F. Mostremos

que

e (E) < H*(F).

Sean 0 > 0y {U;}°, una d-cubierta de F. Puesto que; E C F entonces {U;}°, también
es una o-cubierta de E. Observemos que esto se cumple para toda ¢ > 0 y toda d—cubierta
numerable.

Sea {V;}22, una d—cubierta numerable de E. Entonces,

{Z diam(U;)* - F C | Ui} C {Z diam(V;)*: E | m} (1.7)
i=1 i=1 i=1 i=1
Dado que E C F'y ambos son acotados, al calcular el infimo de (1.7) obtenemos H3(F') >

H3(E) para todo ¢ > 0.
Por tltimo, mostraremos que dada una sucesién de subconjuntos { E;}22, C 2%, se cumple

H; (G E) < i H;(E
i=1 i=1

Sea {V;;}52, d-cubierta de E; con i € N. Notemos que,

{{Ui}iEN:UEicUUi} {U{vm} UE C U v”}

2,7=1

que

Por lo que tenemos

Ahora, para todo E; y Ej, distintos existen dos 0 cubiertas numerables {V; ; }jen, { Vi, }ien,
respectivamente, tales que {V;;}jen N {Vi;}jen # 0. Sea Vi € {V;;}jen N {Vi;}jen. Note-
mos que {V;J}]GN \ {Vi.} puede dejar de ser ¢ cubierta numerable de E; pero E; U Ej, C

(UJ 1,j#1 ) (UJ 1 Vi J) Por lo tanto,

Z (diam(V;;)* + diam (Vi ;)%) Z (diagm(V;;)® + diam (Vi ;)°)] — diam(V;;)*.  (1.8)
Jj=1 j=1

De (1.8) tenemos que

" (GE

=1

s.
IN

Cuando 6 — 0, se tiene que H* <U El> < H*(E;). Por lo tanto, H* es medida exterior.
i=1
[
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La medida de Hausdorff generaliza la idea familiar de tamano, area y volumen en R™.
Observemos que, s = 0, es la medida de conteo. Cuando tomamos s = 1 es la longitud,y
para s = n es proporcional a la medida de Lebesgue n-dimensional salvo por un multiplo
constante [3, pag.28].

1.3. Sistemas Iterados de funciones

Los sistemas iterados de funciones son una de las formas mas conocidas para generar
fractales en espacios Euclidianos. Para poder definir un sistema iterado de funciones usaremos
contracciones en espacios métricos completos. A lo largo de esta seccién veremos ejemplos
que presentan un patron en cada iteracion. Este patron es conocido como autosimilitud o

autosemajanza.

Definicién 1.3.1. A una familia finita o numerable de funciones {f;}, ( {fi};,), donde

fi : R" = R" lo llamamos un sistema iterado de funciones en R™.

Durante nuestro trabajo nos referiremos a los sistemas iterados de funciones como SIF.

En el ejemplo (1.1.1) mostramos algunas contracciones, similitudes y dilataciones. Usa-
remos estas funciones para ejemplificar algunos sistemas iterados de funciones

Ejemplo 1.3.2.

1. Sean f; : [0,1] — [0,1] con i = 0,1, donde

(1.9)

P =5y Ao =542

2. Consideremos los vértices:

Po = (070)7 P1 = (170) Y P2 =

1 V3

2’ 7) y fi : R? — R? para i = 0, 1,2 dadas por:

1 1 1 1 1 1{1 3
Jo(z) = 57 + 5(070)7 fi(z) = 57 + 5(]—a0) y fo(z) = 57 + 5 <§, 7) , (110
3. Sean f; : R™ — R™ donde i = 0,1,...,n, A € (0,1) y p; € R? son n puntos distintos.
El SIF es:
fi(x) = x — (1 — N)p;,

Como el objetivo de este trabajo es calcular la dimensién de conjuntos fractales, y los
métodos de geometria y calculo clasico no son adecuados para estudiar fractales, necesitamos
técnicas alternativas. La principal herramienta de la geometria fractal es la dimensién en sus

multiples formas. Asi, podriamos pensar en un conjunto con m copias de si mismo escaladas
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por un factor 7 tienen una dimesién representada por el niimero . El nimero obtenido

ogr
se denomina dimension (o valor) de similitud.

A continuacién, damos una definicién formal del valor de similitud.
Definicién 1.3.3. Sea {f;}!, un SIF, donde f; es una similitud de radio A; € (0, 1).
1. A {\, A, ..., \n} lo lamamos lista de radios de { f;}.

2. Definimos el valor de similitud de {f;} como el tnico valor s > 0 tal que

n

d =1 (1.11)

i=1

Veamos el valor de similitud de los sistemas iterados de funciones que definimos en el
Ejemplo 1.3.2

Ejemplo 1.3.4. Consideremos el intervalo [0, 1] y radio % Usaremos las funciones definidas

1

en (1.9) evaluadas en los extremos del intervalo [0, 1] y consideremos los radios r1 = ry = 3.

Entonces, por la Definicion 1.11 tenemos que el valor de similitud es

log(2)
log(3)"

Hablemos un poco de la geometria de este sistema iterado de funciones; veamos las

S =

primeras 2 iteraciones del sistema:

fo0)=5-0=0 ) =5 1=

AO)=5 042 =2 A =142 2
falfo0)) = 5 -0 =0 ) =2t =1
flfil0) =55 =2 flfi() =5 1=
Alfo0) =50+ 3 =2 ) =3 s +2=1
AlhO) =5 3+2=1¢ AR =1

Con estas iteraciones, obtenemos los intervalos [0, ], [3, 3], [5
den a (5 en fig.1.1.

,5)> [5.1]. Estos correspon-

Continuando de esta manera, en la etapa j—ésima habremos obtenido 27 intervalos C}
cerrados. El conjunto limite de este proceso es el Conjunto de Cantor ternario. Notemos que
[o.¢]

C: ﬂC'J

Jj=1
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C

0 1!

C

0 1 9 1 ?
3 3

_103

O
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e00
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Figura 1.1: Conjunto de Cantor Ternario

Ejemplo 1.3.5. Para este caso usaremos las funciones definidas en 2 del Ejemplo 1.3.2 y
consideremos los radios rg = ry = ry = % Entonces, por la Definicién 1.11 tenemos que el
valor de similitud es

log(3)

log(2)’

Para ver la geometria haremos dos iteraciones de estas funciones. Notemos que los puntos p;

son los vértices de un triangulo equilatero.

folre) = £5(0,0) = 5 (0,0) = (0,0
folpr) = o(1,0) = 5+ (1,0) = (5,0
1v3) 1 (13 1 V3
fo(p2) = fo (577) -5 (5,7) = (Z’T)
1 1 1
) = 70,00 = 30,0+ 5 - (1,0) = (5.0)
filp) = H(1L0) = 5 (10) + 5(1,0) = (1,0
f1<p2) = h <%7\/7§> = % : <%a \/75) + %(1’()) = (%7 ?)
alon) = (0,00 = 5 (0,0) + 3 T ?)

fa(p1) = f2(1,0) =

1
2
fa(p2) = f2 (1 \/§> Y (1 ﬁ) +

272 ) 2

Notemos que fo(po), fi(p1), fe(p2) son puntos fijos. Mientras que al graficar los otros
seis puntos forman los vértices del tridngulo equildtero invertido (fig.1.2). Entonces, para

la segunda iteracion x = {fo(p1), fo(p2), fi(po), fi(p2), [f2(po), fo(p1)} para cada



1.3. SISTEMAS ITERADOS DE FUNCIONES 19

funcién f;(x); por ejemplo, para fo(z) debemos hacer

fo(fo(p1)),  fo(fop2)),  fo(fi(po)), folfi(p2)), fo(fa(po));, fo(fa(pr)),

de manera analoga para f;y fo. Los puntos obtenidos en esta iteraciéon nos definen tres

tridngulos equilateros (fig.1.3). Continuando indefinidamente de esta manera, en la n—ésima

[e.e]
iteracion estamos generando 3" tridngulos. El conjunto limite de este proceso es S = ) f;.
i=0

P>

£,(p,)=1(p,)

fo(P2)=F5(Po)

Po

fo(P1)=f1(Pp)

Figura 1.2: Primera Iteracion del Ejemplo 1.3.5

Con estos ejemplos concluimos que, el valor de similitud del conjunto de Cantor ternario

log(2 1
C es o8(2) y del Tridngulo de Sierpinski S es 08(3)
log(3) log(2)

conjunto limite o conjunto atractor (C'y S 1 ). Esto lo formalizaremos més adelante.

. Ademas, observamos que existe un

Proposicién 1.3.6. Sea {f;}"_, un SIF, donde f; : R™ — R" es una funcion de contraccion
de radio v para i = 1,...n. Definimos F : 28" — 28" como F(F) = |J f;(E). Entonces, F
i=1

es una contraccion.
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RACHERACH) EACHSAACH)
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fo(fo(pz)) :fo(fz(po)) fO(fl(pZ)):fO(fZ(p ) fl(fo(pz))zfl(fz(po) fl(fZ(pl))zfl(fl(pZ))

T T (fo (P )=l (f, (Pe) ACH ERACH)

Figura 1.3: Segunda Iteracién del Ejemplo 1.3.5

., n
Demostracion. Sean A, B € 2R" | entonces

d(A, B) = d(F(A), F(B))
=d

<' ﬁ-(A),UfZ-(B))

i=1
< méx d(f;(4), fi(B))
= max{r;}d(A, B)
Puesto que sucede d(F(A), F(B)) < max{r;}d(A, B) se tiene que F' es una contraccién. [

Definicién 1.3.7. Sea {f;} un SIF finito (infinito) en R”. Decimos que un subconjunto A
de R™ es un atractor para {f;} si A es compacto y

A= U fi(A). (1.12)

A la condicién (1.12) la conocemos como invarianza bajo { f;}.

Este conjunto atractor lo usaremos mas adelante, ya que le estaremos calculando la
dimension topoldgica, dimension fractal.

Lema 1.3.8. Sea (X, d) un espacio métrico completo y f : X — X una contraccion de radio
r € (0,1). Sean o € X un punto y x, = f"(xo). Entonces d(x,11,x,) < rd(xy1,z0) para
todo n € N.
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Demostracion. Vamos a proceder a demostrar el lema por inducciéon. Sea n = 1, entonces
d(w2, 1) = d(f(21), f(z0)) < rd(zy1, 20).

Supongamos que se cumple para k € N, es decir,
d(zpsr, z) < 78d(21, 20)
Mostraremos d(xy o, Tp11) < r*d(zy1, ). Entonces
d(@pr2, Tet1) = d(f(Th1), flax))

< r(r*d(zq, x0))

<" d(zy, 20)
Por lo tanto, tenemos que d(zp41,%,) < r"d(x,zo) para todo n € N. O

Recordemos que dada una funciéon f : X — X, decimos que un punto x € X es punto
fijo para f,si f(z) =2 € X.

Teorema 1.3.9 (Principio de contraccién de Banach). Sea (X, d) un espacio métrico com-

pleto y f : X — X wuna contraccion, entonces existe un unico punto fijo para f.

Demostracion. Para probar la existencia del punto fijo. Sea xq cualquier punto en X. Con-
sideremos la sucesién de sus iterados bajo f, es decir,

z1 = f(xo), x2=f(21),.0, Tpp1 = f(a) = f"H(Jfo)
Por el Lema 1.3.8 la sucesién {z,}5°, es una sucesién de Cauchy, es decir,
d(ni1,2n) = d(f (2n), f(2n-1)) < Ad(2n, Tn1)
<N (w1, Tnn) < -+ < N'd(y, 0)

como 0 < A < 1, esto implica que la serie Y > | d(xp+1,x,) converge [6]. Por lo tanto {x,}
es de Cauchy. Dado que X es completo, existe p € X tal que

Ty = P (1.13)
Por continuidad de f, se sigue entonces que

Tni1 = fzn) = f(p). (1.14)

Puesto que {x,.1} es subsucesién de {z,}, de (1.13) resulta que x,+; — p. Por (1.14), se
tiene p = f(p).
Veamos la unicidad. Sea A € (0,1) y p,q € X. Supongamos que f(p) =py f(q) = q.
Luego,
d(p,q) = d(f(p), f(q)) < Ad(p, q).

Ya que A < 1, esto implica que d(p,q) = 0 y , por lo tanto, p = ¢. Con esto probamos la
unicidad. n
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Teorema 1.3.10. Sean X un espacio métrico completo (r1,7a,...,r,) una lista de contrac-
ciones y {f;}"_, un sistema iterado de funciones donde f; : R — R™ es una contraccion

de radio r; con r; € (0,1). Entonces, existe un tnico subconjunto A € 28" un atractor para

{fitis:-

Demostracion. Consideremos { f1, fo, ..., fn} un SIF que satisface las hipdtesis anteriores y

F : 28" — 2%" como en la Proposicién 1.3.6, es decir, F(E) = |J(F(E)) con |J(F(E))
i=1

i=1
compacto. En la Proposicién 1.3.6 probamos que la funciéon F' es una contraccion. Por el

principio de Contraccién de Banach (Teorema 1.3.9). Existe un tnico A € 2%" tal que
F(A) = A. Entonces, por la definicién de F,

Por lo tanto, A es invariante. n



Capitulo 2

Dimension Topodlogica y Dimensiones
Fractales

En este capitulo definiremos dos tipos de dimensiones de conjuntos con los que trabaja-
remos. Las dimensiones que se consideraran se dividen generalmente en dos clases amplias:

dimensiéon topoldgica y dimensién fractal.

En geometria elemental se han asociado a los conjuntos una dimensién. Por ejemplo, los
puntos tienen dimensién 0. Las curvas tienen dimensién 1. Las superficies tienen dimensién
2, etc. Esto se ve reflejado en dimension topdlogica. Por otro lado, estan las dimensiones
fractales. Nos enfocaremos en la dimensién de Hausdorff y la dimension por cajas. La carac-
teristica sorprendente de estas dimensiones es que no necesariamente son niimeros enteros

como veremos en algunos ejemplos.

Al final de este capitulo haremos una pequefia comparacién entre estas dimensiones

utilizando algunos ejemplos.

2.1. Dimension topdlogica
La dimension topoldgica se define de dos maneras: la dimension inductiva y la dimension
por cubiertas. Es posible mostrar que ambos son equivalentes (ver [2, pag.120]).

Sea X un espacio métrico. Decimos que X es 0-dimensional, denotado por dimr(X) =0
si y solo si para toda cubierta abierta finita &7 de X tiene un refinamiento finito formado
por subconjuntos abiertos-cerrados que ademas es una particién de X.

Proposicion 2.1.1. Sea X un espacio métrico completo. Entonces los siquientes enunciados
son equivalentes:

2. si {U,Uy---Ug} es una cubierta abierta finita de X entonces existen subconjuntos

abierto-cerrado B; C U; tales que {By, By, --- By} es una particion de X ;

23
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3. st {U,V} es una cubierta de X entonces existen A C U y B C V abiertos tales que
AUB=X yANB #0;

4. si {U,V'} es una cubierta de X entonces existen A C U y B C V' cerrados tales que
AUB=X yANB #0.

La demostracién del Teorema 2.1.1 se encuentra en |2, pag 86.

Sean U,V C P(X). Decimos que V estda subordinada a U si para cada v € V existe
un u € U tal que V' < U. Ahora, consideremos a tal que n > —1. Sean A C P(X) y a

A = {A,}. Decimos que el orden de A es menor o igual que n. Si para cualquier coleccién

n+2

de n + 2 elementos de A, {A,}*2 cumple que () Aa, = (). Decimos que el orden de A es n,
i=1

si A tiene orden n pero no tiene orden n — 1.

Usando la nocién de orden damos la siguiente definicién.

Definicién 2.1.2. Sea X espacio métrico completo. X tiene dimension por cubiertas menor
0 igual que n (con n > —1) si para cualquier cubierta abierta finita {U;}¥_; de X existe un

refinamiento V tal que el orden de V es menor o igual que n.

Decimos que X tiene dimension por cubiertas igual a n, denotado por Cub(X) = n, si X
tiene dimensién por cubiertas menor o igual a n pero no menor o igual a n — 1. A Cub(X)
también se le conoce como la dimension de Lebesgue de X.

Teorema 2.1.3. Sea X yn > 0. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

s Cub(X) <n.

Si {Ui}i-“:l cualquier cubierta finita de X, entonces existen V; C U;, para cada
i € {i, -, k} subconjuntos abiertos tales que V = {V;}; = 1¥ es una cubierta abierta
de X yV tiene orden menor o igual a n.

Si {U;}*2 es una cubierta abierta de X, entonces existen V; C U; tales que

V = (Wi} es una cubierta abierta de X con orden menor o igual a n. Esto lo
n+2 n+2
podemos ver como |J V=X, (| V;=0.

=1 =1

Si {U; Y12 es cubierta abierta finita de X entonces existen F; C U; cerrados para todo
n+2 n+2
ital que |J F;=X, () Fi=0.

=1 =1

La demostracién del Teorema 2.1.3 se encuentra en [2, pag 92, Teorema 3.2.1].

Definiremos la malla de una cubierta & como

malla(U) = sup{diam(U,)}.

a€EA
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Teorema 2.1.4. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces Cub(X) < n si y solo si

para € > 0 existe una cubierta abierta U de orden menor o igual que n y malla(U) < e
La demostracion del Teorema 2.1.4 se encuentra en [2, pag 93, Teorema 3.2.2].

Ejemplo 2.1.5. Consideremos el conjunto de Cantor definido en el Ejemplo 1.3.4.
Observemos que en la n—enésima iteracion el conjunto son solos puntos y como vimos

en el inicio de esta seccién los puntos tienen dimensién 0. Asi concluimos que Cub(C') = 0.

Ejemplo 2.1.6. Consideremos a S el Triangulo de Sierpinski definido en el Ejemplo 1.3.5.
Las figuras 1.2 y 1.3 representan la primera y segunda iteracion las cuales representaremos
como 81 y Sy. En general S es la k—esima iteracion del SIF.
Notemos que cada conjunto S esta formado por 3* tridngulos. A cada tridngulo lo
llamaremos 7; con ¢ € N. Cada uno de estos triangulos equildtero sus lados son iguales a
2%, para un valor dado de k € N. Para T; y T}; con i # j donde i, j = 0, 1,2 en los primeros

3 casos se tienen que la interseccién es en un punto y para las siguientes generaciones de T;
—k

y T es d(T;,T;) < 5 Los huecos A, \ A, 41 son tridngulos con un lado 27% y, por lo tanto

2
—k

altitud N Consideremos r > 0 tal que r < % Entonces las r—nubes de esos triangulos
son Conju?ntos abiertos. Por lo tanto se tiene una cubierta de & con orden 1 y malla a lo
més 2% + 2r. Por lo tanto, Cub(S) < 1. Por otro lado, S contienen segmentos de linea que
tienen dimension 1. Entonces, Cub > 1. Por lo tanto la dimensién por cubiertas de S 1es
Cub(S 1 )=1.

Esto se puede ver en la figura 1.2. Los tridngulos Ty, T5, T3 tienen lados de longitud 271
(observe las figuras 2.1 y 2.2). Si 71 N Ty # 0 entonces Th N1y = fo(p2) = f2(po).

Figura 2.1: Interseccién entre T, T, T}
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Ejemplo 2.1.7. Consideremos a QQ el conjunto de niimeros racionales. Sea V' una vecindad
depeQ,yre€Rconr > 0. Tal que V.(p) C U y d(z;,p), donde x € Q. Existe 7’ > 0,
r <ryr #d(z;,p) para todo i. Entonces, V,.(p) y OV,.(p) = 0. Por lo tanto, la dimensién
topologica de Q es 0.

2.2. Dimension de Hausdorff

Recordemos que en la Subseccién 1.2.1 definimos la medida de Hausdorff s-dimensional

COImMo
HE(F) = lim HS,
6—0

donde Hj esta definido en 1.5. Es claro que, para cualquier F' C R" y 6 < 1, Hi(F) es no
decreciente con respecto a s > 0. Entonces, H*(F') es también una funcién no decreciente.
Maés atn, si t,s € N y son tales que t > s ademds {U;}32, es una d-cubierta de F', tenemos

Z diam(U;)t < Z diam(U;) ™ 3didm(U;)* < §'° Z diam(U,

Tomando el mﬁmo sobre s y t, obtenemos que

que

tHL(F) < 6,_sH;5.

Asi, cuando 6 — 0, observamos que si Hj(F') = oo, entonces Hj(F) = 0 para t > s.
La grafica de Hi(F) (ver figura. 2.3) muestra que hay un valor critico de s en el que
H;(F') cambia de oo a 0. A este valor critico lo llamamos la dimension de Hausdorff de F.

Con esto damos la siguiente definicion.
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Definicién 2.2.1. Definimos la dimension de Hausdorff como:

dimg(F) = if{s>0:H*(F) =0}

= sup{s > 0: H(F) = oo}.

0 dimmu(F)

Figura 2.3: Grafica de H(F')

Observemos que
oo si 0<s<dimy(F);
0 st s>dimy(F).

H(F) = {

Ya que definimos la dimension de Hausdorff, definiremos algunas de sus propiedades.

27

Definicién 2.2.2. Sea F' C R". Decimos que f : FF — R" es una funcién Hélder si f satisface

d(f(x), f(y)) < cd(z,y)", conz,y € F

(2.1)

para constantes ¢ > 0y a > 0. A (2.1) se le conoce como condicion de Hélder de exponente

a. St a=1, es decir d(f(x), f(y)) < cd(z,y) decimos que f es una funcion Lipschitz.

Proposiciéon 2.2.3. Sea FF C R* y f : FF — R" una funcion Holder con exponente a.

Entonces ]
dimy f(F) < —dim H(F'), con a > 0.
«

Demostracion. Supongamos que s > dimy(F') entonces H(F') = 0. Dado que f satisface la

condicién de Holder

HE(J(F)) < cEH(F)

se tiene Ha (f(F)) = 0 lo que implica que £ > dimy f(F) de aqui s > adimy f(F).

Luego dimy(F) > acdimp f(F). Por lo tanto X dimp(F) > dimy f(F)
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Corolario 2.2.4. St f : FF — R" es una transformacion Lipschitz entonces

Demostracion. La demostracion se deduce de la Proposicion 2.1 cuando o = 1. O]

Proposicién 2.2.5. Si E C R" y dimy(F) < 1. Entonces E es totalmente disconezo.

Demostracion. Sean z,y € F con x # y. Definimos f : R" — [0,00) por f(z) = d(z, z2).
Notemos que f no incrementa las distancias, es decir:

d(f(x), f(2)) = d(z,y) — d(y, z) < d(z,2) = d(y, z) = d(y, 2).

Usando el Corolario 2.2.4 se tiene que dimgy f(F) < dimg(F'). Esto implica que f(F') es un
subconjunto de R de medida H! de tamaiio 0. Por lo tanto, el complemento de F es denso.
Tomado r ¢ f(F)y 0 <r < f(y) se tiene que

F={zeF:dzz) <rfU{zeF:dy,z) >r}

F' contiene dos conjuntos disjuntos abiertos con x en un conjunto y y en otro, asi que x,y

estan en dos componentes conexas de F'. Por lo tanto F' es disconexo. O
Veremos la dimensién de Hausdorff para los ejemplos que hemos venido usando.

Ejemplo 2.2.6. Consideremos C' el conjunto de Cantor ternario.
Definimos la parte izquierda F; = CN[0, 3] y la parte derecha F, = CN[3, 1]. Observemos
que F| y Fp son geométricamente similares a F' por escala de % y que F' = F;UFp. Ademas,

fiU fp = 0. Por lo tanto para cualquier s > 0 se tiene:

Ho(C) = H(Fy) + H (Fp) = (%)SHS(F) + (%) He(C) (2.2)

Suponiendo que el valor critico s es finito tenemos que 0 < H*(C') < oco. Podemos dividir a
(2.2) por H*(C') entonces
1 S
=9 <_> .
3

. Por lo tanto s = dimg(C).

Asi, s = log(2)
log(3)

Recordemos que en el ejemplo 1.3.4 formamos intervalos Cj que componen a C', a estos
conjuntos los llamamos intervalos de nivel k cada uno con radio 37*. Tomando los intervalos
de Ej}, como una 3~ *-cubierta de C' tenemos que H;C < 2k3ks = 1.Si s = }gigg, y dejando
k — oo tenemos que H*(C) < 1.

Para ver que 3 < #*(C) mostraremos que

1
> diam(U;)* > 5=3" (2.3)
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para una cubierta de C'.

Si el intervalo C} se cubre a si mismo podemos expandirlo ligeramente y sigue cubriendo
al intervalo. Esta extensién de los intervalos C) forma una nueva cubierta Uy, observemos la

figura 2.4. Usando la compacidad de C', necesitamos solamente verificar que

Si {U;} es una coleccién finita de subintervalos cerrados de [0, 1]. Para cada U, sea k entero
tal que

3= < digm(U;) < 37K (2.4)
U
C
0 1!
U2 CQ
0 1 2 1
3 3
—_— —_— — _—
0 1

Nol R
NoN I \G)
Wl
(YY)

Wl
NeR N
©| co

Figura 2.4: Expansiéon de intervalos C} del Conjunto de Cantor Ternario

Entonces, U; puede intersectar al menos un intervalo de nivel k. Si j > k entonces por
construccién, U; intersecta al menos 277% = 21375% < 2935diam(U;)® intervalos de nivel j de
E;. Usando (2.4), si elegimos j suficientemente grande tal que 3~**1) < diam(U;) para todo
U;, dado que U; intercepta a 2/ intervalos de radio 377, contando los intervalos obtenemos
21 < 3., 273°diam(U;)* lo que se deduce a (2.3). Por lo tanto 3 < H*(F) < 1.

Ejemplo 2.2.7. Para el Tridngulo de Sierpinski usual & 1 COmo en la figura 1.2. Notemos
que podemos generar 3 cubiertas (S1,S2, S3) tales que no se intersectan. Por lo tanto para
cualquier s € R

H(S) = HA(S1) + H(S2) + H¥(Sy)
_ (%)5%8(3) + (%)S”HS(SQ) + (%)smsg)
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por la definicién de la medida de Hausdorff. Tenemos que 0 < H*(F') < oo. Entonces,

=) -6 6)

).

Proposicién 2.2.8. Sean A, B subconjuntos de R™. La dimension de Hausdorff tiene las

Por lo tanto s = dimy (S,

siguientes propiedades:
1. si A C B, entonces dimy(A) < dimpy B;
2. dimy (AU B) = max{dimy(A),dimg(B)};
5. dimy (U A;) = sup; dimpy A;, donde A; es cualquier coleccion numerable de subconjun-
tos de ]]R"
Demostracion.

1. Supongamos que A C B. Si s > dimy(B), entonces H*(A) < H*(B) = 0. Por lo tanto,
dimgy(A) < s. Esto es verdad para todo s > dimg(B), asi dimy(A) < dimy B.

2. Sea s > méax{dimg(A),dimy(B)}. Entonces, s > dimy(A), asi H*(A) = 0. Similar-
mente, H*(B) = 0. Entonces,

H (AU B) < H* + H(B) = 0.

Por lo tanto, dimy (AUB) < s. Esto se cumple para todo s > max{dimgy(A),dimgy(B)},
entonces

dimy (AU B) < méx{dimgy(A),dimy(B)}.

Notemos que por la condicién (1) se cumple que

dimy (AU B) > méx{dimpy (A), dimy(B)}.

3. Sea Z = |J A;. Como A; C Z para todo j € N, por (1) dimy(A4;) < dimy Z.
j=1
Por lo tanto, sup{4;} < sup {dimpy(Z)}. Ademads, si o > sup{dimpy(A,)}, entonces
jEN jeN jeN
a > dimpy A;, para todo j. Lo cual implica, H*(A;) = 0 para todo j, lo cual implica
que dimpy Z < o para toda o > sup {4,}.
jEN
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El siguiente teorema nos es de utilidad para enunciar el Teorema 2.4.5.

Teorema 2.2.9. [Principio de distribucion de masa] Sean 1 una medida finita de R™ y
E C R™ medible tal que p(E) > 0. Supongamos que existen constantes s > 0,¢ > 0,69 > 0
tales que

w(U) < c-diam(U)*
para cualquier conjunto de U tal que didm(U) < . Entonces

p(E)

C

H(E) >

y ademas
dimy(E) < s.

Demostracion. Consideremos a F C R". Tomemos § > 0, > 0y sea U = {U;}2, una
cubierta de E donde U es una cubierta con diam(U;) < e. Entonces

Luego,
H3(E) = inf (Z diam(U;)® . (U;) es una € — cubierta de E) .
i=1
Supongamos que € < ¢, tenemos que H:(E) > Hi(E). Asi,

u(E)

HI(E) > i U >
i=1

p(E)

Al calcular el limite tenemos que h'r% H(E) > . Por lo tanto, ¢H*(E) > u(E). Lo que
E— C

implica que dimgy(E) > s O

2.3. Dimension por cajas

En la Seccién 2.2 observamos que el concepto de dimensién de Hausdorff utilizamos
una familia de d—cubiertas de F'. Es decir, se buscan cubiertas eficientes para cubrir. Dado
que estamos trabajando en conjuntos compactos sabemos que toda cubierta abierta tiene
una subcubierta finita. Asi, para cualquier d—cubierta abierta existe una subcubierta finita
para esa cubierta. Entonces, para cada cubierta abierta podemos definir un niimero pequeno
N;(F) que depende de la cubierta. N5(F) es el minimo nimero de abiertos que se necesitan
para cubrir a F. La dimension por cajas es un poco mas natural que la de Hausdorff, pues

conocemos la compacidad.
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Definimos la dimension por cajas inferior y superior de F' denotadas por dimgz(F') y dimpg(F)
respectivamente [3] como:

1 F
dim (F) = lim %‘3(5)
5—0 og (2.5)
dimp(F) = lim log Ns(£)
B =0 —logd

Donde lim, y (l$1’m denotan el limite inferior y superior respectivamente.
§—0 —0

Si dimg(F) = dimp(F'), nos referimos al valor comin como la dimension por cajas de F,
es decir,

dimp(F) = lim %. (2.6)

Notemos que ¢ debe de ser lo suficientemente pequeno para asegurar que — log § y cantidades
similares son estrictamente positivas. Mostraremos las siguientes propiedades elementales de

la dimension por cajas pueden verificarse de la misma manera que en la Proposicién 2.2.8.

Proposicion 2.3.1. La dimension por cajas superior e inferior tiene las siguientes propie-

dades.
1. dimgz0) = dimgl = 0.
2. Sean Zy y Zy dos conjuntos tales que Zy C Zs, se tiene

dimg;Z, < dimpZs y dimpZ; < dimpZs. (2.7)

3. Si{Z;} es cualquier coleccion numerable de subconjuntos de R™, entonces
dimp (U Zi) > sup(dimpZ;) y dimp (U Zi) > sup(dimpZ;).
4. Sea {Z;} es cualquier coleccion finita de conjuntos en R™. Entonces

k
dimp (U ZZ-> = méx{dimpZ|i = 1,...,k}. (2.8)

i=1

La propiedad (4) solo es valida para la dimensién por cajas superior; para la dimensién por
cajas inferior no se tiene ninguna propiedad de subaditividad. Dicho ejemplo para dimensién

por cajas inferior se encuentra en [7].

Demostracion.
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1. La prueba es clara. Dado que N = 0 entonces,

. ) log Ns((
dimg(0) = lims_,, Tg((5> =
De manera andloga para dimp(0)

2. Dado que Z; C Z entonces una cubierta de Z, es una cubierta de Z;. Mds atin, si N
es el nimero mds pequenio de d—cubiertas de Z;, y Ny, es el ntimero més pequetio de
d—cubiertas de Z,, se tiene que Ny, < Njs. Asi,

No. Z NsZ.
lim =27 < Jfm =22
6—0 6—0

Por lo tanto, dimz Z; < dimp Z,. Para dimg Z; < dimp Z, el argumento es analogo a
lo anterior.
3. Esta propiedad de sigue de la propiedad (2).
O

Ejemplo 2.3.2. Sea F' = {0, 1, %, é,. . }. Dado que F' es un conjunto numerable. Entonces

Por otro lado, en la dimensién por cajas queremos mostrar que dimp(F) = %. Sean
0 <6 < 3,y k un entero tal que satisface k(k+1 <6< k(k 77~ Consideremos dlam(U) < J,
entonces U puede cubrir a al menos uno de los puntos {0, 1, ;, :15, ..., } Ya que _1E =
ﬁ < 0. Asi al menos se requieren k conjuntos de didmetro ¢ para cubrir a F', entonces
N;s(F) > k. Luego,
log Ns(F
dim ,(F) = lim 12820
6—0 log(s
k

> lim T
k—o0 —logk(k—H)

dejando 6 — 0 y k — oo, obtenemos dimp(F) > 3. Por otro lado, si 0 < § < 3 y tomando k

tal que ¢ (k 17 <0 < 57y Entonces (k+ 1) intervalos de tamano & cubre a [0, £], dejando
k — 1 puntos de F que Se pueden cubrir por otros k£ — 1 intervalos. Por lo tanto, Ns(F) < 2k.
Asi que,
_ —_— log N5
— 2k
< lim

dejando § — 0 y k — oo, obtenemos dimp(F) < 1.

Ya que dimz(F) = 1 = dimp(F). Concluimos que dimp(F) = 1.
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Ejemplo 2.3.3. Consideremos a F'= QN [0, 1].
Sea 0 > 0y N5(F) = . Entonces,

) — log Ns(F
1 1
= lim Og(5)1
6—)0—10g5

=1.

Ejemplo 2.3.4. Sea C' el conjunto de Cantor ternario. Compuesto por Ej intervalos, en-
tonces la cubierta son 2% intervalos de nivel k con tamafio 37%. Luego, N;(C) = 2F si
37% < § < 37+ Usando (2.5)

S — log 2* log 2
dim(C) = }g% —log3-(+1)  log3

Por otro lado, cualquier intervalo de tamaiio 6 con 37! < § < 37% intersecta a lo mds
uno de nivel k£ de tamano 37* usado en la construccién de C. Entonces, hay 2* intervalos de
longitud ¢ para cubrir a F. Por lo tanto, N3(C) > 2*, llevando a

log 2

1 >
MB(C) = 10g3

Ejemplo 2.3.5. A S% lo podemos cubrir con 3" circulos de radio % con n € N. El centro

de estos circulos son las intersecciones de las bisectrices que toman en cada iteraciéon. Por

ejemplo, la primera cubierta tiene centro en la interseccién (O) de las bisectrices generadas

or los vértices con radio r = (1)% = 1. De manera similar, usando las bisectrices
0, M1y P2 B )

de los tridngulos de la segunda iteracién (fig.2.6). Entonces ./\/5(5%) =3"yod= %n Usando

(2.6) obtenemos,

— log 3" log 3
) = lim =

di S =
in s n—0 —log2"  log?2

1
2

Finalmente, comparemos las dimensiones de los Ejemplos 2.1.6, 2.1.5, 2.1.7, 2.2.6, 2.2.7,
2.34, 2.3.5 y 2.3.3. Para esto observemos la tabla (2.1).

Dimensiones
Conjuntos Topdlogica ‘ Hausdorft ‘ Por cajas
. ] log2 ) log2
Cantor dimz(C) = Cov(C) =0 | dimg(C) = ZIO% dimp(C) = ZIO%
D, . . og3d | .. og 3
Sierpinski dlmT(S%) = C’ub(S%) <1 dlmH(S%) = 10§2 dlmB(S%) = 10§2

Tabla 2.1: Dimensiones calculadas en la seccién.
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Figura 2.5: Primera Cubierta de S%

Figura 2.6: Segunda Cubierta de S%
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Notemos que dimy (C) = % = dimp(C) y dimg (S

Las dimensiones de Hausdorff y la dimension por cajas, no siempre son iguales. Un
ejemplo de esto es Q, como vemos en la tabla 2.1.

2.4. La condicién del conjunto abierto y triangulos de

Sierpinski generalizados

En las Secciones 1.3 y 2.1 vimos algunas propiedades del Tridangulo de Sierpinski usual,
es decir, el generado con el sistema iterado de funciones definido en 2.1.6 con \ = %

En la figura 2.7 mostramos la de imégen del Tridngulo de Sierpinski después de 100

1+v5
2

triangulos equilateros. Asi, decimos que el Triangulo de Sierpinski es totalmente autosimilar.

iteraciones, con parametro A = . Podemos observar que en cada iteracién se obtienen 3

La definiciéon formal de autosimilitud la pospondremos a la Seccién 2.4.4.

Figura 2.7: Triangulo de Sierpinski después de 100 iteraciones

Ademas del Triangulo de Sierpinski usual, podemos generar Triangulos de Sierpinski to-
mando diferentes pardmetros A, con A € (0,1). Al Tridngulo de Sierpinski generado por
cualquier pardmetro A, lo denotaremos como Sy. Definimos a Tridangulo de Sierpinski gene-

ralizado al conjunto atractor que se genera cuando A € (0, 1). Podemos definir a Sy a travéz
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del siguiente procedimiento iterativo.

Consideremos el SIF dado por las funciones f; : R? — R2, definidas como:
fi(x) =Ax+ (1 — \)p; parai=0,1,2 (2.9)

12
2" 3
un tridngulo equildtero al cual denotaremos por (A). Luego para n € N definimos A,, :=
2

U (&),

Por el Teorema 1.3.10 sabemos que existe un tnico conjunto atractor para el sistema

donde py = (0,0),p; = (1,0),p2 = . Observemos que los puntos pyg, p1, po forman

iterado de funciones 2.9, definido como

Sy=[)A.= lim A, (2.10)
n=0

donde el limite en la ecuaciéon 2.10 se toma con respecto a la métrica de Hausdorff.

Podemos identificar cada seccién obtenida en las iteraciones del Triangulo de Sierpinski
mediante un cddigo. Vamos a considera el conjunto ¥ = {0,1,2}, y sobre este conjunto

definimos la codificaciéon. Para cada n € N, sea X" = {(e1,69,...6,) : & € {0,1,2}}.
Definimos,
= U 3" 3 = {¢} donde ¢ es el bloque vacio,
i=0

el conjunto ¥* es el conjunto de todos los posibles bloques finitos de palabras con elementos
es ¥. Consideramos a {0, 1,2} como el conjunto de todas las posibles sucesiones infinitas
con elementos en 3.

Consideremos a {f;}, el SIF dado por las funciones que definimos en 2.9, n € Ny
e € X", es decir, (e1,€9,...,&,). Definimos f. := f. o---o f., o f;,. Es asi que ¢ define una
codificacion sobre A,,.

En el siguiente ejemplo se da un bosquejo de como se realizar una codificacién en el

triangulo de Sierpinski usual.

Ejemplo 2.4.1. Consideremos al Tridnglo de Sierpinski usual S% ypo=(0,0),p1 = (1,0) y ps =

V3

> € Ag. Realizando la primera iteracion tenemos:

fo(po) = po € fo(Ao), es decir, py tiene como primer digito en su codificacién 0,
fi(p1) = p1 € f1(Ay), es decir, p; tiene como primer digito en su codificacién 1,
fa(p2) = p2 € f2(Ap), es decir, py tiene como primer digito en su codificacién 2.

Luego, en la segunda iteracion veremos como son los digitos respecto a cada triangulo:

El triangulo inferior con vértice pg, se tiene

Jo(fo(po)) = po, fi(fo(po)) € f1(Ao) ¥ f2(fo(po)) € f2(Do)
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los dos primeros digitos (0,0), (0, 1), (0,2) respectivamente.
El triangulo con vértice en pq, se tiene

Jo(fi(p1)) = p1, fi(fi(p1)) € fi(Do) ¥ fa(fi(p1)) € f2(Do)

sus dos primeros digitos son (1,0),(1,1),(1,2) respectivamente. Y el tridngulo superior, se

tiene

fo(f2(p2)) = p2.» fi(fap2)) € f1(Do) ¥ fa(falp2)) € fo(Ao)
sus dos primeros digitos son (2,0), (2,1),(2,2). Esto se puede observar en la figura 2.8.

Decimos que € € {e1,...,e,} es un cddigo de x si

r = lim f. (p)

n—o0

con " ={e1,...,e,} y p € Ao.

P>

f5o(P2))=to(F; (Pg)) f5(f1(P)=t5(f5(P,))

1, (T (Py)=t, (fy ()

fo(fo (P, (T(P) £, (0 (P,))=t, ((Pg) 1,65 )=F, (1 (P,)

Po Py

folfo(P))=fo(f1 (Py)) f1Go(P))=F1 (F1 (Pg))

Figura 2.8: Primeros dos digitos de & 1

Proposicion 2.4.2. Seann > 0 y {f;}2_, un SIF definido en 2.9. Entonces A, = |J [f-(A)
eexn
de donde A,, C A,,_;.

2

Demostracion. Para n = 1 se tiene Ay = ) fi(Ao) es resultado es inmediato. Supongamos
i=0

que se cumple para n, es decir, A, = |J f:(A). Mostremos que se cumple para n + 1, es

eexyn
decir, A= U f(A).

eexntl
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Sea ¢ € X" y consideremos €’ = (g1, €9, ...,¢,). Entonces,

fE(A) :f€n+1 ofe, 0 0f0 f61(A0)
=fenis (fo (D))

—foris ( g fa/m))

g'exn

= L_J j;([&)

eexntl

Por lo tanto, A, = |J f-(4)

eexn

39

]

Se puede observar que si A € (0, %] la codificacion de los puntos de Sy es esencialmente

Unica. Sin embargo, si A € (%, 1) la situacién cambia. Como explicaremos intuitivamente en

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.3. Tomemos A\ > % En la imagen se muestra algunas superposiciones. Notemos

ANVAN
AY X NN

aA

AWAYAWA

A\
LN XN AN YN

Figura 2.9: Los tridngulos grises representan las superposiciones en la primera interaccién y los

vértices de los tridngulos que son las superposiciones

que al hacer una codificacion en las partes que existe una interseccién se debe de elegir entre

los valores que se encuentran. Es decir, si la interseccién se da con el tridngulo P, y P, se

debe de elegir entre 1 y 2.

La condicion del conjunto abierto que a continuacion definiremos nos interesa puesto que

existen pardmetros A € (0, 1) para los cuales se hacen superposiciones importantes.
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Definicién 2.4.4. Sea {f;}?_; un SIF. Decimos que el SIF cumple la condicion del conjunto

abierto si existe un conjunto abierto no vacio, acotado y abierto O C X tal que |J f;(O) C O
i=1
con f;(0) N f;(0) # 0

Teorema 2.4.5. Si {fi}", es un SIF donde f; es una similitud para toda i = 1,...n, que
satisface la condicion del conjunto abierto entonces

donde F = | fi es el atractor del SIF y s es el valor de similitud de {f;}1,
i=1

Ejemplo 2.4.6. Observemos la figura 2.10 del Conjunto de Cantor. Si tomamos un conjunto
no vacio acotado y cerrado este seria un intervalo de radio 37k con k = 1,2,...,n. Veamos
la primera iteracién es decir, [0, 3] y [3, 1], Podemos definir 2 intervalo que cubran a cada
intervalo, de tal forma que no se intercepten. Por lo tanto, en este caso se cumple la condicién
del conjunto abierto. De manera general podemos crear intervalos en la n—ésima iteracién
donde los intervalos tienen un radio muy pequeno de tal forma que la interseccion es vacia.
Por lo tanto el conjunto de cantor cumple la condicién del conjunto abierto.

2 2 7 ) 1
9 3 9 9

1 1
9 3

Figura 2.10: Conjunto de Cantor después de 6 iteraciones

En la Seccién 1.3 vimos una forma de definir los vértices de un triangulo equilatero. Esto
es, generamos a S1 mediante funciones de contraccién. Sin embargo, a partir de este capitulo
2

usaremos otras coordenadas para definir los vértices.

2 211 211
f’i — § (COS (%) ,Sin <%Z)) , 7 = 0, 1,2 (211)

En el siguiente ejemplo veremos si se cumple o no la condicién del conjunto abierto cuando
A= A< -y A> -

227773
Proposicién 2.4.7. Sean O el interior de A, X € (0,1) y el SIF dado por f; : R? — R2,
definido por fi(x) = Xz + (1 — X\)P; con P, como en 2.11. Entonces {f:}?_, satisface la
condicion del conjunto abierto.
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Demostracion. Demostraremos por casos sobre A.

1. Tomemos )\ < % Entonces:

2. Sea A = 1. Entonces: f;(0) N f;(O) = 0. Dado que O es un conjunto abierto. Si a O se
toma como cerrado, entonces f;(O N f;(O) serian los puntos medios de cada tridngulo.

3. Si A > 1, entonces: f;(O)N f;(O) # (. Notemos que estas intersecciones son tridngulos,
esto se muestra en la figura 2.11c. Por lo tanto, para {f;}%, con valores de \ > % no
cumple la condicion del conjunto abierto.

El caso para A > — se vera a profundidad en la Proposicion 2.4.18.
Los casos demostrados en la Proposicion 2.4.7 se presentan en las siguientes imagenes:

2

AAAXANAN

NN LN/

(a) A< 3 (b) A=13 € A>1

Figura 2.11: Pardmetros de A € (0,1) que representan donde se cumple la condicién del
conjunto abierto.

Notemos que en cada imagen existe una figura que se repite. En la figura 2.11a la forma
que se obtiene en la primera iteracién es un hexagono irregular, este es un agujero en el
Triangulo de Sierpinski. Y en cada iteracion se tiene la misma estructura de agujeros. Esto
también se puede ver en las figuras 2.11b y 2.11c.

Definicién 2.4.8. Llamamos a cualquier conjunto A que satisface f.(A) = f.(A)NA, total-
mente autosimilar.

Los agujeros se pueden definir de forma general como A, \A,, ;1. La iteracién n contiene 3"

agujeros y cada uno esta rodeado de por 3 agujeros de (n+ 1) capas mds pequeiio de factor
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%. Para profundizar mas respecto a los agujeros necesitamos cambiar de las coordenadas
cartesianas a un sistema de coordenadas mas conveniente.

Consideremos los puntos P; denotaremos a [F;, P;| como los segmentos desde P; a P; con
i # j. Tomemos un z € A la podemos identificar con (x,y, z) donde z = d(z, [P, P)), y =
d(z, [Py, P2)), x = d(z, [Py, PA]), [P;, P;] es el borde que contiene P;, P;. Enunciaremos algu-
nos teoremas, lemas y proposiciones que nos interesan pero no incluird las demostraciones,
estds se muestran en [1].

Lema 2.4.9. En coordenadas baricéntricas fo, f1, fo actian como funciones lineales. De
hecho

I 1—=X 1-=2AX A0 0 A 0 O
fo=10 A 0 , A= 1=X 1 1=-X |, fo= 0 A0
0 O A 0O 0 A I1—X 1-X 1

Lema 2.4.10. Si X € 3, 1) entonces Sy = A

Una regién interesante es cuando A € (%, %) Sea Hy denota el agujero central, es decir,

Hy = A\ Ay, este es un tridngulo equildtero “invertido” como se muestra en la figura (2.11c¢).

Lema 2.4.11. Cada agujero es un subconjunto de |J f-(Hp)
eexn

Consideremos
1 si =0 1 si =1 1 si =2
ay = S% oK , by, = S? ° : cp = S% oK (2.12)
0 siep#0 0 siep#1 0 siep#2

Lema 2.4.12. Sea ¢, € X", para k =0,1,...n. Entonces,

n—1 n—1 n—1
(1=XA> ap\F+ A (1= apA¥ (1—=A> \F

k=0 k=0 k=0

n—1 n—1 n—1
f.= (T=AD A (=X AN (1= b\ (2.13)
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1 n—1
(1 =23 e\ (1—=X> N (1=XY capAF+ A

k=0 k=0 k=0

Lema 2.4.13. Para cualquier \ € (%, %) existe un numero infinito de agujeros
Definicién 2.4.14. Un agujero es radial si es de la forma f*(Hy) con i =0, 1, 2.

Es decir, solo seran agujeros generados por una sola funcién, no por una composicion de
funciones.
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Ejemplo 2.4.15. Sea \ = %, con el SIF definido en el ejemplo 1.3.5. Al hacer 3 iteracio-

nes obtenemos la imagen 2.12. Donde los triangulos con lados punteados representas a los

triangulos radiales ya que son los generados por fy, fi 0 fo. Y los demés estan generados por

fors foz, foi, fi2, fo0,fa1, ete.

Figura 2.12: Triangulos Radiales

Proposicién 2.4.16. Sea \, ~ 0,6478 la raiz aprozimada de x® — 2% +x = % Entonces, S\

2

tiene interior no vacio si X € [\, 3). Y, ademds, cada agugero es radial. Figura 2.13

Demostracion. Vamos a mostrar que cada agujero de nivel k£ es radial. Asumamos que es

cierto para k < m; por la simetria de nuestro modelo, es suficiente mostrar que f; fJ'(Hy) C

A, 41. Mas precisamente, mostraremos que

fufg (Ho) C foAn. (2.14)

Por nuestra suposicién A,, contiene solo agujeros radiales, de donde (2.14) es consecuencia
de de las siguientes relaciones

L fifg™ (Ho) C fold;

2. fufe™ (Ho) N fofi~ ' (Ho) = 0.

Sea P el vértice de Hy con coordenadas baricentricas (2A — 1,1 — A\, 1 — \). Entonces 1 es
efectivamente equivalente a f1 f3'(P) € foA, que por el Lema 2.4.12 conduce a

)\n—kl_)\n_'_)\z

| —
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Por la monotonicidad de las raiz de ese polinomio con respecto a n, el peor de los escenarios
es n = 2, lo cual es equivalente a A > A,. Sea @) = (1 — \;2A — 1,1 — \). La condicién 2 es
equivalente a el hecho de que la coordenada z de f1 f7'(P) es més grande que la coordenada
x de foftH(Q), por el Lema 2.4.12 se produce la desigualdad

AL =221 420") > (1= A) (1 + ")

lo cual es equivalente a 3A"*! — 3\ + 2\ > 1. El peor escenario es cuando n = 3, donde la
ultima desigualdad esta implicito por A > 0,6421, es decir, vive dentro del rango. O

Figura 2.13: Triangulo de Sierpinski generado por A\, = 0,6478. Solo se observan los agujeros
radiales.

Analizando las figuras 2.14 y 2.15. En 2.14 podemos ver que el triangulo formado por los
puntos fo(P1), fo(P2), P representa a fo(A) mientras fi(Fp), f1(F2), 1 a fi(A).

Ahora en la demostracién de la Proposicion 2.4.16 vimos 2 casos el primero esta repre-
sentado por la figura 2.14, ya que f1f7 ! esta en fo(A). Y el segundo caso se observa en
2.15. Al acercarnos podemos ver que la interseccion es vacia.
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P1

f,(Py)

P2

Figura 2.14: Triangulo de Sierpinski con A = 0,6478

1,°(0;2)(Q)

f(3(Q)

6 - -

Figura 2.15: Acercamiento a el Tridngulo de Sierpinski con A = 0,6478

Proposicién 2.4.17. \, es el limite inferior exacto para los agujeros radiales

45

Para la demostracion de la Proposicion 2.4.17 se hard de manera geométrica. Usando los

incisos 1y 2.

Demostracion. Sea A < \.. Si S, tiene agujeros radiales veamos que se cumpla lo siguiente:

L fifg ™ (Ho) C fo(A);
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2. fufg ™ (Ho) N fof?™(Ho) = 0.

Como podemos observa en la figura 2.14 se cumple que ff3*(Hy) C fo(A) sin embargo al
hacer f1f3 1 (Ho) N fof ' (Hp) y al acercarse podemos ver que existe una interseccién figura
2.15.

Asi, podemos concluir que a partir de A, apareceran agujeros radiales, es decir, A, es el
limite inferior para caso radial. O

1
Proposicién 2.4.18. Para \ € (5, 1) el SIF no cumple la condicion del conjunto abierto.

Demostracion. Supongamos que existe un conjunto abierto O que satisface la definicion

2.4.4. Dado que f;(O) C O y las imégenes son disjuntas, tenemos

fifi(O) 0 fu £ (O) = 0, si (4, 5) # (¢, 5)

y por induccién, f.(O) N f.(O) = () siempre que € # €.
La misma afirmacion es valida para cualquier subconjunto de O; eligiendo un triangulo
abierto

D ={x > x0,y > y0,2 > 20} con xg+ Yo+ 20 = 1.

De hecho, incluso podemos encontrar €, que no contiene 2 en su configuracién. En efecto,
por el Lema 2.4.12 todas las 2" imagenes de D estan en el mismo nivel, es decir, de la forma
{z>...,uy>...,2> A"z}. Ya que el tamano de cada tridngulo es una C'A donde C' es una
constante, y A\ > %, esto es posible. O

Proposicién 2.4.19. Para \ >
afa(A) C SA

, OA C S\. Consecuentemente, para cualquier ¢ € X",

N | —

Demostracion. En coordenadas baricéntricas, 0A = {z =0} U {y = 0} U {z = 0}.

En vista de la simetria, es suficiente mostrar que K = {z = 0} C S,. Cualquier punto de
K es de la forma (z,1—2,0) con z € [0, 1]. Nuestra afirmacion se sigue del Lema 2.4.12 y del
hecho que cualquier z € [0,, 1] tiene una expansién codiciosa en disminuir las potencias de
A, es decir, z = (1—X) Y77 | agA¥. Para y, tomando b, = 1 — ay. Para la segunda afirmacién,

dado que S) es invariante, f;(Sy) C Sy de donde f.(S)) C Sy para cada . Ahora, nuestra
afirmacién se sigue de 0f.(A) = f.(0A) O



Capitulo 3

Triangulo de Sierpinski con valores

especiales

En este capitulo, veremos valores de )\'s especiales. Redefiniremos algunos conceptos
importantes vistos en el Capitulo 2. Por ejemplo, mostraremos que para valores especiales
de )\, se tiene que S, auto-similar.

Al final del capitulo, se muestra una tabla donde se representan la dimension de Hausdorff
para los valores de A € (0, 1) y valores w,, llamados niimeros de multinacci que a continuacién

definimos.

Definicién 3.0.1. Sea w,, > 0. Decimos que w,, € (%, 1) es un nidmero de multinacci si es
la solucién méas pequena positiva de 2™ + 2™ ! + ...+ 2 =1, m > 2 para todo m .

Podemos ver el Triangulo de Sierpinski generado por el primer nimero de multinacci wo

V5—1

Figura 3.1: Sierpiniski wy = 5

Proposicién 3.0.2. El conjunto f-(Hy) es un agujero para cualquier e € X"

47
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La demostracién de la Proposicién 3.0.2 se encuentra en [1].

Teorema 3.0.3. El conjunto S, es totalmente auto-similar en el sentido de la definicion
(2.4.8), es decir,
fe(Su) = [(A) N S,

para cualquier f. € X"

Demostracion. Sea H, = |J (f-(Hp)). Dado Hy, = |J f.(Hg), tenemos f.(Hy) C H, .
eexn =L

Ademés, f.(Hi+1) C f-(A), de donde f.(Hy) C Hy,ir N fo(A). Por otra parte, por la Pro-
posicién 2.4.19, ya sea f.(Ho) N fi(Ho) = 0 o f.(Hy) = f.(Ho) = () para & € "%, Por lo
tanto los elementos de H,,,; son disjuntos, tenemos

fz—:(Hk) = fg(A) N Hn+k~

Hemos probado en la Proposicion 2.4.19; H, N Apii1 = 0, fo(Ar) = fo(A) N A,y La
afirmacion ahora se sigue del hecho de que Ay — S, en la métrica de Hausdorff y f. es
continua. O

Teorema 3.0.4. La dimension de Hausdorff del conjunto invariante S, es igual a dimen-

sion por cajas, y esta dado por:

log 7,

dzmH(Swm) = dimB(Swm) (31)

- log wy,

donde T es la raiz positiva mas pequena de el polinomio

32 32 4+ 1.

1
Lema 3.0.5. Para cualquier entero m > 2, sea T € (O, 5) la raiz positiva mds pequena de

3ttt —3t+1 y o, € (0,1) la raiz positiva mds pequena de 2t™ — 3t + 1. Entonces

1 2
=< Ty, <0y <z

3 3
. log 7, _ logoy,
por consiguiente > 1.
logo,, logwy,
Ademds, lim w,, = lim o0, = -
m—o0 m—oo 3

Demostracion. Sea p,, = 3t™™ —3t+ 17y ¢, = 2t™ — 3t + 1. Notemos que las derivadas de
Pm Y Gm son mondtonas en el intervalo (0, 1), asi que cada uno tiene al menos dos raices en
el intervalo. Observemos que py, (W) < 0y @m(wm) < 0. Dado que p,(1) = 1, gn(1) = 0,
Pm(3) > 0y gm(3) > 0, se sigue que

1

—<Tm<wmy§<am<wm

3
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Finalmente,
30m 1
Pm(Om) = 30m <% — 1) —30,+1= 5(3am —1)(Bon—2)<0
Asi que, 0, > 7,. El limite queda claro a partir de la definicién n

Ejemplo 3.0.6. Usando el Teorema 3.0.4. Podemos generar una grafica representando, los
numeros de multinacci y la dimensién de Hausdorff. Esto para ver como crece o decrece la
dimensién de Hausdorff respecto a estos niimeros.

Representacion de la dimension de hausdorff para nimeros de multinacci
2 I I T T T

1.9

18 .

1.7

Dimension de Hausdorff

16 .

1.5 1 1 1 1 1
0.5 0.52 0.54 0.56 0.58 0.6 0.62

numero de multinacci
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Por otro lado, podemos ver los traslapes que existen cuando se toma un valor A que se

2
encuentra en (0,6, §> en la Figura 3.2.

Figura 3.2: Tridngulo de Sierpinski cuando A = 0,62

Definicién 3.0.7. A cualquier € € ¥ le corresponde un tnico punto
xe = lim f. 00 f. (x9) € Sy
n—0o0
Este limite no depende de la eleccion de zy. Llamamos a € una direccién x..

Notemos que dado un x € Sy puede tener més de una direccion.

Definicién 3.0.8. Sea U, el conjunto de unicidad, es decir,
Uy = {z € A : existe un tnico (gpe; ... ) tal que x = z.}

En otras palabras U, es el conjunto de puntos x € ¥, cada uno de los cuales tienen una
direccion unica.

Teorema 3.0.9. El conjunto de unicidad, U,,, , es un conjunto auto-similar con la dimension

de Hausdorff.

log oy,
dimp (U, ) = —29m

Wm

1

donde wp, es definido en el Lema 3.0.5, en particular o3 = 3.

Para realizar esta demostracién, vamos a descomponer a A en 2 conjuntos disjuntos (por
la Proposicién 2.3.1); Ay U, de tal forma que A = A|JU,,,. La demostracién se hard en
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dos casos, cuando m = 2y m < 3. Ademads usaremos la geometria del Triangulo de Sierpinski
para estos casos. Luego utilizaremos la siguiente propiedad

dimpy(A) = méx(dimgy (A), dimg (U, ))-
Y se realizara calculando lo siguiente:

» la dimy(U)

1
dimp(U) = —27m.

log wy,’

log 7,

log Wy,

log7,, logo,

logw,,  logw,,
Demostracion. 1. m=2

Observemos la figura 3.3 la forma de desarrollar esta figura es de la siguiente manera:
comencemos a quitar del el agujero central (abierto) Hy que es un tridngulo equildte-

Z

ANWAVANWAN

ANWAVANWANWAVANIAN

YA VAV.D.YAVNAN

Figura 3.3: Geometria del Triangulo de Sierpinski m = 2

ro, los 3 tridngulos equildteros (cerrados) de lado w? que son las imégenes de las tres
f2 donde j = 0,1,2y los tres tridngulos mds pequenos son las imdgenes de f; 7 = 2= fif2.
Notemos que esto seria cuando se aplica la tercera iteracién que en la figura se repre-
senta por Hj, I3. Esto deja tres trapecios cuya unién se denota como 77. Definimos
aly = f; fj2, que representa la composicion de dos funciones con 1, j, k distintos. En
la figura 3.3 tenemos 3 trapecios, que se descomponen en; un agujero, un triangulo
equildtero de lado wj y 2 trapecios pequefios de factor wy. Los tres tridngulos equildte-
ros, estdn representados por: fifof? = fiFi que denota la parte inferior izquierda del

trapecio, foFy; inferior derecho y foFy el trapecio superior.
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Sea A,, el atractor de un SIF infinito definido por

{fg’27P}7fjﬂvfjfiﬂafkfﬁfiﬂ» s }

Donde el término general es f;, fj,, ... fj, Fj. Por la teorfa desarrollada por Mauldin
and Urbaniski [5], en el SIF finito la dimensién de Hausdorff s, del atractor A, es
igual al de su similitud dado por w3 = 7. Puesto que este SIF esta contenido en el SIF
original, se tiene, A,, C S.

Sea U el limite de la sucesién de uniones del trapecio. Asf, U™ es la unién de los 3(2"~1) trapecios .
Entonces U™ c U™ yU' = (U™

n>0

U’ es un conjunto de cantor auto-similar con

—log 2

dlmH (Z/[,) = log o

oo 2
Afirmamos que 'Y U U f&"U') =U.

n=1 k=0
En vista de la relacién de f; fj2 = f;f?, cada x € S que tiene varias direcciones debe de
tener €,_1 # €; para algin j > 1. Esta unién es el conjunto de x’s, cuyas direcciones
pueden tener simbolo iguales solo al inicio. Por lo tanto es el conjunto de unicidad.
Para verificar que S = A|JU # () del SIF infinito. Sea x € A si y solo si # = x. para
alglin €, existen dos indices consecutivos que coinciden y no coinciden con el anterior,
es decir, AJU # 0. Por otro lado, cualquier punto en S con mas de una direccién
estan en A. Entonces S\ A consiste de los puntos con una tnica direccién y expresion.

2. m > 3. Al igual que en caso anterior, empezaremos por explicar como generar el
conjunto A. Los hexdgonos en la Figura 3.4 tienen lados de tamano

A VA ATATAA
/N NEA N\

Figura 3.4: Geometria del Tridngulo de Sierpinski m = 3
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W (1= Wy — W™, W™t (2 = 3wp), W™y (1 — wy — W),

m m ? m

Cada uno de los w—hexagonos de tamafio w* pueden ser descompuestos en la siguiente

manera: m — 1 agujeros de varios tamanos bajo la lineade simetria, (3m —5) tridngulos

k42 k3 k+m—1 =kt
2w wiE Tl vy uno de tamano wi™ 2(m —

k+1 wk+2 wk+mfl'

m Y m A m

equilateros, 3 de cada tamano w

1) w — hexdgonos, 2 de cada tamano w

El triangulo equilatero que se produce con la descomposiciéon original bajo ciertas
similitudes que surgen por { fo, f1, f2}-

Este subsistema define un SIF numerable que satisface la condicién del conjunto abier-
to, lo que permite calcular el atractor correspondiente A,, .

Sea hy, el ntimero de hexdgonos de tamafio w® . Entonces, hy = 0 para k < m, h,, = 3
¥ hie = 2(hi—mqr + -+ + hix—1) para k > m.

Sea Q = > hit*. Entonces,
k=1

oo m—1 m—1

Q=3t"+2 Z th_rtk:Stm+2QZtT.
k=m+1 r=1 r=1

. 3t7(1 — t)

Siltl <rm, Q=—"7——".

it <rm Q=3 5m

Sea P = > put*. Entonces,

k=0
1 —2t+¢tmt!
P = 3t™ 4 3tmtt 4 ¢m 32+ ...t hH=3m— —
+ R+ ( + )Q 1—3t+2tm
La dimensién de Hausdorfl del SIF infinito es la formula
_ log 7,
~ logwm,’

k

7 es el supremo de todo x tal que >, ppz” < 1, es decir, la tnica raiz positiva de

(Brm T —3r+1)C, C=1+t+ -+ 1™

log 7,

dimH (.Awm )

- log wy,

Para mostrar dimg(A,,,) = dimg(S.,,,)-

Basta evaluar el crecimiento de el niimero de hexagonos. El crecimiento de los coefi-
cientes es asintéticamente ny ~ o  donde o, es la raiz positiva mas pequeiia del

crecimiento de (). Por lo tanto,

1 m 1
dlmH (Z/{WTVL) - Og ’ Og .

= di o)
log w log w,, i (A,
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Podemos concluir con la siguiente tabla que muestra la dimensiéon de Hausdorff respecto
a valores A € (0,1), wy, € (3,1) y Sy, S

Valor dimension de Hausdorft
1
A€ (0, 5) dlmH(S)\> >0
1 ) log 2

-1
Wy = \/32 dimg(S,,) = 1,9306
ws dimpy(S,,) = 1,7322
) o . log 7

Nimero de multinacci w,, | dimgy(S,,,) =
log W,
2

Tabla 3.1: Dimensién de Hausdorff para A € (0,1) y nimeros de multinacci w,, € (3,1).

A lo largo de este trabajo, mostramos como calcular la dimensién de Hausdorff para

1 2
valores de los pardmetro A € (0, 5), Wy, un nimero de multinacci (figura 3.5), y A € 3 1
(figura 3.6). Si embargo, aun no se cubre todo el intervalo [0, 1]. Observemos la figura 3.6,

2

1.5

0.5

0

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Figura 3.5: Dimensién de Hausdorff para A € (0, 3) (lineacontinua), nimeros de multinacci (circu-
los) y A € (3,1) (lineacon *).



95

esto representa la dimensién de Hausdorff para 2 nimeros de multinacci wy y w3, ademas
2
de representa la dimension de Hausdorff para A € | —, 1). Existe un espacio donde no

se conoce la dimension como se puede observar; es un problema abierto. No obstante hay
investigaciones que estan ahondado en como calcular las dimensiones en el espacio que nos
falta.

Acercamiento Dimension de Hausdorff

2 : : , B IR

dimension

0.55 0.6 0.65

Figura 3.6: Dimensién de Hausdorff para ws, ws (circulos) y A € (3,1) (lineacon *).
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